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Clasificacion de superficies toricas
y producto de interseccion

Saul Israel Valdez Lopez !

Resumen

Las superficies téricas normales se pueden describir por medio de
una sucesién de vectores vy, v1, .. .,V4—1,04 = vo en R? los cuales
son definidos sobre la reticula Z2. Tales vectores estdn sujetos a
relaciones de la forma:

a;v; = Vi—1 + Vit1, a; € Z.

Este trabajo tiene como primer objetivo ampliar de forma deta-
llada lo expuesto en el capitulo 10 de [3]. Especificamente, el
teorema de clasificacién de superficies téricas suaves y compactas.
Veremos que de este resultado podremos obtener una condicién
necesaria y suficiente tnicamente en términos de los coeficientes
ay,as,...,aq para determinar cuando la sucesién de vectores en la
ecuacién de arriba produce una superficie torica suave y compacta.
El segundo objetivo serd describir el producto de interseccion de
curvas invariantes bajo la accién del toro complejo (C*)? en la su-
perficie térica en cuestién. Dicho producto de interseccién también
estard determinado por los coeficientes enteros anteriores.
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1 Introduccion

Uno de los temas principales en geometria algebraica es el problema de
clasificar variedades salvo cierta equivalencia previamente definida. Por
ejemplo, consideremos la equivalencia birracional. Un resultado ya bien
conocido (ver [7]) es el siguiente

!Este trabajo es una extensién de la tesis de maestria del autor escrita bajo la
direccién del Dr. Miguel A. Xicoténcatl Merino en el Departamento de Matematicas
del CINVESTAV-IPN.
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Teorema 1.1. Toda curva es birractonalmente equivalente a una curva
proyectiva suave.

Intentar dar un resultado de clasificacion para variedades algebraicas
de dimension mayor es un problema considerablemente méas complicado.
Para el caso de variedades equipadas con una estructura compleja, como
en el caso de superficies de Riemann, uno dispone de herramientas més
sofisticadas para encontrar invariantes, por ejemplo, la primer clase de
Chern de un haz de linea asociado a una superficie de Riemann compacta
proporciona un invariante entero. Para superficies cuddricas en CP3 en
[10] se muestra el siguiente resultado

Teorema 1.2. Cualquier superficie cuddrica suave en CP? se puede
obtener de CP? por el blowing up en dos puntos pi,ps € CP? y del
blowing down de la transformacién propia de la linea L € CP? que pasa
por los puntos pi, ps.

Para una superficie algebraica S mas general (pero atn siendo equi-
pada con estructura compleja) tenemos el nimero de Kodaira, denotado
usualmente por k(5), el cual se construye a partir de cohomologia de
gavillas. Por ejemplo se tiene el siguiente resultado, el lector encontrara
una prueba en [0]

Teorema 1.3. Sea S una superficie algebraica que resulta de encajar
una variedad compleja compacta de dimension 2 en un espacio proyec-
tivo. Entonces

(a) Sik(S) =1, la superficie S es eliptica.

(b) Si S es una superficie minimal con k(S) = —1 entonces S es o bien
CP? o una superficie reglada.

En el caso de superficies téricas suaves y compactas demostraremos
en la seccién 3 el siguiente teorema

Teorema 1.4. Toda superficie torica suave y compacta se obtiene o
bien de CP? o de una superficie de Hirzebruch H, por una sucesion de
blowing up en los puntos fijos por la accién del toro complejo (C*)2.

Una superfice térica X tiene asociada una sucesiéon de vectores
(v1,v2,...,vq)

en R? cuyas entradas son ntimeros enteros. Dicha sucesién de vectores
se relacionan mediante coeficientes enteros a1, as, ..., aq por
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(1) a;v; = Vi—1 + Viy1, a; € Z.

El siguiente resultado, que demostraremos en la parte final de la
seccién 3, proporciona un criterio para determinar cuando tal sucesién
de vectores corresponde a una superficie térica suave y compacta.

Teorema 1.5. Dada una sucesion de vectores (vi,va,...,vq) en Z2> C
R? tal que satisface ecuaciones de la forma

ajv; = Vi—1 + Viy1, a; € Z
corresponde a una variedad torica suave y compacta i y solo si
a1+ ---+ag=3d—12.

En la seccién 4 estudiaremos el producto de interseccion de ciertos
divisores de una superficie térica suave y compacta (aquellos que son
invariantes bajo la accién del toro (C*)?) y veremos que tal producto
también estard determinado por los coeficientes enteros de la ecuacién
(1). Concretamente, si X es una superficie térica suave y compacta
y (v1,v2,...,v4) su correspondiente sucesién de vectores, cada vector
(lamado arista) v; produce una curva irreducible en X, denotada por
D;, isomorfa a CP'. Estas curvas tienen auto-interseccién dada por

Di . Di = —a;.

2 Conceptos Basicos

2.1 Conos y variedades toricas afines

El prototipo inicial de una variedad térica es la variedad afin (C*)" la
cual es un grupo bajo la operacién de multiplicacién componente a com-
ponente. Una variedad térica X es una variedad algebraica irreducible
que contiene a algin toro (C*)™ como un subconjunto abierto y la accién
de dicho toro en si mismo se extiende a todo X. Una caracteristica fun-
damental de la variedad (C*)™ es que todo caracter x : (C*)" — C* es
de la forma

(2) X(21, .00y 2n) = 2012,
donde (ay,...,a,) =m € Z". Asi, denotamos a un caracter como en (2)

por x™. Dicho lo anterior, una forma natural de construir variedades
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téricas es como sigue: tomemos o = (mq,...,m;) € ZF" en donde
consideramos m; € Z" y tomemos el mapeo

po: (C)* — CF
(3) 2= (M), X (R))

Al tomar la cerradura de Zariski de la imagen de ¢, obtenemos una
variedad térica afin X, en C*. La parte importante aquf es la eleccién
del vector a = (my,...,my) € Z*" ya que el ideal I correspondiente a
la variedad afin X, estard determinado por monomios de la forma

al a2 ag _ bl b2 bk
(4) 21257t =2 ey 2
donde las entradas de los vectores (a1, . ..,ax), (b1,...,by) € ZF verifican

ecuaciones de la forma

k

k
(5) Zcimi = Zdlml, c,d; € Zzo.

=1 =1

Tomando como punto de partida la ecuacién (5), una manera fructi-
fera de construir variedades téricas es a partir de conos poliédricos con-
vexos y sus respectivos conos duales. Para intereses de este trabajo nos
limitaremos a definir estos objetos en el plano real y los llamaremos
simplemente conos.

Definicién 2.1.1. Sean v;,vs vectores en la reticula Z2 linealmente
independientes. El cono generado por vy, vo se define por

o ={rv +rovy: 7 € R>g.}
Utilizamos la notacién o = (v, v2).

Definicién 2.1.2. Dado un cono o = (v1,v2) definimos el cono dual de
o denotado por &, como el conjunto

g={uecR*: (u,v;) >0, i=1,2}

Notemos que si fijamos v;, el conjunto de vectores u € R? con
(u,v;) > 0 conforman un semiplano cuya frontera estd determinada por
los vectores ortogonales a v;. Asi, & es la intersecciéon de tales semi-
planos y tenemos & = (w1, ws), donde wi,wy son vectores ortogonales
a v1,v2, respectivamente. Este es un caso muy particular del lema de
Farkas (véase [9]), un resultado importante en geometria convexa.
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Lema 2.1.3. Sea o un cono en R? y & su respectivo cono dual. Entonces
el conjunto S, = & NZ? es un monoide finitamente generado por un
conjunto de vectores en la reticula 72.

Proof. Pongamos & = (wy,ws). La clave es definir el conjunto

A= {t1w1 + towo 1 t1,t2 € [0, 1]}

Posteriormente tomamos la interseccién A N Z2 la cual resulta en un
conjunto discreto en el conjunto compacto A. Asi, AN Z? es finito

digamos A NZ? = {uy,...,u}, luego este conjunto genera a S, como
monoide. O
Dado un vector @ = (a1, ..., ax) en la reticula ZF denotamos por z*

k

al monomio 21" --- z.* en el dlgebra de polinomios de Laurent

Cl, ..., zkﬂ].

Construimos una superficie torica asociada a un cono ¢ , denotada por
X, de la siguiente manera.

Definicién 2.1.4. Sea o un cono en R? y S, = (uy,us, ..., u;) su res-
pectivo monoide. La superficie térica asociada al cono o se define como
la variedad afin V(J,) donde J, es un ideal en Cl[z1,...,z;] generado

por numero finito de monomios de la forma

donde o = (a1,...,04),8 = (Bi1,...,B%) son vectores en Z* cuyas en-
tradas son no negativas y satisfacen ecuaciones de la forma

k k
§ U = E B
i=1 i=1

Ejemplo 2.1.5. El ejemplo tipico es la superficie térica asociada al
cono o = (2e1 — ez, e3) (donde {e1,es} es la base canénica de R?). El
cono dual estd dado por & = (e}, e + 2¢3). Aplicando el procedimiento
empleado en la demostracién del lema 1 obtenemos

tie} +ta(e +2e3) € 72
= tQZ%.

As, Sy = (e}, e} + €5, e} + 2et). Luego X, = V(2129 — 23).
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2e1 — ey

Figure 1:

Ejemplo 2.1.6. Si tomamos el cono o = (eq, e2) (figura 2) tenemos que
X, = C2. Por otra parte, si consideramos el cono p = (es) resulta que
S, = (e}, e5, —ef). Asi,

AXIu = V(leg - 1) c C3.

Entonces X, = C* x C.

Figure 2:

Ejemplo 2.1.7. Consideremos o = (2e; + 3ea, 2e1) (ver figura 3). El
cono dual & es generado por los vectores 3e] — 2e5,2e5. Ya que los
nimeros 3 y 2 son primos relativos obtenemos
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t1(3e} — 2e3) + to2ey € 72
< 01 =0, ta= %7

por lo que Sy = (3¢t — 2¢3, €5, e}). Entonces X, = V(2123 — 23).

2e1 + 3eo

Figure 3:

Ejemplo 2.1.8. Consideremos el cono o, = (mey, e2) con dual oy, =
(e +mes, ef). Haciendo el procedimiento que se realiza en el lema
(como en los ejemplos anteriores) obtenemos

S

Om

* k * * *
= (e],e] +€3,...,€] +me3).

Notemos que como vectores coordenados los generadores de S, satisfacen

(17Z)+(17]) = (1ai+1)+(17j_1)7 0<i,7<m

por lo cual la variedad térica correspondiente es él cono normal racional
de grado m dado por

1
Xom = V(zizj — 2i+1zj—1) c cmtl

2.2 Abanicos

Para construir variedades toricas algebraicas a partir de conos se in-
troduce el concepto de abanico. Recordemos que la manera usal de
construir variedades algebraicas es por medio de un pegado adecuado
de variedades afines. Esta misma idea la trasladamos a los conos.
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e1 + meo

(173)'
(172)'

(17 1)'

-y

Figure 4: Generadores de S,

Definicién 2.2.1. Sea A un conjunto de conos en R2. Decimos que A
es un abanico si se satisfacen las sigueintes condiciones

(a) Sioc € Ay u <o entonces u € A
(b) Sio,pu € A entonces o Np € A.

Dado un abanico A en R? y conos o = (v;,vi11), it = (Vit1, vir2) en
A, se sigue de geometria convexa que

0= (Ui, uitr1), fi = (—Uiy1,Uiv2).

Entonces cuando tomamos S, y S, y las identificaciones pertinentes,
tenemos que «, o~ ! forman parte de las coordenadas de X, y X 1y TEs-
pectivamente. Especificamente, X, = C,) x Cy X, = C,-1y x C.

Ahora tomemos el isomorfismo 75n, : (Cz‘a) x C — (CZ‘OFl) x C tal que

(a,;) = (a™1,;). De esta forma construimos una superficie algebraica
asociada a una abanico en R2.

Definicién 2.2.2. Sea A un abanico en R?. Llamaremos superficie
térica algebraica o simplemente superficie térica, si no hay lugar a con-
fusién, al conjunto

XA = HUEAXU/ hy)
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donde la relacién de equivalencia « esta dada por x « y si y solo si
Tonp(y) = o, para algin par de conos o, /.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el abanico A conformado por los conos

o1 = (e1,e2),
o2 = (627 —€1 — 62)7
o3 = (—e1 —eze1),

y sus respectivas caras. Cada cono o; genera un plano complejo C? donde
las coordenadas estan en términos de los generadores de los monoides
So1385, ¥ Sys. En este caso

SUI = <€>{7 e§>7
SU'Q = <_€T7_e>{ +6§>?
Sos = (—€3,e] —e3).

De la informacion anterior obtenemos el siguiente diagrama

c? —sC?

(z,y) (z=1,z1y)
2
Cloray)

Las coordenadas indican comé se llevara a cabo el pegado de los planos.
Haciendo x = % yy= ;—f} obtenemos la cubierta afin de CP2.

09 (&} o1

Y

—€1 — €9

Figure 5: Abanico correspondiente a CP?.
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Ejemplo 2.2.4. Consideremos el abanico A que se muestra en la figura
6. Podemos observar que

SUI = <617 6§>
SU2 = <_€T7€;>'
Entonces la cubierta afin de X, estda dada por X,, = C%%y) y Xoy =
C%x_l ) Esto da como resultado la variedad C x CP!.
&
« 09 [
A
—(I V(’,l
Aq
Figure 6:

Por otra parte, consideremos el abanico As que se muestra en la figura 7.
Si removemos el vector e; + e2 tenemos simplemente el cono p = (e, €2)
al cual le corresponde el plano complejo (C%%y). Cuando insertamos el
vector e; + eo obtenemos

Su = (e5,e] —€)
Sue = {ef, =€ +¢3).

Entonces X, = C?y’zy_l) y Xy = C%a:,x_ly)' El mapeo de pegado esta
dado por

~1 -1 1 -1
(y,2y™ ) = (yoy™ ", ——), zy  #0

Tomando zy~! = i—‘; obtenemos

Xa, = V(yxg — xx1) C C? x CP.

Esta variedad algebraica corresponde al blowing up de C? en el origen.
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Ay ”

612#2
A

) €1 + €2
M1

€1

Figure 7:

En el siguiente ejemplo definiremos la superficie de Hirzebruch que,
junto al plano proyectivo CP?, son las superficies de las que se obtendran
las demads superficies téricas suaves y compactas.

Ejemplo 2.2.5. La superficie de Hirzebruch con paramétro a € Z>,
H., tiene asociada el abanico A, que se muestra en la figura 8.

) —€1 —-‘r ae9

cf
g4 [0
A

o3V

Figure 8:

Los monoides de estos conos estan dados por
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SUI = < T

Soy = (e],—e€3),

503 = <_€’1K’ _GGT - 6§>7
Se, = (—e},ael +ed).

Entonces las superficies téricas correspondientes a los conos de A, son
planos complejos y estos se pegan como lo muestra el diagrama (6).

2 2
(6) Cle) Clew )

| |

- (2

(z=La—oy=1)

CQ

(z—1,zay)

Como en el ejemplo al pegar X,,, X, obtenemos la variedad C x
CP! con coordenadas

(z,[1:9]), y#0

Asi, la superficie de Hirzebruch se obtiene de pegar las variedades C ;) x
CP! y Crz—1y % CP!. Notemos que si tomamos

C(az) =y = {[.CU() : 1'1] € CP!: oty 7é 0}
C(xfl) =0, = {[xo : xﬂ S CPl | 75 0},

obtenemos un CP'-haz sobre CP' con funciones de transicién dadas por

(7) (z,[1:y]) = (=71, [L: 2y]).

Asi, tenemos un haz H, — CP! con fibra CP'. De hecho, este haz puede
representarse como la proyectivizacion de la suma de Whitney del haz
O(a) y del haz trivial O = C x CP!. En efecto, recordemos que la suma
de Whitney se obtiene del pullback del mapeo diagonal d
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Oa) ® 0 —>0(a) x O

“l iw

CP! 4, CP! x CP!

de manera que las fibras de O(a)@® O son isomorfas a C2. Por otra parte,
las funciones de transicién del haz O(a) estdn dadas por

([zo : z1],y) = (o : 21], (i—;)ay), [0 : 21] € Up N U7

Entonces, al proyectivizar las fibras de O(a) ® O y tomar z = ! en (7)
se sigue que H, = P(O(a) & O).

La superficie de Hirzebruch es una variedad algebraica importante
de hecho, en [I] se prueba que H,, clasifica, salvo isomorfismo, a todas las
superficies geométricamente regladas sobre CP!. Por otro lado, los haces
de liea sobre CP! son, salvo isomorfismo, de la forma O(a) para algiin
entero a. La afirmacién anterior se puede consultar en [8]. Utilizaremos
estos haces en la seccién 4 para calcular nimeros de interseccién de
curvas sobre una superficie térica.

2.3 La accién de (C*)?

Una cualidad fundamental de las variedades toéricas en general es la
accién que ejerce el grupo (C*)™ (bajo multiplicacién componente a com-
ponente) donde n es la dimensién de la variedad en cuestién, en el caso
de superficie toricas tenemos n = 2.

Teorema 2.3.1. Sea X, una superficie torica afin asociada al monoide
Sy = (u1,...,ux). Entonces la accion de (C*)? sobre X, estd dada por

7o (C)?xX, = X,
(t,z) = (M.t ).

Proof. Notemos que 7, estd bien definida. En efecto, la variedad afin
X, esta determinada por las ecuaciones polinomiales

a1 _as ar _ b1 _bs by
Zl 22 ...Zk _z1z2 ...Zk

en donde los exponentes a; y b; satisfacen (5) respecto a los vectores
UL,y ..., Ug. Asi,
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k k
talulxllll . takukak _ tblulxlil .. _tbkukak — $2i1 uz(H x?z _ H xl?z),

%
=1 =1

por lo cual se sigue que 7,(t,x) € X,. De las propiedades bésicas de los
exponentes tenemos que 7, es una accion sobre X, . O

Ejemplo 2.3.2. Para el caso de la superficie térica afin X, = V(2122 —
23) la accién es de la forma

To i (t, @) (t1$1,t1t%$2,t1t2$3)-

Si tomamos el punto x = (1,1, 1) obtenemos un encaje

C)? = X,
(t1,t2) — (t1,t1t3, t1t2).

En general, todas las superficies téricas contienen al punto (1,...,1)
(ver definicién [2.1.4), su érbita produce al toro (C*)2.

Observacién 2.3.3. La accién definida anteriormente es compatible
con las funciones de pegado cuando consideramos abanicos.

El estudio de las 6rbitas en una superficie térica (también para va-
riedades téricas en general) puede traducirse en términos de la combina-
toria de su correspondiente abanico como sigue. Tomemos nuevamente
la superficie X, = V(2122 — 23). Sea (z,zy? zy) un punto en la érbita
del punto (1,1,1) y (a,b,c) € X, tal que ninguna entrada es cero. En
tal caso tenemos

(z,2y*, 2y) = (az’,ba’y?, c2'y'),

donde 2/ = a 'z y v/ = ac”'y. Entonces, las érbitas relevantes serdn
aquellas correspondientes a puntos con alguna entrada cero. Por ejem-
plo, consideremos el plano proyectivo CP2.

Los planos X, v X, se pegan por medio del mapeo x +— 2~ de manera
que se pegan a lo largo de un toro C*. Notemos que el mapeo anterior
puede obtenerse considerando los vectores ortogonales a v y hacer las
identificaciones pertinentes. De esta forma, asociamos al vector vy una
variedad torica de dimension 1, X,, = C* x C, con ciertas coordenadas
tal que se encaja en Xy, v X,, como
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(z—1z~1y)

(xy=ty1)

Figure 9: Esquema de pegado de CP?.

X,
Cy,y % Cy Clpry X Cpy

Respecto a las drbitas, el caso que nos interesa es cuando y = 0,2~ 'y =
0. Para ver esto en CP? hacemos & = 21/2¢ y y = 22/x¢ de menera que
cuando x # 0 tenemos

{($ay)>($_1,$_1y)} s [1 : E . @

],
o 1
por lo cual, si y = 0,2 'y = 0 tenemos en CP? los puntos de la forma

. . sz 12
[1:2L:0], con £ # 0. Tomando la accién de (C*)* obtenemos

(tita) - [1:1:0] = (t1,t2) - (1,0) = (t1,0) € Xy,
= (t,te) - (1,0) = (t74,0) € X,y

Esta érbita es isomorfa a CP! — {[1,0],[0, 1]}, tomando su cerradura en
X A obtenemos la linea proyectiva.

Observacién 2.3.4. Recordemos que dado un abanico A en R? y conos
o = (U, Vit1), b = (Vit1,vit2) en A, tenemos que & = (u;, Uit1), ft =
(—it1,uit2) ¥

C(ka) x Cc X,, Cfa_l) xCc X,



Clasificacion de superficies toricas 36

Con base a la definicién los puntos (a,0) € X, y (a™1,0) € X, se
identifican bajo el mapeo 7,y : (o, 0) = (a~!,0). Ahora asociamos al
vector v; la Orbita de la forma

{(a70)7 (Oé_l,())} C X, HXM/ by

al tomar su cerradura en XA obtenemos una curva isomorfa a CPL.
Denotaremos a esta subvariedad de Xa por D;.

3 Clasificacion de superficies

Las propiedades de suavidad y compacidad de una superficie toérica
pueden ser deducidas a partir de la combinatoria del abanico correspon-
diente a dicha superficie tal y como lo enuncia el siguiente resultado (el
lector podra consultar una prueba en [5]).

Teorema 3.1. Sea A un abanico en R? y XA su respectiva superficie
torica.

(a) La superficie XA es suave si y solo si para cada cono o = (v,w) € A
tenemos det(v,w) = +1.

(b) La superficie XA es compacta si y solo si para todo punto p € R?
existe un cono o € A tal que p € 0.

En el ejemplo tenemos la cénica V(zy — 22) la cual tiene una
singularidad en el origen. Por otro lado,

det(2e; — e, e2) = 2.

La superficie térica C x CP! no es compacta y como se puede observar
en el ejemplo el abanico Aj no cumple las condiciones del teorema
tales abanicos son llamados completos. El plano proyectivo CP? es
compacto y como se puede observar en el ejemplo [2.2.3] su respectivo
abanico es completo.

Observacién 3.2. Notemos que la tnica superficie torica afin suave es
C2. Entonces una superficie térica se obtiene de pegar planos complejos
conforme a las relaciones monomiales que surgen de los conos duales.

Ahora bien, sea X una superficie térica suave y compacta. Del teo-
rema|3.1]se sigue que el abanico A asociado a X esta conformado por una
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sucesién de vectores vy, v1 .. .,v4-1,v3 = v tales que det(v_1,v;) = 1,
parai=1,...,d.

Figure 10: Bosquejo de un abanico asociado a una superficie térica suave
y compacta.

Dada una superficie térica suave y compacta denotamos por
(vo,v1 ..., V4-1,v4 = vp)

a su respectivo abanico. Las relaciones mostradas en (1) entre estos
vectores se obtienen como sigue. Consideremos los vectores v;_1,v; y
vit1. Ya que {v;_1,v;} es una base para la reticula Z? (como Z-médulo)
existen enteros a;, b; tales que

Vit1 = a;V; + bjvi_1.

Al calcular el determinante de {v;,v;11} respecto a la base {v;_1,v;}
obtenemos

det(v;, viy1) = )?2 = —b;
por lo que b; = —1. Asi, a;v; = v;—1 +v;41 parat=1,2,...,d.

Seguiremos una serie de pasos para demostrar el teorema [I.4]

Teorema 3.3. [Primer teorema de clasificacion] Sea Xa una superficie
torica suave y compacta donde A = (vg, V1 ..., V4—1,V4 = V0)-



Clasificacion de superficies toricas 38

(a) Sid=3, entonces Xp = CP?
(b) Sid=4, entonces Xpn = Hq, para algin a € Z>g.

Proof. (a) Si A = (vg, v1,v2 = v3) obtenemos las igualdades

a1v1 = v + v2,

—-11| _

a1 0 —_alzla

donde en la segunda igualdad se calcula el determinante de los vectores
v, Vg, Tespecto a la base {vg,v1}. Luego vo = —vg — v1 por lo cual del
ejemplo tenemos que A produce la variedad térica Xa = CP2.

(b) Para el caso d = 4 tenemos las relaciones

ajvy = v +v2, a3zv3 = vg + V2.

Las igualdades anterior implican que a1v; = agvs. Por otro lado, aqvg =
v3 4+ v1, de donde se sigue la igualdad

arasvg = (a1 + az)vs.

Entonces o bien a; = 0 = a3 o a4 = 0, en cualquier caso, del ejemplo
obtenemos una superficie de Hirzebruch H, para algin a € Z>o.
O

Como se mostré en el ejemplo al subdividir el cono o = (e1, e2)
insertando el vector e + eg la variedad que obtenemos es el blowing up
de C? en el origen. En general, si v1, v2 son vectores en la reticula Z? con
determinante 1, entonces la superficie térica X que produce el abanico
conformado por {(v1,v1 + v2), (v1 + v2,v2} y sus caras es el blowing up
de C? en el origen.

Observacién 3.4. Recordemos que dados dos vectores u,v € R? uti-
lizamos la notacién o = (u,v) para describir al cono o generado por
tales vectores con base a la definicién [2.1.1] En lo que sigue, siempre
que no haya confusién, utilizaremos solo el simbolo (u,v) para denotar
al cono cuyos generadores son los vectores u, v.

Lema 3.5. Sea A = (vg,v1,...,vq4 = vg) un abanico correspondiente
una variedad torica suave y compacta. No existen dos conos o; = (v, v;+
1) y oj = (vj,v; + 1) tales que v; € (Vig1, —vi) Y Vi1 € (—vi, —Vit1).
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Vi+1

Uj+1
—Ui+1

Figure 11: Aqui v; se encuentra en el cono generado por vi11 y —v;.

Proof. Haremos la prueba por contradicciéon. Supongamos que existen
indices 7, ;7 tales que tenemos la configuraciéon que se muestra en figura
de arriba. Existen enteros a, b, c,d € Z~ tales que

vy = —av; + bvi_H
viy1 = —cvp —dvig

Por otro lado, det(v;,vj41) = 1 en cualquier base, por lo que

Wi =ad+be=1

lo cual es una contradiccion.

O

Lema 3.6. Sea A = (vg,v1,...,vq4 = vg) un abanico correspondiente
una variedad torica suave y compacta. Entonces

(a) Para d > 4, existe un par de indices i,j tales que v; = —v;.

(b) Supongamos que v; = —vg y i > 3. Entonces existe un indice j tal
que

V; = Vj—1 + V541, 0<j<i.

Proof. (a) Podemos suponer sin perdida de generalidad que vy = e;. El
caso d = 4 se probé en el lema anterior por lo que podemos suponer que
d > 5. Sea « el mayor indice tal que v, se encuentra en el semiplano
cerrado sz Si v, = —vg terminamos. También en el caso de que
Va41 = —Vo. Entonces v,41 estd en el semiplano inferior H_.,. Si vy =
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—VUq41 terminamos. Veamos que sucede si v1 = v,. Consideremos los
vectores vs, v4, donde v4 # vg ya que d > 5. Nuevamente, si algin vector
v3, V4 €s igual a —v1 concluimos. En otro caso, notemos que v3 no puede
estar en el cono generado por —v1, vy ya que tendriamos vg € (v3, —v2) y
v] € (—ve, —v3), lo cual contradice el lema anterior. Entonces el vector
v3 € (vg,—v1). Para el vector vy el argumento anterior implica que
vy = —v1. Ahora bien, supongamos que v, # v1. Sea k > 0 el entero
méximo tal que vg € (vg, —vq+1). Debemos tener que v, = vg41 ya que
en caso contrario tendrfamos vy € (Vk+1, —Vk) ¥ Vat1 € (—Vk, —Vkt1)-
Tomemos el vector vy42. No puede ocurrir que va42 € (—vq, Vo) ya que
eso implicaria que vg € (Vat2, —Va+1) ¥ Vk € (—Uat1, —Vat2). Asi, sea
r > a+1 el entero mayor tal que v, € (Va41, —Va). SivVr41 € (—Vks1,v0),
entonces vy € (Vgt2, —Vkt1) ¥V Ury1 € (—VUgt1, —Vk42). Por lo tanto
Up4+1 = —Uk+1-

Figure 12: Configuracién posible en el caso o = 1.
(b) La clave es definir ¢; = —b; + 3;, donde

vj = —bjvo + Bjv1, bj, B € Lxo.

Notemos que ¢; = 1. Si co = 2 se sigue que vo = —vg + v1 y concluye la
prueba. Supongamos que co > 0. Sea vg = —bsvg + f3v1. Tenemos las
ecuaciones

agv2 =v1 + VU3
vy = — bavg + Bav1
v3 = — bgvg + B3vy.
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Haciendo las operaciones pertinentes obtenemos que

az(bg + f2) =1+ b3 + fs.

Ukey-2

Figure 13: Configuracién no posible.

Entonces, si c3 < co debe ocurrir que as = 1 y en tal caso termina
la prueba. Por otro lado tenemos ¢y < c3. Para j = i — 1 tenemos
¢ >cj+1=1 Sic; <c¢j—1tomamos ¢ = j — 1, luego ¢4 > cgq1-
Continuando con este proceso obtendriamos que c3 < c¢o, lo cual ya
descartamos, por lo que existe 0 < j < tal que ¢; > cj11y ¢j > ¢j_1.
Vamos a demostrar que a; = 1. Consideremos las ecuaciones

a;vj = Vj_1 + Vjq1, vj = —bjvg + Bjv1,

vjt1 = —bjr1v0 + Bjr1v1, vj—1 = —bj_1vo + Bj_1v1.

Entonces

a;vj = — (bj—1 + bjr1)vo + (Bj—1 + Bj+1)

— ijijo + a]ﬂjvl.

Ya que {vg,v1} es base de 72 se sigue que ajbj =bj_1+ b1y a;Bj =
Bj—1+pj4+1. Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos aj;c; = c¢j_1+
cj+1, esto prueba que a; = 1. 0
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Observacion 3.7. Dada una superficie térica suave y compacta XA a
cada cono o € A le corresponde el plano complejo C2, por lo cual bajo la
accién del toro (C*)? el tinico punto fijo es el origen no obstante, cuando
consideremos todas las identificaciones posibles para obtener XA cada
uno de estos puntos no se identifican entre si por lo que son puntos
distintos en XA y para cada cono o € A tenemos un tnico punto fijo
que denotaremos por z,.

Teorema 3.8. [Sequndo teorema de clasificacion] Toda superficie térica
suave y compacta se obtiene, o bien de CP? o de H, por una sucesion
finita de blowing ups en los puntos fijos de la accion del toro (C*)?

Proof. Sea A = (vg,v1,...,v4 = vp) un abanico correspondiente a una
variedad térica suave y compacta XaA. Supongamos sin perdida de ge-
neralidad que d > 5 ademaés, pongamos v; = —vg, para algin 7. Debido
al lema anterior existe un indice j con 0 < j < i tal que v; = v;_1+vj41.
Notemos que el determinante del conjunto {v;_1, vj41} respecto a la base
{vj_1,v;} es uno, por lo cual dicho conjunto es una base de la reticula
Z2. Ahora, podemos remover vj de la sucesién (vg,v1,...,vq = Vo) ¥
obtener una superficie térica suave y compacta Xa, con

1.1 1 1 1
Al :('007'1)1, .. .,'Ud_2,'l)d_1 = 'Uo)
U; =vg, St q<]J
=Vgt+1, St ¢ 2]

En el abanico A7 tenemos vil_l = wv;. Si1—1 = 2 obtenemos la con-

figuracion que se muestra en la figura 14. En otro caso, tenemos que
existe 0 < k < ¢ —1 tal que v,ﬁ = v,i_l + ”lﬁ+1' Como en el caso an-
terior podemos remover v,i para obtener una superficie térica suave y
compacta Xa, donde

2 2 2 2 2
AQ :('U07'U1, <oy Ug_3,0g_9 = 'Uo)
Ug :v;, q<k
1
:vq+17 q > k.

Continuando con el proceso anterior, obtendremos un entero positivo r
tal que vy = —vp. Haciendo el mismo procedimiento para los vectores en
el semiplano inferior obtenemos una superficie térica suave y compacta
asociada al abanico A, = (vg, u1, —vp, uz), donde uj, ug € A.
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A

Figure 14: Caso i —1 = 2.

Figure 15: Configuracién después de un ntmero finito de pasos.

Finalmente, si algin vector del abanico A, es suma de sus vectores ad-
yacentes tenemos que X es isomorfa al blowing up en el punto fijo bajo
la accién de C*2 en el plano proyectivo (CP)2. En otro caso, tenemos que
XA es isomorfa a una superficie de Hirzebruch de algin pardmetro. [

Ya sabemos que una sucesién de vectores vg,vi,...,04—1,04 = Vg
correspondientes a una superficie térica suave y compacta tiene asociada
una sucesion de enteros aq, as, .. ., aq tales que se cumples las ecuaciones

(8) a;v; = vi—1 +viy1, t=1,2,...,d.

La demostracion del teorema anterior nos proporcionara ciertas condi-
ciones que debe cumplir esta sucesion de enteros de manera que podamos
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ir en el sentido inverso es decir, cuando a partir de una sucesién de en-
teros ai,as, ..., aq obtenemos una superficie térica suave y compacta.

Lema 3.9. Sea vy, v1,...,04—1,0q = Vo una sucesion de vectores corres-
pondientes a una superficie torica suave y compacta. Sea ai,as,...,aq la
correspondiente sucesion de enteros que satisface (8). Si en la sucesion

Vo, V1y .-+, Vj—1,V5,Vj41,--.,Ud—1,Uq = Vo

aadimos el vector v = v; + vji1 entre v; Yy vjy1, entonces la sucesion
de enteros correspondiente a esta nueva sucesion de vectores bajo las
relaciones en (8) es de la forma

A1y @51, Q541, 1, Q41,0 ., aq.

Proof. Ya que {v;,v;11} es una base de la reticula Z2, se puede ver que

q 7y YVs+ ) p q
los conjuntos {vj,v; +vjy1} y {vj + vj+1,vj41} también son base para
la reticula. Tomemos la sucesion

v, 1< j
w; =4 vj+vjy1, 1=7+1
Vi—1, 1 >7+1

Consideremos la sucesion de enteros bjw; = w;—1 + w11, donde ¢ =
1,2,...,d+ 1. Luego

bjwj = wj-1+wjt
= vj-1+ (vj + 1)j+1).

por lo que (bj — 1)v; = vj_1 + vj41 y en consecuencia b; = a; + 1. De
forma similar se prueba que bj;2 = a;11 + 1. Por construccion b1 = 1,
esto concluye la prueba del lema. O

Teorema 3.10. FExiste una correspondencia entre superficies toricas
suaves y compactas y sucesiones de enteros ai,as,...,aq que satisfacen

(a) a1 +as+---+ag=3d—12,

(b)
0 —1 0 -1 0 -1\ (10
1 a; 1 as 1 a9 ) O 1 )°
Proof. Sea XA una superficie térica suave y compacta con

A = (v, V1, .. ,V4-1,V4 = V0)-
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Sea aj,asg,...,ay como en (8). Notemos que (b) se cumple de ma-
nera directa para esta sucesién de enteros en efecto, tomemos B; ;11 =
{vi, vit1}. La matriz de cambio de base de B; ;11 a B;_1; esta dada por

(V)

Por lo cual la matriz que cambia coordenadas de B;_1; a B; ;41 viene

dada por
a; 1
-1 0 )

La condicién (b) es equivalente a

1 0 . Qg 1 ad—1 1 . aj 1
01/) \-=10 -1 0 -1 0/
Tomando en cuenta los cambios de base sucesivos

By 1 B s Bya+1 = Bo, -

)

se verifica (b).

Ahora comprobemos que la sucesién aq,aq, .. ., aq satisface (a). Para el
caso d = 3 tenemos el plano proyectivo CP? al cual le podemos asociar
la sucesién de vectores eq, es, —e; — e1. Entonces tenemos

alzagzangl.

Para d = 4 obtenemos una superficie de Hirzebruch con parametro a,
H,. Sitomamos la enumeracion de vectores correspondientes al abanico
de H, como se muestra en la figura 16, entonces as = a4 = 0,a3 =a 'y
a1 = —a y se cumple (a).

Para el resto de la prueba utilizaremos induccion sobre d. Supongamos
que el resultado es valido para d > 4. Por el teorema anterior toda
superficie térica suave y compacta se obtiene o bien de CP? o de H,
por medio de una suma finita de vectores adyacentes. Asi, podemos
suponer sin perdida de generalidad que una superficie térica Xa,, ,, con

Agi1 = (wo,,...,wq, w41 = wo), se obtiene de una superficie térica
Xa,, donde Ay = (vo,...,v4-1,94 = vp), por adiciéon de un vector
Yy = vj + vj41 entre v; y vj41 para algin indice j. Si ag,...,aq es la

sucesion de enteros asociada a los vectores de Ay como en (8), el lema
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‘—e1 3+ aeq
G T ac2
1)3"2

A

Figure 16:

anterior implica que la sucesiéon de enteros asociada a los vectores de
Agy1 es de la forma

al,...,aj_l,aj+1,1,aj+1—|—1,...,ad.

Por hipdtesis de induccion se sigue que

ar+---+aj1+aj+1+1+aj4q1+1+---+aqg=3d—-12+3
=3(d+1) —12.

Reciprocamente, sean ay,...,aq € Z tales que satisfacen (1) y (2).
Seleccionemos vectores vg, v1 con det(vg,v1) = 1. Definimos

Vi4+1 = QU5 — Vj—1, 1= 1,.. . ,d.

Un argumento inductivo muestra que B;;4+1 = {vj,vi+1} satisface la
igualdad det(v;,v;+1) = 1. Probemos que vy = vy. Notemos que la

matriz
0 -1 0 -1
= (1) (0 )
cambia coordenadas B;_1 4 a coordenadas B 1. Por hipétesis tenemos
1Y [ ag 1 0
(o) = 0) (V)
(1
=)
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por lo cual se sigue que vg = vg. Asi, obtenemos el abanico
A = (Uo, ey Ud—1,0q = 'Uo).

que corresponde a una superficie térica suave y compacta. Finalmente,
sea a € 7Z tal que avyg = avg = vg_1 + v1. Por el teorema anterior
tenemos

a1+ +ag_1+a=3d—12.

De la igualdad anterior y de (1) se concluye que o = ay.
O

Ejemplo 3.11. Consideremos la sucesién 0,2,1,3,1,3,1,1. Haremos el
mismo procedimiento que en la prueba del teorema 10. Sin perdida de
generalidad pongamos vy = ey, v; = e2. Entonces

V141 = —e1, Us4+1 = —e2,
Vg4l = —2€1 — €2, Vo1 = €1 — €2,
U341 = —€1 — €2, VU741 = €1,
V4y1 = —€1 — 2e9.
Asi, sea A = (vp,v1,...,v7,v8). Veamos cudl es la superficie subya-

cente de Xa. Consideremos el vector vg. Notemos que det(ve,vq) = 1
y det(vyg,vg) = 1 de forma que podemos remover los vectores vs, vs, vg y
v7 obteniendo el abanico A corrrespondiente a una superficie de Hirze-
bruch H,.

Figure 17: A.
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4 Producto de interseccion

Una herramienta importante en el estudio del comportamiento geomé-
trico de superficies suaves proyectivas es la interseccién de dos curvas
irreducibles C7, Cy sobre dicha superficie, de manera mas general, la
interseccion de dos divisores D1, Do. Para definir el producto de inter-
seccién de dos curvas irreducibles se utilizan los niimeros de interseccion,
los cuales denotaremos por I(z,Cq N Cq), donde C1,Cs son las curvas
en cuestiéon y x es un punto que pertenece a ambas. El lector podra
encontrar con detalle la construccién del nimero de interseccién en [4].
El producto de interseccién de dos curvas irreducibles C1, Cy esta dado
por:

(9) C1-Cy = Z I(J},ClﬂCQ)EZ.

zeC1NCy

Los divisores en una superficie suave proyectiva X son sumas for-
males de curvas irreducibles médulo equivalencia lineal, el grupo con-
formado por estos elementos es el grupo de Picard de X denotado por
PicX. Construir una forma simétrica bilineal - : PicX x PicX — Z
que concuerde con (9) no es algo trivial, en este trabajo utilizaremos
la definicién que se emplea en [3] donde el lector podra consultar los
detalles.

Definicion 4.1. Sea X una superficie suave y proyectiva. Definimos el
producto de interseccién de D, D’ € PicX por

(10) D - D' = deg(i*Ox (D)),

donde Ox (D) es el haz de linea correspondiente al divisor D e i : D' —
X es el mapeo inclusion.

Cuando D = D’ escribimos D? = D - D', al entero D? lo llamamos
numero de auto-interseccién de D. Notemos que esta situacién es radi-
calmente opuesta a (9). En este caso particular, si D es una curva suave
en una superficie X obtenemos

D2 = deg(ND/X)7

donde Np/x representa la gavilla normal de D en X, ver [7].
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Con base a la observacién los vectores que conforman el aba-
nico de superficie torica suave XA le corresponden curvas suaves en Xa
isomorfas a CP!. Vamos a estudiar la geometria de las superficies téricas
calculando los nimeros de interseccion de dichas curvas.

Ejemplo 4.2. Consideremos la superficie de Hirzebruch H, que se
muestra en el ejemplo Sean vg, v1, V2, v3 son los vectores que com-
ponen a A, ordenados de forma antihoraria con vg = e;. Denotamos
por Dg, D1, Dy, D3 las curvas correspondientes a estos vectores en H,
(ver observacion . Primero veremos cual es su auto-interseccion.
Para Dy tenemos que

Dy = {{(Ovy)v (07y_1)}ap17p2} = CPl'

donde pi,p2 son los puntos al infinito. Dado que X,, = Spec(Clz,y]),
Xyy = Spec(Clz,y~!]) la gavilla ideal de Dy en H, es generada en los
abiertos X,, y X, por el ideal (z). Asi, el haz de linea correspondiente
a la gavilla conormal Fp,/ ]-%0 es el haz trivial. Asf, D = 0. Por otro
lado, consideremos el divisor

Dy = {{(:C’ 0)7 (x_lv 0)},}91,102}
Como Xy, = Spec(Clz~!,2%]), la gavilla de ideales Fp, /Fp es ge-
nerada por (y),(z%) en X5, Xs,, respectivamente. Luego, podemos
identificar la gavilla conormal de D con la gavilla de secciones del haz
O(a) sobre D; = CP'. Por ejemplo, una manera de ver esto es por
medio de la asignacién

Fer Az 1,y), (L1, 2%)),
donde f € Fp, /Fp, (Xs N Xy,). Entonces el haz normal de Dy en H,
corresponde al haz O(—a), por lo cual D} = —a. Para el cilculo de
las curvas Ds,D3 el procedimiento se realiza de manera similar. Estas
curvas estan dadas por

Dy = {{(va_ay_l)’(vaay)}aplap2}7
Dy = {{(x,O),(:L‘fl,O)},phpQ},

por lo que obtenemos D3 =0 y D% = a.

Calculamos ahora Dy - D1y Dq - Dy. Notemos que

Dy ﬂXgl = V($),
DonX,, = V(a:),
DonNX,, = V(l),
DonX,, = V(1)

)
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por lo cual las funciones de transicién del haz Oy, (Do) en X5 N X,,
estdn dadas por z. Al tomar el pullback i*(Oy,(Do)) se sigue que este
haz de linea sobre D; corresponde al haz O(1). Por lo tanto Dy-D; = 1.
Para Dy tenemos

DynNX, = V(1)

DynNX,, = V(z7Y,

donde se sigue que el haz Oy, (D2) tiene funcién de transicién 2! sobre
Xo, N Xy, De forma andloga al producto Dg - D1 tenemos D; - Dy = 1.
En cambio,

DsnX, = V(1)
DsnX,, = V(1)
de manera que el haz Oy, (D3) es trivial en X, N X, asi, Dy - D3 = 0.

Nuevamente, haciendo un procedimiento similar obtenemos las ecua-
ciones

-DO 'D2 = 07
Dy-Ds = 1,
Dy-Ds = 1.

La figura 18 muestra un bosquejo de la interseccién de estas curvas

Observemos que la intersecciéon de curvas correspondientes a vectores
que conforman un cono es transversal.

Ejemplo 4.3. Ahora consideremos el plano proyectivo CP?. Nueva-
mente, enumeramos los vectores que conforman su abanico correspon-
diente (ver ejemplo de manera antihoraria iniciando en vy = ej.
Ya que X,, = C%%y) v Xo, = C? tenemos

(z=1z=1y)

D, = {{($7 0)> (I‘_l},pl,pg},

entonces D1 N Xy, = V(y) y D1 N Xy, = V(z7ly). Luego la gavilla
conormal Fp, / .7-%1 se identifica con la gavilla de secciones del haz O(—1)
sobre D; = CP!, entonces D} = 1. Similarmente se sigue que D? =
1, D(Q) = 1. Asi, obtenemos el diagrama que se muestra en la figura 19.

Ahora hacemos un blowing up en el punto z,,. Nuevamente tomamos
enumeracion antihoraria para los vectores del correspondiente abanico
iniciando en ej.

Del ejemplo tenemos X,, = C? X, = C2 Y Luego

-1 -1
yxy= T,T
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D3
0 Do

0

D,

Figure 18: Los niimeros en rojo muestran la auto-intersecciéon de las
curvas.

Dy Do

Lo

Do

LN

Figure 19: Configuracién en CP?.

D, = {{(ngcy_l)v (O,QS_Iy)},pl,pQ},

por lo cual la gavilla ideal de D; es generada por (y), (z) en X, , X,
respectivamente. Representado a la linea proyectiva CP! sin los puntos
al infinito en coordenadas x/y tenemos

FDl /Fl%l = 0(1)7

donde el lado derecho representa la gavilla de secciones. Asf, D? = —1.
Con un procedimiento andlogo tenemos D2 = 1. Por otra parte, dado
que ahora tenemos el diagrama
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—€1 — €9

Figure 20: Abanico correspondiente al bluwing up en z, .

CZ 2

(y,zy=—1) (z,2~1y)

T |

2
(C(wy*%y*l)

— - C

(CQ

(z= 1z~ 1ly)

podemos observar que la gavilla de ideales asociada a la curva Dg es ge-
nerada por (zy~!), tanto en X,, como en X,, de aqui podemos concluir
que D% = 0 ademas, tenemos

DynX,, = V(1)
DynX,, = V(1)

luego Dy - Dy = 0. De esta manera obtenemos la configuracién que se
muestra en la figura 21.

Notemos que en los ejemplos anteriores se satisface

(11) a;V; = Vi—1 + Vi1 — DZ2 = —aj;.

Teorema 4.4. Sea A un abanico correspondiente a una superficie torica
suave compacta Xa. Dados los conos 0 = (vi—1,v;), . = (v3,vi41) € A
con a;V; = V;—1 + Vi+1, entonces D22 = —aj;.
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Dy

Dy

Do

Figure 21:

Proof. Ya que X es suave el conjunto {v;_1,v;} es una base de Z2. Al
considerar esta base, podemos tomar & = (v;—1,v;) luego la igualdad
a;v; = vj—1 + vi41 implica que fi = (—v;—1, a;v;—1 + v;). Asi, después de
realizar las identificaciones pertinentes tenemos

X, = C? |,
(z,y)
X, = (2

12 - (C(.Z’il,.l‘a‘y)’

por lo cual nos hemos reducido al caso de la superficie de Hirzebruch
(ejemplo . Por lo tanto D? = —a;.
O

Ejemplo 4.5. Tomemos la superficie del ejemplo anterior que resulta
de realizar un blowing up en el punto fijo z,. Ahora hagamos un
blowing up en el punto fijo x,, de manera que obtenemos el abanico
Ao que se muestra en la figura 22. Ahora la enumeraciéon de enteros
correspondiente a Xa, es
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ay = 1,
ay = 1,
a3 = 1,
asg = 0,
as = 0,

Figure 22:
por lo cual tenemos la configuracion que se muestra en la figura 23.

Ahora, el teorema de contraccién de Castelnuovo (ver [2]) nos permite
realizar un proceso inverso. Especificamente, seleccionemos por ejemplo
la curva Ds. Ya que Dy = CP! y D2 = —1 existe una superficie proyec-
tiva suave Y y un morfismo ¢ : X, — Y, tal que ¢(D2) es punto en
Yy ¢(Xa, — D2) =Y — ¢(Dz2). Més atn, el morfismo ¢ es un blow-
ing up de Y en p = ¢(D2) cuyo divisor excepcional es exactamente Ds.
Veamos que en este caso Y = CP! x CP!. En efecto, de la configuracién
del abanico Ay tenemos que az = 1 por lo cual la superficie Xa, es el
blowing up en un punto fijo de una superficie térica suave y compacta
cuyo abanico se muestra en la siguiente figura 24.

La sucesién de enteros en esta superficie térica consta tnicamente de
ceros, por lo cual dicha superficie resulta ser una superficie de Hirzebruch
para algin parametro. Mas ain, no es dificil ver que tal pardmetro es
a =0y que Hy = CP! x CP.
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Figure 23:

el +es

—€1

—€1 — €9

Figure 24: Abanico que obtenemos al remover ey de As.
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Dy

0

Dy

Figure 25: Configuracién que obtenemos al contraer Ds.
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