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Realizaciéon de anillos polinomiales
a través del homomorfismo transfer *

Sofia Ibarra ! Miguel A. Maldonado 2

Resumen

Haremos una revision del problema de realizaciéon de anillos poli-
nomiales con coeficientes en Z, como anillos de cohomologia. Usa-
remos para ello el homomorfismo inducido en cohomologia por
una proyeccion cubriente especial, definida por la construccion de
Borel asociada a un G-espacio.
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1 Introduccion

La realizacién de un objeto algebraico A, como un grupo o un anillo,
consiste en encontrar un espacio topolégico X de manera que para algin
invariante v(X) de X se tenga un isomorfismo de la forma v(X) = A.
Esta realizacién permite convertir problemas algebraicos en geométricos
y viceversa, logrando asi un cambio de enfoque en ciertas cuestiones con

la intencién de simplificarlas.

Un ejemplo de este procedimiento es la realizacién de un grupo como
el grupo fundamental de un espacio: si G = (S| W) es una presentacién
de grupo, una aplicaciéon directa del Teorema de Seifert-van Kampen
permite interpretar al conjunto de generadores S como un etiquetado

“Este trabajo forma parte de la tesis de grado de la primera autora
(1), bajo la asesoria del segundo autor (2), para obtener el grado de
licenciatura en matematicas por parte de la Universidad Auténoma de
Zacatecas. El examen de grado se presenté en julio de 2021.
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para los lados de un poligono regular y a las relaciones W como una
identificacién entre los lados del poligono, de manera que el espacio
cociente obtenido X es un CW-complejo con m1(X) = G. Para més
informacién al respecto véase [5, pp. 52].

Otro caso de realizacion es el de la homologia reducida en dimensién
n: dado un grupo abeliano G, es posible construir un CW complejo
M(G,n), conocido como espacio de Moore, tal que su grupo de ho-
mologia satisface el isomorfismo H,(M(G,n)) = G, y todos sus otros
grupos de homologia son triviales. Puesto que Hi(X) = 71(X)%, la
construcciéon de este espacio puede considerarse como una generalizacién
del ejemplo anterior ([5, pp. 143]).

En este trabajo consideraremos un caso particular del siguiente pro-
blema, propuesto por N. Steenrod ([6]): qué anillos polinomiales gra-
duados pueden ser el anillo de cohomologia H*(X; R) de un espacio
X con coeficientes en un anillo R? Es decir, dado un anillo polinomial
graduado S, con generadores en grados di, ds, . . ., qué condiciones debe-
mos exigirle a S para que exista un espacio X tal que H*(X; R) & S?7
El problema planteado es ya de una naturaleza muy distinta a los ejem-
plos mencionados arriba, pues ahora la estructura algebraica tiene tres
aspectos que deben ser tomados en cuenta para su realizacién: el anillo
de los coeficientes, el nimero de generadores y el grado de dichos gene-
radores.

Particularmente, en esta ocasién nos ocuparemos de realizar algunos
anillos polinomiales con coeficientes en Z,. Con este propdsito, seguire-
mos de cerca el contenido de la seccién 3G del libro [5], en la que
se emplea el homomorfismo transfer en cohomologia asociado a una
proyeccién cubriente especial, proveniente de la construccién de Borel
de un G-espacio.

En la segunda seccién seccién hablaremos del homomorfismo trans-
fer en cohomologia inducido por una proyeccion cubriente £ — B, asi
como de un resultado crucial (el teorema 2.1) que permite relacionar
las cohomologia de £ y B de una manera directa. Como es el caso de
mayor interés, hacia el final de esta seccién presentaremos una breve
introduccién a la construccion de Borel y su proyeccion cubriente aso-
ciada.
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En la tercera seccién presentaremos un método que nos posibili-
tard realizar ciertos anillos de cohomologia con coeficientes en Z, y una
cantidad finita de generadores, cuyos grados estén dados por multiplos
pares especificos de p. Concretamente, en la cuarta seccion del trabajo
veremos que el anillo Z,[aq, ..., ay], con |a;| = 24, puede ser realizado,
como lo indica el teorema 4.6.

2 El homomorfismo transfer

Sea m : E — B una proyecciéon cubriente de n hojas. Ademéds del
homomorfismo inducido 7, : Cix(E; R) — Cy(B; R) a nivel de complejos
de cadenas, existe otro homomorfismo 7' llamado transfer, que permite
relacionar las cohomologias de los espacios E' y B. El homomorfismo T
se define a través de las propiedades de levantamiento:

T:Cy(B;R) = Cx(E; R), a»—)Z&,

donde cada sumando es uno de los n levantamientos de ¢. El homomor-
fismo T' conmuta con los diferenciales [3, pp. 180], por lo que induce un
homomorfismo en cohomologia

T*: H*(E;R) - H*(B;R)

que también se conoce como transfer. A continuacién presentaremos
un teorema que liga de manera estrecha las cohomologias de £ y de B a
través del homomorfismo transfer en el caso particular de una proyeccion
cubriente con un ndmero finito de hojas. Para ello es preciso describir
las clases de cohomologia equivariantes bajo la accién de un grupo,
asi como la imagen de la composiciéon T o 7*, para el homomorfismo
inducido en cohomologia 7 : H*(B; R) — H*(E; R).

Dado un grupo finito GG, un G-espacio EF'y g € G tenemos homomor-
fismos g* : H*(E; R) — H*(FE; R), inducidos por la accién x — g-z de G
sobre E. Las clases o de H*(E; R) que satisfacen la igualdad ¢*(a) = «
para todo elemento g € G se conocen como clases equivariantes, y con-
forman un subgrupo de H*(E; R) denotado por H*(E; R)®.

Respecto a la imagen de T*on* notemos que (m,0T)(0) = w(d o) =
no, por lo que T* o m* estd dado por multiplicacién por n; de esta



16 Sofia Ibarra y Miguel Maldonado

manera, al tomar una cocadena ¢ y evaluar (7" o7*)(¢) en un simplejo
o obtenemos

(1" o 7)) (0) = (p 0 w0 T)(0) = pl(nr) = nip(o).
Por lo tanto, (T o 7*)(¢) = ne.

Consideremos ahora la accion de G sobre E. Si dicha accién es li-
bre, es posible definir un espacio B = E//G, y una proyeccién cubriente
7w : E — Bj; observemos que 7 tiene |G| hojas. La siguiente proposicién
muestra que bajo estas circunstancias es posible relacionar las coho-
mologias de los espacios base y total.

Teorema 2.1. Sea 7 proyeccion cubriente como mencionamos anterior-
mente. Si tenemos coeficientes en un campo F' cuya caracteristica es 0
o un primo que no divide a |G| = n, el homomorfismo en cohomologia

7 H(B;F) — H*(E; F)

es inyectivo, con imagen dada por el subgrupo H*(E;F)¢ de clases G-
equivariantes.

La prueba de este resultado se obtiene de manera directa aplicando
las observaciones anteriores; véase [5, Prop. 3G.1].

De las condiciones del resultado anterior se desprende un isomor-
fismo
im(n*) = H*(E; F)©,

que sera util al momento de realizar ciertos anillos polinomiales con
coeficientes Zj, en los cuales los generadores tienen grados pares parti-
culares y p es un ntmero primo.

El resultado anterior es especifico para proyecciones cubrientes deter-
minadas por una accién libre. Cuando se tiene un G-espacio y queremos
tener un isomorfismo como el del teorema 2.1, pero la accién no es libre,
se recurre a la construccién de Borel asociada a G, que presentamos a
continuacién.

Si tenemos un grupo topolégico G podemos construir un G-espacio
contractil EG, conocido como espacio de Milnor, con una accién libre
de G adjunta. Asociado a G y a EG tenemos el espacio clasificante
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BG = EG/G; véase [7, Cap.14]. La construccién de estos espacios tiene
propiedades funtoriales; en particular, todo homomorfismo ¢ : G — H
induce funciones continuas de la forma:

Eyp: EG — EH, By : BG — BH.

El grupo Aut(G) de automorfismos de G actia en BG mediante
homeomorfismos a través de la asignacion ¢ — Byp. Finalmente, obser-
vemos que si Aut(G) actia libremente sobre G, entonces la accién de
Aut(G) sobre BG también es libre, pues si el tnico elemento de Aut(G)
que deja fijo a los elementos de G entonces también es el tinico elemento
que deja fijos los elementos de BG.

Dado un G-espacio X consideremos el cociente
EX = (EG x X)/G,

donde G acttia sobre EG x X mediante la funcién g-(e, ) = (e-g~1, g-x).
Observemos que aunque la accién de G en X no sea libre, la accién
en FG x X si lo es. Al objeto resultante Eé se le conoce como la
construccion de Borel, o el cociente homotépico de X por la accién
de G.

En lo que sigue, haremos uso de la construccién de Borel para reem-
plazar un G-espacio X en caso de que la G-accién no sea libre. Al tener
una accion libre de G sobre FG x X, podemos definir una proyeccion
cubriente de la forma

¢: X ~EGxX — EZ, qle,z) =[e,z].

Utilizaremos el homomorfismo en cohomologia inducido por esta proyec-
ciéon mas adelante para describir ciertos subanillos polinomiales de es-
pecial interés.

3 El problema de Steenrod

Como se menciond previamente, la realizaciéon de un anillo polinomial
Rlai,...,ay], para un anillo conmutativo R, consiste en construir un
espacio topolégico X tal que se tenga un isomorfismo de anillos

(1) H*(X;R) = Rlaq,...,ap].
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Bajo este isomorfismo las variables ag,...,a, son consideradas como
clases de cohomologia que pertenecen a ciertos grupos H%(X;R), lo
cual se expresa diciendo que «; tiene grado d;.

Una de las primeras observaciones respecto al isomorfismo (1) es que
los generadores «; se multiplican mediante el producto cup, lo que aca-
rrea consecuencias importantes para el anillo H*(X; R). Por ejemplo,
si en R se tiene que 1 # —1, para o € H4(X; R) la igualdad

o = (—1)d2oz2 € H*Y(X;R)

arroja (—1)d2 = 1, lo cual es cierto unicamente si d es par. Otra con-
secuencia del isomorfismo es la importancia que juega la estructura del
algebra de Steenrod de X en la generalizacién del problema; véase [1].
En particular, si el anillo polinomial Z,[a] puede ser realizado entonces
la dimensién del generador es una potencia de 2 o un multiplo de un
divisor par de 2(p—1), dependiendo si p es o no par; véase [5, Thm4L.9]
para las condiciones exactas. Estos dos ejemplos muestran que el pro-
blema de realizacién tiene varias aristas a considerar.

Por calculos elementales de cohomologia se conocen espacios que rea-
lizan anillos polinomiales. Por ejemplo, los espacios proyectivos RP",
CP" y HP" realizan ciertos anillos polinomiales truncados R[a]/a™ !,
para generadores de grado 1,2 y 4, respectivamente. De igual forma, los
correspondientes anillos no truncados son realizados por las versiones de
dimensién infinita RP*°, CP* y HP*. Finalmente, usando la férmula
de Kiinneth, el producto de tales espacios realiza anillos con un nimero
mayor de generadores y sus correspondientes grados, para més infor-
macién véase el ejemplo 3.12 en [5].

Para el caso de coeficientes racionales la construccién de James
J(S%), para esferas de dimensién par, realiza el anillo polinomial Q[z].
En la préxima seccién consideraremos el problema de realizacién para
algunos anillos de polinomios en un niimero finito de generadores, y con
coeficientes Z,. La manera en que se resuelve el problema estd ilustrada
en el siguiente ejemplo, en el que se parte de un espacio X con coho-
mologia polinomial H*(X; R), y a partir de él se construye otro espacio
adicional para realizar un subanillo polinomial de H*(X; R) a través del
homomorfismo transfer y el teorema 2.1.



Realizacion de anillos polinomiales 19

Tomemos el producto Y = (CP*)", p un primo mayor a n y consi-
deremos el anillo de cohomologia H*(Y'; Zy,) = Zy|a, . . ., o), donde los
generadores tienen grado 2. El grupo simétrico ¥,, actia libremente en
el espacio EY,, X Y ~ Y por lo que se tiene una proyeccién cubriente
de la forma E¥, X Y — Egn El teorema 2.1 nos arroja el isomorfismo

H(BY, 1 2,) = H*(Y:2,)™".

Observemos que el lado derecho corresponde a polinomios en n va-

riables aq, ..., a,, invariantes bajo la acciéon de permutacién de X,; es
decir, son polinomios simétricos, los cuales son generados por polinomios
simétricos elementales e}’ := e;(a1,. .., ay) dados por
n n n
€] = E Qj, €9 = E a;, €3 = E OOl
i i<y i<j<k
n __ n __
€4 = E OéiOéjOékOél, €y = Qg -t Ol
i<j<k<l

De esta manera obtenemos el isomorfismo

H*(Y;Z,)" 2 Zylel, ey, ... el

N

donde cada generador e tiene grado 2i, obteniendo con esto la rea-
lizacién de un anillo polinomial con generadores de grados pares 2i, con
1 <1< n.

A continuacién realizaremos un conjunto méas amplio de anillos, en
los que la construccion de Borel juega un papel importante.

4 La construccion de Borel y el caso Z,

Como se mencioné previamente ciertos anillos polinomiales pueden ser
realizados a través de espacios proyectivos, finitos o no, asi como la cons-
truccién de James. En esta seccién trataremos el caso de la realizacién
de anillos polinomiales Zy[z1, ..., zy].

Para un primo p mayor a 2 consideremos el espacio clasificante BZ,,
y el grupo I' = Aut(Z,) de automorfismos Z, — Z,. Sabemos que el
cociente

m: ET x BZ, — B



20 Sofia Ibarra y Miguel Maldonado

define una proyeccién cubriente de p — 1 = |I'| hojas, asi que el teorema
2.1 nos indica que existe un isomorfismo

(2)  H*(EE™;7,) > H*(ET x BZy;Z,)" = H*(BZy; Z,)".

El calculo del anillo de cohomologia del clasificante BZ, con coefi-
cientes Zj, es un resultado clasico dentro de la topologia. Dicho anillo se
obtiene al considerar al espacio lente infinito L;° como un modelo para
el clasificante; véase [8, p.92].

Lema 4.1. El anillo de cohomologia H*(BZy;Zy) estd dado como el
producto tensorial de un dlgebra exterior con un anillo polinomial de la
forma Az, [a] ® Z,[3], donde los generadores a, B tienen grado 1 y 2,
respectivamente.

Para determinar el lado derecho del isomorfismo (2) analizaremos
la accion de I' en los generadores v y B. En primer lugar recorde-
mos que los automorfismos de Z, estdn dados por multiplicacién por
un entero primo relativo con p. Por otro lado, el resultado anterior in-
dica que H'(BZy;Z,), H*(BZ,;Z,) son isomorfos a Z, generados por
a y f, respectivamente. Por otro lado, si y(z) = ma es un generador
de T', entonces actia por multiplicacién por m en m (K (Zp, 1)), para
K(Zp,1) = BZ, x ET'; de aqui que 7 también actie por multiplicacién
por m en Hy(K(Zp,1)). Finalmente, al considerar

Hl(K(Zml);Zp) = Hom(Hy(K(Zp, 1)), Zyp),
H2<K(Zp71)§Zp) = Bat(H\(K(Zp, 1)), Zp)

obtenemos v actia por multiplicacién por m en los generadores «, 3.
De esta manera concluimos que

y(a*) =mbak, Ay (BF) =mFek, y(apf) = mMHash.

Como « es generador de un algebra exterior (o) = m*Fa® = 0 para

k > 2. Por otro lado, puesto que I' tiene orden p — 1, la igualdad
v(afF) = mF*tlapk = ap”, implica que m**! = 1, lo que forzosamente
implica que k + 1 = i(p — 1), para algin entero i. De modo similar,
v(B*) = m*pF = p* implica que m* = 1; es decir, k = i(p — 1), para
algiin entero ¢. Asi, los Unicos elementos fijados por la acciéon I' son de
la forma

AGIPTD - \qpi DTl N e 7,
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Por lo tanto H *(Ell? Zr ; Zyp) es isomorfo al producto
Az, [aBP™?) @ Z, 7],

donde los grados de los generadores estdn dados por |aBP 2| =2p -3y
6P~ = 2p —2.

Es posible generalizar el cdlculo anterior considerando a cualquier
subgrupo I' < Aut(Z,) tal que |I'| = d, con d un divisor de p — 1. Aqui
un generador v de I' es tal que vy(x) = zmP~/d v 1a accién de v en
los generadores de los calculos anteriores estd dado por:

Y(BF) = mF DGR y(a) = mHDE-D g g,

De aqui se sigue que las clases equivariantes son a%~1, 5 y se obtiene
el siguiente resultado

Lema 4.2. El anillo de cohomologia H*(Epr;Zp) estd dado por

Az, [aB1 @ Z,[8Y),
donde los generadores tiene grados Bt = 2d — 1, |3 = 2d.

Observemos que si en el resultado anterior hacemos d = p — 1 se
recuperan los célculos previos para el caso I' = Aut(Z,).

En el mismo espiritu de los ejemplos precedentes, en lo que sigue pre-
sentaremos algunos resultados que muestran la solucién al problema de
realizacién de anillos polinomiales para el caso de anillos con coeficientes
en Zj, y para generadores de ciertas grados pares. Concretamente, hare-
mos una modificaciéon al método usado arriba para eliminar el término
del élgebra exterior en el isomorfismo (4.2).

Para p primo tomemos a Zpe como el limite directo ligZpi, donde
Zpi C Zpita. A partir de estas inclusiones los espacios clasificantes
BZ,:, considerados como subcomplejos celulares, forman un conjunto
de inclusiones de la forma BZ,: C BZ,:+1, lo que permite definir

BZpoo = UiBZpi.

Lema 4.3. El anillo de cohomologia H*(BZp~;Zy) es isomorfo al anillo
polinomial Zy[f], con |B| = 2.
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Demostracién. Como BZ,; y BZye son CW-complejos, con BZpe~ dado
como la unién U; BZ,:, consideremos el isomorfismo

Z,),

P

H"(BZyo; L) = lim H"(BZ

donde el lado derecho es el limite inverso de la coleccion de grupos
{H"(B%Zy;; Zyp)}j>1. Afirmamos que

e Sin =2k +1, entonces lim H"(BZy;, Zy) = 0.

DI 5

e Sin =2k, con n > 0, entonces @ "(BZLys s Lp) = L.

Para demostrar esta afirmacion es necesario considerar la cohomologia
HY(BZ,:;Zyp). Por un lado, sabemos que BZ,: es un espacio K(Z,, 1),

y por otro lado el espacio lente L;?, con grupo fundamental ﬂl(L;?) ~
Z,i, es también un espacio K(Zyi,1) ([5]), de donde BZ,; ~ L. Del
Teorema de Coeficientes Universales en Cohomologia ([5, pp.195]) y de

la cohomologia de L, ([8, pp.92]), obtenemos que
Ly, g=20

HY(BZyi: Zy) 2 HUL Zy) = { Ly

pis 1 <q=2k

0, en otro caso.
De esta manera deducimos que
H* Y (BZye; Zy) = lim H** T (BZy3 Z,) = 0,

en vista de que H 2k+1(BZpi;Zp) = 0. Por otro lado, consideremos
al espacio clasificante BZ,,-1 como subcomplejo propio de BZp. En
tal caso, el homomorfismo inducido por la inclusién en cohomologia
par H?*(BZyq; Z,) — H?*(BZy-1;Z,) es un isomorfismo por lo que se
obtiene la igualdad

H*(BZyso; Zp) = i H*(BZyi: 7)) = lim Zyy =
Ademds, por la proposicién 3F.5 en [5] se tiene que
H(BZy; Zp) = @H%(szi;zp) = H?*(BZy; Zp)

Finalmente por el lema (4.1) los grupos H?*(BZy;Z,) conforman un
anillo polinomial Z, 3], don 3 de grado 2. De aqui existe un isomorfismo
H*(BZy~; Zy) = Zyp[B], con B un generador de grado 2. O
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En el siguiente resultado mostraremos la relacion entre los grupos de
automorfismos de Zp y el de Z;,. Al ser Z, el limite directo hgl Lyi se
tiene que Zp~ = P Z,i/H, donde H es el subgrupo de P Z,; generado
por los elementos de la forma

(91792 — 391,93 — g2, ")7

para g; € Z,:. Observemos que la inclusion Z;, C Zp= induce el homo-
morfismo
T Aut(Zpeo ) — Aut(Zy)

dado por restriccién.
Lema 4.4. El homomorfismo r es un epimorfismo que se escinde.

Demostracién. Recordemos que los automorfismos de Z,:, para i > 1,
estan dados por multiplicaciéon por un entero primo relativo con p; de
aqui, la inclusién Z,: C Zyi+1 induce el epimorfismo,
Aut(Zpi+1) — Aut(Zpi), Vi Z 1

obtenido por restriccién. Por la definicién de Aut(Zp~) = Jim Aut(Zyi)
se obtiene que r es epimorfismo. Por otro lado, sabemos que Aut(Z,:) =
U(p?), el grupo de unidades, tiene orden p*~!(p—1) = p' — p*~! y, como
p — 1 es primo relativo con p~!, se sigue que existe H subgrupo de
Aut(Zyi) de orden p — 1, para toda i > 1 ([4, Teo.9.3.1]). Finalmente,
al ser Aut(Zj) ciclico de orden p — 1 consideramos el homomorfismo

S; - Aut(Zp) i H C Aut(Zpi)

para observar que Aut(Z,:) — Aut(Z,) es epimorfismo y se escinde.
Con los homomorfismos s; se construye la esciciéon para r. 0

Con las observaciones que ya tenemos podemos dar respuesta al
problema de realizacién de un anillo polinomial en una variable de cierto
grado par.

Teorema 4.5. Para p primo mayor que 2, el anillo polinomial Zyly],
con generador de grado 2p — 2, puede ser realizado como anillo de co-
homologia.
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Demostracion. Recordemos que Aut(Zp~) actia en BZpe. Del re-
sultado anterior se obtiene que I' = Aut(Z,) actia sobre BZpj~. No
obstante, no sabemos si I' actia de manera libre sobre BZ,~, asi que
tomaremos BZy~ x EI' en lugar de BZp~. Asi, por el Teorema 2.1 se
tiene un isomorfismo

H*(E.""Z,) & H*(ET X Blye; Zy)" = H*(BZye: L)

Por un lado, del Lema 4.3 se desprende que

0, si I1=2k+1
HY(BZy~;7,) =
L, si 1 =2k.

Ademss, de dicho resultado también tenemos que H2¥(BZywx;7Z,) =
Z, = H**(BZ,;Z,). Por otro lado, de los cdlculos al inicio de la seccién
y del Lema 4.3, sabemos que H?*(BZ,; Z,)' = Z,[y], con |y| = 2p — 2.
Concluimos entonces que

) ~BZ N
H (EF ! §Zp):Zp[y]a

donde |y| = 2p — 2. O
Notemos que en la prueba anterior se obtuvo un generador de di-
mension 2p —2 = 2(p— 1) = 2|Aut(Z,)|. Asi, al considerar un subgrupo

I' de Aut(Zy), con |I'| = d, el anillo que se realiza es Z,[y|, cuyo gene-
rador y tiene grado 2d.

Con el auxilio del resultado anterior, asi como la observacién de
arriba, es posible realizar anillos con un mayor nimero de generadores
y grados distintas a p — 1, como mostramos a continuacion.

Teorema 4.6. Consideremos un primo p mayor a 2, d un divisor de
p—1, y un natural n tal que n < p. Entonces el anillo polinomial

Zp[y17y27”'7yn]7 |y7,| = 2id
puede ser realizado como anillo de cohomologia.

Demostracion. Tomemos X = (BZp~)". Por la férmula de Kun-
neth para cohomologia tenemos que H*(X;Z,) = Zp[f1, 52, .., bnl,
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con |fB;] = 2 para todo grado i. Enseguida exhibiremos que el grupo
I'=(Zy)" ® X, actia sobre X.

Recordemos que el grupo de automorfismos Aut(Z,:) tiene orden
p(p—1),coni > 1,y como p~ ! p— 1 son primos relativos, para
cualquier divisor d de p—1 el grupo AUt(Zpi) tiene un subgrupo de orden
d ([4, Teo.9.3.1]), digamos Z4. Ademds, usando el Lema 4.4 podemos
considerar a Z4 como subgrupo de Aut(Zy~), por lo que Z4 actia en
BZy~. Finalmente, tomemos el grupo simétrico Y, actuando en X
mediante permutaciones para obtener una accién de I' en X.

Como hemos hecho antes, reemplazaremos a X por el producto
cartesiano X x ET', ya que la acciéon de I' sobre X x ET si es libre.
De esta manera, por el teorema 2.1

H*(EX;Z,) = H*(X x ET;Z,)"
= H*(X§Zp)r
= Zp[ﬁlaﬁ?a"wﬁn]r'
Debemos analizar entonces las clases de Z,[B1, 52, - -+ , Bn] que son

invariantes bajo I.

Por los célculos anteriores sabemos que un polinomio que pertenezca
a Zp(P, . .., P serd invariante bajo la accién de Zg si es un polinomio en
las potencias Bid. Por otro lado, un polinomio en las variables y1, ..., yn
sera invariante bajo la accién de X, si es un polinomio simétrico; en
particular, se podra expresar en términos de polinomios simétricos ele-
mentales €]’ (y1, Y2, ..., Yn). Concluimos que

Zp[ﬁlaﬁ% e 7ﬁn]r = Zp[y2d7y4d7 te ay2nd]

donde y9; estd dado por e?(ﬂf, 53, -+, B%) y tiene grado 2id. O

5 Conclusiones

El anillo de cohomologia de un espacio es un invariante de gran rele-
vancia dentro de la topologia algebraica pues permite distiguir espacios
topoldgicos, atn en el caso en el que estos tengan grupos de homo-
mologia y cohomologia isomorfos.
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La realizaciéon de un anillo como el anillo de cohomologia de cierto
espacio permite dar una interpretacion geométrica a las propiedades de
dicho anillo. En particular, las clases de cohomologia que surgen en
este contexto, sus productos y sus grados, pueden caracterizar a los
elementos del anillo en cuestion.

El método de realizacién de anillos polinomiales explicado en el pre-
sente trabajo, tomado del libro [5], tiene ciertas limitaciones al estar
basado en la teoria de espacios cubrientes y espacios clasificantes. Dis-
tintos métodos han sido usados para resolver el problema de realizacién
de Steenrod: teoria de grupos de Lie, cohomologia de grupos, grupos
topolégicos, etc. El trabajo [2] proporciona el estado del arte del pro-
blema y describe con detalle otras técnicas empleadas en su solucion.
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