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Resumen

El indice cromdtico circular x.(G) es un pardmetro asociado a
las aristas de una gréafica G. Este puede verse como un refina-
miento del indice cromético x'(G). En este trabajo, se hace una
revision de ciertas familias infinitas de graficas para las cuales
X es conocido. Se tratan ampliamente los snarks, asi como sus
indices cromaticos circulares. Se construye una extension de las
familias de los snarks de Blanusa tipo 1, introduciendo el con-
cepto de pegado de bloques bésicos de construccién por medio de
trayectorias. Se da una cota para los indices crométicos circulares
asociados a los snarks extendidos.
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1 Introduccion

Una gréfica es una pareja G = (V, E) donde V' es un conjunto finito de
vértices y E un subconjunto de V x V| a los elementos de E se les llama
aristas. Los vértices seran representados por puntos y las aristas por
lineas que unen pares de vértices. En este trabajo se consideran graficas
finitas simples.

“Este articulo desarrolla algunas ideas centrales de la tesis de maestria del au-
tor (2) dirigida por la autora (1), en el Posgrado de Optimizacién de la Universidad
Auténoma Metropolitana, Azcapotzalco. La tesis se presenté el 25 de febrero de
2016.
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Sea G = (V, E) una gréfica. Una coloracién propia de las aristas
de G, es una funcién ¢ : E — S, donde S es un conjunto de k colores
{0,1,2,...,k—1}, tal que c(e1) # c(e2) si e y ez son aristas adyacentes.
Se dice que G es k-coloreable, si existe una coloracién propia de las
aristas de G con k colores. Al entero m&s pequeno k, para el cual G
es k-coloreable, se le denomina indice cromatico de G y se denota por
X' (G).

En el ano de 1988, Vince [21] introdujo un nuevo pardmetro para la
coloracién de los vértices de una grafica, bajo el nombre de star colo-
ring. Este puede verse como una generalizacion de la coloracién propia
y se le denomina actualmente coloracion circular. Una aplicacién de
este concepto es la asignacion de tiempos a los semaforos de un cruce
de vehiculos, ver [19]. El indice cromatico circular es una generalizacion
natural del indice croméatico de una grafica. Su definiciéon es una ex-
tensién de la definicién de la coloracién circular por vértices, ver [15, 24].

En la seccion 2 se definen los conceptos fundamentales que se usan en
este trabajo, como el indice cromdtico circular x.(G) de una grafica G,
algunas propiedades del mismo y cotas que facilitan el célculo de x.(G)
para una grafica o familia de graficas. En la seccién 3, se presenta un
resumen de las familias de graficas para las cuales se conoce su coloracién
circular por aristas, dedicando una buena parte de la seccién al estudio
de las coloraciones de snarks. En la seccion 4 se construye una extensién
de los snarks de la familia de Blanusa tipo 1, introduciendo el concepto
de pegado de graficas por medio de trayectorias de longitud s. Se da
una cota para x.(G), si G es un elemento de la familia de los snarks de
Blanusa tipo 1 extendidos. Ademads, se plantean los snarks de Goldberg
como pegados de gréificas Cs mediante trayectorias de tamafio 2. Por
ultimo, en la seccién 5, se plantea el calculo de una (I, d)-coloracién cir-
cular mediante un conjunto de desigualdades que conforman el poliedro
de un problema de programacion lineal entera.

2 Indice cromatico circular

Se presentan dos definiciones equivalentes del indice cromaético circular
de una grafica, asi como algunas propiedades fundamentales de este
parametro.

Definiciéon 2.1. Sean k, d enteros positivos, tal que k£ > 2d. Una
(k, d)-coloracion de las aristas de una grafica G = (V, E) es una funcién
¢c: E — S, donde S es el conjunto {0,...,k — 1} de colores, tal que
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d <| c(e1) —c(ea) |[< k —d, si ey y ey son aristas incidentes. El indice
cromético circular x.L(G), es el infimo de los s tal que G tiene una

(k, d)-coloracién de sus aristas.

En la segunda definicién de indice cromético circular x.(G), a las
aristas se les asigna intervalos unitarios en lugar de colores. Una de-
mostracién de la equivalencia de las definiciones 1 y 2, la cual se da a
continuacién, se encuentra en [24].

Definicién 2.2. Sea G = (V, E) una gréafica, r > 2 un ntmero real
y sea C" un circulo de perimetro r. Una r-coloracién circular de las
aristas de GG es una asignacion ¢ de arcos abiertos unitarios de C” a las
aristas de GG tal que para cualesquiera dos aristas adyacentes ey y es, los
arcos asociados c(e1) y c(e2) son disjuntos. Se dice que la grafica G es r-
coloreable, si existe una r-coloracion circular de G. El indice cromatico
circular x.(G), es el infimo de los r tal que G tiene una r-coloracién
circular de sus aristas.

Si se corta la circunferencia de C” en cualquier punto se obtendra
un intervalo de longitud r isomorfo a [0,7). Se asocia 0 con el punto
de corte y se considera a la circunferencia orientada de acuerdo con
el sentido de las manecillas del reloj. Si las aristas de una grafica G
tienen una r-coloracin circular, se define una funcién biyectiva ¢, : E —
[0,7). Para cada intervalo ¢,(e) en C", se asigna c.(e) a su punto inicial.
Entonces para todas las aristas e, es incidentes en GG se cumple que
1<| d)ler) — chea) [< 7 — 1.

En la figura 1, se presentan de izquierda a derecha, un ciclo Cj
con una etiquetacién de sus aristas, usando las etiquetas se exhibe una
2.5-coloracién en C%® y una coloracién de las aristas de Cs vista en el
intervalo [0, 2.5).

Se puede demostrar que el valor del infimo en las dos definiciones
es alcanzable, que x.(G) es un numero racional y que x.(G) es un re-
finamiento de x'(G), asi x/'(G) puede verse como una aproximacién de
X.(G), ver [15, 16], asi el concepto r-coloreable generaliza el concepto
de k-coloreable en una coloracién propia de las aristas de una grafica
G. Es importante mencionar algunas propiedades y cotas de x.(G). Si
H es una subgrafica de G, se tiene que x.(H) < x.(G). Una cota para
el indice cromatico circular de G se obtiene al observar que k puede
restringirse al ntimero de aristas en G y d al tamano del apareamiento

méximo o' en G. Asi, se cumple que ‘f,((gy < XL(G), para una de-

mostracién, ver [10].
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Figura 1: Cs, una 2.5-coloracién circular de Cs vista en la circulo C?-® y una

[0,2.5)-coloracién circular de Cj en el intervalo [0, 3).

Dado que x.(G) es un refinamiento de x’(G) se tiene la desigualdad
X.(G) < X/(G). Para el nimero cromético circular, Zhu [24] demostré
que xX(G) — 1 < x¢(G), de manera andloga se obtiene una cota inferior
para x.(G), es decir, X'(G) — 1 < xL(G).

Sea A(G) el grado méximo de los vértices de una gréafica G. Usando
el teorema de Vizing para la coloracion de las aristas de G, se sabe que
A(G) < X(G) < A(G) + 1, dando lugar a la clasificacién usual en dos
clases: una grafica G es de clase 1 si A(G) = X/(G) y es de clase 2
si X'(G) = A(G) + 1. Trasladando los conceptos al indice cromdtico
circular de G, se cumple que si G es de clase 1 entonces x.(G) = A(G)
y si G es de clase 2, A(G) < XL(G) < A(G) + 1. Asi, si G es de clase 2,
o bien x.(G) = A(G) +1 6 xL(G) < X(G).

Respecto a las complejidades computacionales relacionadas con x.(G),
se sabe que es NP-duro encontrar el x.. de una grafica simple. Ademds,
el problema de decidir si x.(G) = x/(G) para una grafica G es NP-duro
[16].

3 Familias de graficas para las cuales se conoce
su indice cromatico circular

Se presentan los indices cromaticos circulares de algunas de las fami-
lias de gréficas para las cuales x. es conocido. En particular resultan
interesantes las familias de graficas para las cuales xL(G) < x/(G).
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3.1 x.L(G) de algunas familias de graficas

Se dice que una grafica G es de clase 2a, si X.(G) < X'(G) y que G es
de clase 2b si XL(G) = xX'(G) = A(G) + 1. Se presenta dos tablas de
familias de gréficas con su indice cromadtico circular x.(G). La Tabla 1,
se refiere a graficas de clase 2b y la Tabla 2, a graficas de clase 2a, ver
[15].

Ciclo (s
Ciclos Cy

Gréficas G de clase 2b | XL(G)
3
2
Graficas completas K, n

Tabla 1: Indice cromético circular de familias de graficas de clase 2b.

Se definen dos familias de graficas para las cuales su indice cromatico
circular es conocido, ver [16]. En la siguiente subseccién se trataran con
detenimiento varias familias de graficas cubicas, no planas, llamadas
snarks.

Definicién 3.1.1. Las ruedas multieje W), , se obtienen del ciclo C),_1,
con vértices vy, ..., vp—2, se agregan q vértices uo, ..., uq—1 y las aristas
entre v; y u;j para todot=0,...,p—2,7=0,...,¢— 1.

(a) W471 = W4. (b) W4}2. (C) W6 4.

)

Figura 2: Ruedas multieje.

Definicién 3.1.2. La grafica N, = (V}, E},) es llamada collar y se ob-
tiene uniendo p elementos conocidos como diamantes, ver la figura 3(a).
El conjunto de vértices es V), = {aj, bs,¢i,d; = @ = 1,...,py U{v}, y
el Conjunto de aristas es Ep = {aibi,aici,bici,bidi,cidi,diai_,_l =
1,...,p} U{va1}, donde apt1 = v. Se denotan los diamantes de N,
como D; para i =1,...,p. Ver la figura 3(b).
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(a) Di, (b) Np.

Figura 3: Diamante y collar.

Griéficas G de clase 2a Xe(G)
Ciclos Cop1 2+ %, k>1
Ruedas Multieje Wpy1,-1 | p+1+ p%l
Collares N, 341
Grafica de Petersen 3+ g
Snark J3 1
Snark J5 %
Snark J2k+1 1?)*0, k> 2

Tabla 2: Indice cromético circular de familias de graficas de clase 2a.

Es importante observar que calcular el indice cromético circular de
una grafica G es equivalente a calcular el ntimero cromatico circular
de la gréafica de lineas de G. Por otro lado, aplicando el teorema de
Vizing, se sabe que si G es una grafica cibica, 3 < x/(G) < 4. Zhu
[24] planteé la pregunta: jexiste una grafica cibica, sin puentes cuya
grafica de lineas tenga nimero cromético circular igual a 4?7. Ahora se
sabe que la respuesta es negativa, pues en [1] se demuestra que para una
grafica cibica sin un puente G, se cumple que Y/ (G) < % En el otro
extremo del intervalo (3,4], se han encontrado familias de gréficas con
indice cromético circular muy cercano a 3.

3.2 Snarks

En esta seccién se déd una definicién de snark, la cual aparece en el
articulo de Martin Gardner [4], quien acufi6 el término snark para este
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tipo de graficas, haciendo alusion a la caza de estas estructuras més bien
escasas en el universo de las gréficas.

Definicion 3.2.1. Un snark es una grafica cubica, sin puentes, que no
tiene una 3-coloracién de sus aristas. [4].

Los snarks adquirieron relevancia por su relacién con el teorema de
los cuatro colores. Se dice que una grafica cubica tiene una coloracion
de Tuit si existe una 3-coloracién propia de sus aristas. Tait afirmé
que una grafica plana, ctibica y 3-conexa es Tait coloreable si y sélo
sus caras son 4-coloreables. En forma dual, se puede afirmar que toda
grafica plana es 4-coloreable por vértices si y sélo si es Tait coloreable.
Asi, la presencia de una gréafica plana, cibica, conexa, sin puentes y sin
una coloracién de Tait, seria un contraejemplo al teorema de los cuatro
colores, ver [4].

Existen graficas ctbicas no planas, cuyo indice cromético es 4. En
1891, la grafica de Petersen fue la primera grafica conocida sin una
coloracién de Tait, asi se convirtié en el snark con el menor ntimero de
vértices. Cerca de 50 aflios mas tarde aparecieron BlanuSa en 1946, con
18 vértices y Descartes en 1948, con 210 vértices. El cuarto snark en
conocerse fue Szekeres en 1973, con 50 vértices. En 1975, Isaacs [11],
agrupo a las graficas de Blanusa, Descartes y Szekeres en una famillia
que llam6é BDS. En este articulo también aparece un snark con 30
vértices que no pertenece a la familia BDS y que se le conoce como la
estrella doble.

Hay dos aspectos que se deben mencionar antes de continuar con la
exposicién sobre snarks. El primero es acerca de las definiciones dadas
por otros autores y el segundo se refiere a las coloraciones de snarks,
desde el punto de vista del refinamiento de las coloraciones propias por
aristas, que son las coloraciones cromaticas circulares.

En [3] se define un snark como una grafica cibica con nimero
cromético 4. En [12] se dice que un snark es una grafica ctbica no trivial
cuyas aristas no pueden ser coloreadas propiamente con 3 colores. En
[13] se encuentra la siguiente definicién: un snark es una gréfica cibica,
ciclicamente 4-arista conexa, sin puentes, con cuello al menos 5 y tal
que X' (G) = 4.

En la tercera definicién del parrafo anterior, se menciona que un
snark debe ser una gréafica cibica, cuyo cuello sea al menos 5. Se sabe
que toda grafica ctibica G siempre contiene un ciclo. Si G tiene cuello
3, entonces G contienen un tridngulo, dendtese éste por T. En una
coloracion normal por aristas, un triangulo puede sustituirse por un
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vértice y visceversa, sin alterar la coloracién. Sea T formado por los
vértices a, b y c. La grafica G puede transformarse en una grafica G’
si se sustituye a T por un vértice V' adyacente a los vértices A, By C,
que son vecinos de los vértices a, b y ¢, como se muestra en la Figura 4.
Cuando se considera para G una coloracién de sus aristas, se puede ver
que la coloracién de G se hereda a G’ y visceversa en forma directa. En
la figura 4, se consideran las aristas de G con tres colores asignados: «,
By 7, los cuales se preservan en la gréfica G.

Figura 4: Sustitucién de un tridngulo por un vértice y visceversa, conservando
una coloraciéon normal de aristas.

En la definicién en [12], se dice que un snark no debe ser trivial,
entendiendo como trivial a un snark que se puede obtener de otro por
operaciones simples. Con la condicion de 4-conexidad ciclica por aristas,
se desea evitar que un 3-corte divida a la grafica en dos componentes, de
manera que se tome una de ellas obteniéndose un snark mas pequeo. En
este trabajo se seguird a Nadela y Skoviera [3], quienes sugieren dejar
la definicién de snark lo més abierta posible, asi un snark es una grafica
cubica que no tiene una 3-coloracién de sus aristas.

Dado que el indice cromético x’. de un snark G es 4, se tiene que
| X.(G) |< 4. En [1], se demostré que si G es una grafica cibica sin
puentes | x4(G) |< L, razén por la cual resulta de gran interés estudiar
el indice cromatico circular de familias de snarks. La cuestion de tri-
vialidad de la coloracién cromaética circular de snarks, cambia respecto
a una coloracién normal de aristas. Si G es un snark que contiene un
tridngulo, con x.(G) = 2, para G’ obtenida sustituyendo el tridngulo
por un vértice, no necesariamente se preserva la coloracién cromatica
circular. En sentido opuesto, si G’ tiene una (k, d)-coloracién cromdtica
circular, esta se hereda a la gréfica G, asi en el intercambio de G con G’
hay un lado que no es directo. Esta situacion se muestra mas adelante,
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en el ejemplo 3.1.

(a) Petersen, (b) Blanusa.

Figura 5: Gréficas con una (11, 3)-coloracién de aristas.

Para algunos snarks se conoce su indice cromdtico circular x/, o bien
una cota para el mismo. Para la grifica de Petersen se sabe que x. es
igual a 13—1 [10]. En la figura 5 inciso a) se muestra la gréfica de Pe-
tersen con 9 vértices en un circuito y el vértice restante en el interior
del circuito, en esa figura puede apreciarse una %—coloracién circular
de sus aristas. La gréafica de Blanusa se forma combinando dos graficas
de Petersen mediante la operacién producto punto [11], que consiste en
remover cualesquiera dos aristas no incidentes de la primera gréafica de
Petersen y dos vértices adyacentes de la segunda y unir cada vértice de
grado 2 de la primera con un vértice de grado 2 de la segunda mediante
una arista. En la figura 5, inciso b) se exhibe la gréfica de Blanusa. Se
muestra una %—coloracién circular de sus aristas, que se obtuvo mante-
niendo la coloracion circular de las aristas de la grafica de Petersen de
la figura 5 a), aunque es posible refinar la coloracién dado que el indice
cromdtico circular de Blanuga es 12, [14].

Se conocen familias infinitas de snarks para las cuales se ha calculado
su indice cromatico circular. Una de ellas, que ya aparece en el articulo
de R. Isaacs [11], es la conocida como la familia de flores {Ji}, que se

define en seguida.

Definicién 3.2.2. Una familia infinita de graficas {Ji}, con k > 3,
k impar, es conocida como la familia de flores. Jy se define por un

conjunto de 4k vértices V (Ji) = {v1, ..., vx}U{ud, ud, ud ... ul, w2 ul},
que forman dos ciclos (u2, ... ,u%,u‘i’, ... ,u,?;), (ui, ... ,u,lc) y donde cada

vértice v; es adyacente a u}, u? y uf para i € {1,2,...,k}. Ver Figura 6.

Los indices cromédticos circulares de la familia de flores son: x.(J3) =
2o Xe(J5) =y xL(Jk) = % para k impar y k > 7, ver [6].
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(a) Js. (b) Js.

Figura 6: Familias de flores

Dado que los bloques de construccién de los snarks que se han
mencionado involucran graficas de Petersen, Tutte conjeturé que toda
grafica cubica sin puentes de clase 2 contiene una subgrafica homeomorfa
a la grafica de Petersen, ver [20].

Ejemplo 3.1. Considérese el snark J3, con una (7, 2)-coloracién cromaética
circular dada, ver la figura 7(a). Sea T el triangulo contenido en J3, si
T se sustituye por un vértice V, el snark que se obtiene es la grafica
de Petersen que se muestra en la figura 7(b). La (7,2)-coloracién no
se puede conservar, ya que la grafica de Petersen tiene indice cromético
circular 1—31 Si se asignan los colores a las aristas incidentes a V' como en
la figura 4, se produce una inconsistencia en la coloracién, como puede
observarse con los colores 2 y 3, en la figura 7b).

(b) J3.

Figura 7: Una %—coloracic’)n y una inconsistencia.

Después de més de una década desde la aparicion de la familia de
flores, en 1981 se presenté una nueva familia infinita de snarks, cuyos
elementos son conocidos como Snarks de Goldberg.
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3.2.1 Snarks de Goldberg

Estos snarks se dividen en dos subfamilias denotadas como G y TGy,
los snarks de Goldberg y los snarks Torcidos de Goldberg, respectiva-
mente. Sus indices cromaticos circulares fueron publicados en 2007 por
Ghebleh [7].

Definicion 3.2.3. Se define un snark de Goldberg Gy de la siguiente
manera: Para todo k > 3 impar, V(Gy) = {11; | 1<t<k, 1<j<8},
con las adyacencias de los vértices como se muestra en la figura 8a). El
subindice t se considera médulo k.

Se—
<
ce—1 "4
=< ——<

(a) Gy. (b) TG

Figura 8: Bloques de los snarks de Goldberg.

Definicion 3.2.4. Para todo k impar, se define el snark Torcido de

Goldberg T'Gj, considerando V(Gj) como en el snark de Goldberg y

: t=1,¢ =1 1 : t=1,t o t—1 1
remplazando las aristas vy v} y vy w3 con las aristas vy vg y v, 7.

Ver la figura 8b).

Figura 9: Una (10, 3)-coloracién circular de las aristas.

Si en TG el nimero de torcimientos es par se obtiene una gréafica
isomorfa a Gy, si es impar la grafica es propiamente TGj. En [16] se
demostré que xL(Gast1) < %, para todo entero positivo s. En 2007

Ghebleh [7], obtuvo el siguiente resultado:
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Teorema 3.2. [7] Para cada k > 3 impar, se tiene:

3+1 sik=3

/G — /TG =
Xe(Gr) = Xe(TGr) {3+£1l sik>5.

Los pasos fundamentales en la demostracién del teorema son: se
muestra una (10, 3)-coloracién circular de las aristas de Gz y T'G3, ver
la figura 9. En la figura 10, se exhibe una (13,4)-coloracién circular
de G7. Se puede observar que al suprimir los dos tltimos bloques en
la figura, se obtiene una (13, 4)-coloracién circular de G5. Considérese
G, con k impar, k > 5, los dos bloques en el drea marcada de la figura

k=5

10 pueden ser repetidos *5> veces para obtener una (13,4)-coloracién

circular de Gy, a partir de G5. Ver [7].

1 5 9 0 4 8 2 2 0 : 1 2

'
02X Paq 3 2 11 3 K6 ! 6 6 6 6
.
910 0l 9 713 3|12 1011 ' 1 10 10 |1

5 5 5 1 1 7 7 7 2 104 10 2 2 10

9 10 G T
5 4

T T 2 1 3 T 5 ) s " s 1
:

9 0 8 4 0 : 9 0 9

Figura 10: Gj con k > 5, con una (13, 4)-coloracién circular.

Otras familias para las cuales se conocen sus indices cromaticos cir-
culares son los snarks tipo Blanusa, o snarks generalizados tipo Blanusa.
Estos se dividen en dos tipos 1 y 2, denotados respectivamente como
B''y B2,

Los snarks en B? se construyen uniendo gréaficas de Petersen por
medio de la operacién producto punto, ya mencionada y que puede con-
sultarse ampliamente en [11, 8, 23]. B2 denota a la familia de snarks con
n graficas de Petersen utilizadas en su construccién y que pertenece a la
familia de snarks B2 En 2007 Ghebleh [8], calculé el indice cromético
circular de los elementos de B2. En dicho articulo, se encuentra el
siguiente teorema, asi como su demostracion.

Teorema 3.2.5. Para todon > 1,

X/C(B’VQL—I—I) =3+ =

13 _ 3"‘3n2ﬁ st m es impar
1+ 5]

2 .
3+m st M es par.
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La familia B! de Snarks Blanu3a tipo 1, fue introducida por Watkins
en 1989. Se presenta en una seccion especial.

3.2.2 Snarks de Blanusa tipo 1

La familia de Blanusa generalizada de tipo uno denotada por B} est4
dada por el pegado de manera circular de m bloques fundamentales
como el que se muestra en la figura 11. Al primer bloque se le pega
una arista uv y en seguida se pegan los m — 1 bloques restantes en
forma circular, ver figura 12. Las figuras 11 y 12, fueron tomadas de la
referencia [14]. Para esta familia se conoce su indice cromético circular,
el cual es muy cercano a 3.

d c

Figura 11: Bloque fundamental de B},

L e X e X

u

Figura 12: Pegado de bloques para formar un snark Blanusa tipo 1

Las graficas B}, forman la familia de snarks de Blanusa tipo 1, para
m entero positivo. En [14] se demuestra que los elementos de B}, son
snarks y que x,(B),) < % para toda m > 2. Si m = 1, B} es una
grafica isomorfa a la grafica de Petersen. El indice cromético circular
de los elementos de B!, se enuncia en el siguiente teorema, ver [14].

Teorema 3.3. El indice cromdtico circular de los elementos en Bl es
2
3 + %.

La siguiente tabla, resume los indices cromdticos de las familias
de snarks, que han sido caracterizados desde 1981 hasta finales de la
primera década de este siglo.
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Familias de Snarks Xe
Goldberg: Gy, TGy, | 3+ Lsi (k> 5, k impar)
Blanusa tipo 1: B} 3+ %
o fi . 12 L
Blanusa tipo 2: B;, |, 3+ ]

Tabla 3: Indice cromético circular de familias de graficas que fueron calculados
después de 1975.

4 Familia de snarks Blanusa tipo 1 extendidos

El material de esta seccién es original. Se construye una extension de
los snarks de la familia de Blanusa tipo 1, introduciendo el concepto de
pegado de gréficas por medio de trayectorias de longitud s, con s € Z™T.
Desde esta nueva Optica, los snarks de Blanusa tipo 1 y los snarks de
Goldberg se pueden ver como pegados de pares de ciclos Cs’s. Para
obtener la extensién de los snarks de Blanusa tipo 1 se pegan pares de
ciclos C, con k > 5. Los snarks resultantes al realizar la extensién,
tienen indices cromaticos menores que 4, éstos indices dependen del
numero de pares que participan en la construccion de los snarks. La
asignacién de la coloracién a los nuevos snarks es una consecuencia de
las coloraciones conocidas de los snarks de Blanusa tipo 1, sin embargo,
los autores consideran que la extension de los snarks de Blanusa tipo
1 es un ejercicio interesante, asi que se presenta la ampliacion de la
familia paso a paso. Se da una cota para y. de las nuevas familias de
graficas. Dentro de este esquema, se plantean los snarks de Goldberg
como pegados de gréaficas C5 mediante trayectorias de tamano 2.
Considérese el bloque fundamental de las graficas de la familia de
Blanusa tipo 1, figura 13. En dicho bloque pueden verse dos C5’s forma-
dos por los vértices {p, 9, wo, to,q} y {p, 00, 20, S0, ¢}, que comparten la
arista pg mas aristas que permiten unir dicho bloque con otros bloques
fundamentales y conservar la cubicidad de la grafica elegida en la fa-
milia. Se puede considerar ese par de C5’s como una subestructura del
bloque fundamental, la cual sera llamada blogue bdsico de construccion
(bbc), el bbe formado por dos ciclos que comparten algunas aristas que
forman una trayectoria t. En este caso, la trayectoria es la arista comin
a los ciclos C5. Es posible obtener un nuevo bbc para una familia de
snarks si los vértices wg y zp se sustituyen por triangulos. En el paso
descrito se aumentan 6 aristas, tres por cada tridngulo. Si el proceso
se repite en la nueva grafica sustituyendo los vértices wy y z1 por dos
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tridngulos y esto se hace k veces, el nimero de aristas aumenta en 6k
aristas respecto al bloque inicial.

Wol €o 2o

Figura 13: Bloque bdsico de construccién de los snarks Blanusa tipo 1.

El proceso descrito anteriormente puede realizarse independiente-
mente sobre cada uno de los ciclos Cs, originando dos ciclos Coy,, 41
y Con,+1, donde n; v ng pueden ser diferentes, segin el nimero de
pasos efectuados en cada ciclo. Asi el bbc asociado al par Cs, C5 se
convierte en el bloque basico de construccion asociado a un par de ci-
clos Copy4+1,Conyt1, con ny, ng y s € Z+. Para simplificar el proceso,
considérese solamente un ciclo Cy, 43 del bbe, se puede aplicar los pasos
descritos para obtener un ciclo Ca,15, con n € Z*, ver figura 14 a),b).
A este proceso se le denomina Transformacion T+. En el siguiente
parrafo se da una definicién formal de la Transformacion T+.

Definiciéon 4.1. Se considera un ciclo Cy;y3 con dos trayectorias de
longitud k, la primera trayectoria es rg,r1,79,...,76—1, Wo y la segunda
trayectoria es tg,t1,to,...,tk_1,wq, se tienen ademads, aristas auxiliares
de rj a tj, con j = 1,2,...,k — 1; como se muestra en la figura 14.
Para obtener Cy 5, se agregan los vértices ry y ¢ formando las aristas
nuevas ry_17Tg, Tk, Wk, tk_1tk, tr, Wi, donde wy es un vértice nuevo que
se agrega en la arista e, quedando colocado en la regién interna del ciclo
Cok13. Se transforma el vértice wg en un tridngulo con vértices ry, tx y
wg. Las aristas rywy v wity son parte del nuevo ciclo Coyys, la arista
rrtr se usa como arista auxiliar. A esta transformacion sobre Coi3
para obtener Cogys, se le llama una Transformacion T+.
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Figura 14: Proceso para obtener la familia de snarks Blanu$a tipo 1 extendi-
dos.

En la Figura 14 ¢),d) se muestra Cai45 como resultado de haber
realizado k transformaciones T+ partiendo de Cs. Se observa Coxs
con sus aristas auxiliares que constituyen un elemento de una nueva
familia proveniente de los snarks Blanusa tipo 1.

4.1 Pegado de ciclos por trayectorias de longitud s. Snarks
Blanusa tipo 1 extendidos

En esta seccion se formalizaran algunos conceptos que se han utilizado
en los parrafos anteriores. Con esa intencién se define el pegado de ciclos
por trayectorias de longitud s.

Definicién 4.1.1. Sean nq, no y s € Z*; s < 2ny + 1,2no + 1. Se
consideran Cop,41 ¥ Con,+1 dos ciclos impares y ¢ una trayectoria de
longitud s. Se dice que la gréafica Cap,+105C2n,+1 €s el pegado de Coy,, 11
y Copn,+1 mediante una trayectoria de longitud s, si dicha gréafica es la
unién de C2n1+1, C2n2+1 y 02n1+1 N 02n2+1 =1t.

Se consideran gréaficas conexas con una arista distinguida wwv, for-
madas por el pegado de bloques de forma ciclica, entendiendo este con-
cepto como el pegado del dltimo bloque conectado con el primero por
los extremos de la arista uv. Sea Cop, 11 05 Copn,+1, €l bloque basico de
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construccién de las graficas junto con algunas otras aristas auxiliares
que permiten la formacion de graficas cibicas. La idea subyacente en
estas construcciones es encontrar bloques bésicos que al unirse mediante
aristas auxiliares produzcan snarks.

Se nombran snarks de BlanuSa tipo 1 extendidos a las familias de
snarks que se construyen tomando como bbc a Chp 41 01 Cony41 cON
ni, no € ZT. Si ny = ng = n, a la familia de snarks con m bloques
C9n4101 Cony1 pegados en forma ciclica, unién la arista uv, con m € ZT,
m impar y n > 3, se le denota por BS2"'. Asi, la familia de snarks
B% es aquella cuyo bbc es Cs o1 Cs, es decir el conjunto de snarks de
Blanusa tipo 1.

Dado que para obtener un snark cuyo bbc es Cap, 41 01 Conyt1, S€
parte del bbc C5 01 C5. Las ideas expresadas anteriormente, se enuncian
en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1.2. Sean ni,ng > 2, ki,ke > 1. Un snark S cuyo
bloque bdsico de construccion es Capn,+1 01 Cony,+1, Se puede transfor-
mar en un snark S’ con bloque bdsico de construccion Cony+k1)+1 ©1
Co(ngtko)+1, usando transformaciones T+.

Demostracion. Para obtener el snark S’ a partir del snark S basta con
realizar ki transformaciones 7'+ sobre el ciclo Co(y,yp,)41 ¥ k2 trans-
formaciones T+ sobre el ciclo Cy(pyyky)41- g

Dada una (I, d)-coloracién cromética circular de un snark S con blo-
ques bésicos de construccion Coy, 4101 Cony+1 ¥ 1, N2 > 2. Siotro snark
S’ se obtiene de S usando un numero finito de transformaciones T+,
la coloracién (I,d) se conserva. Este hecho se expresa en la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.1.3. Sean ni,no > 2, y S un snark que pertenece a la
familia de snarks de Blanusa tipo 1 extendidos, tal que su blogue bdsico
de construccion es Cop,+1 01 Cony+1 Y que admite una (1, d)-coloracion
circular de sus aristas. Si un snark S’ se construye a partir de S me-
diante un ndmero finito de Transformaciones T+, sobre algunos de sus
bloques, entonces S’ también admite una (1, d)-coloracidn cromdtica cir-
cular de sus aristas.

Demostracion. Esto ocurre porque en cada aplicaciéon de la Transfor-
macién T+ a un vértice v de S, este se sustituye por un tridangulo 7,
con lo cual no se altera la (I, d)-coloracién cromética circular del nuevo
snark S’. El snark S’ hereda la coloracién de las aristas incidentes a v,
como se muestra en la figura 4. ]
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Nota 4.1.4. Si se realizan sobre cada bloque de S, 2(kj + k2) Transfor-
maciones T+, se obtiene un snark S” que tiene a Coy,, 1, 01 Copytky COMO
bloque bésico de construccién, con ni,ng > 2y ki, ko € ZT. Ademés
S’ contiene dos tridngulos.

En la figura 15, puede observarse una (9m + 2,3m)-coloracién de
las aristas del primer bloque de BS5. En la figura 16 se muestra una
grafica cuyo bloque bésico de construccion es Cs o1 Co,41, dicho bloque
se obtuvo a partir del bloque C5 o1 C5 efectuando Transformaciones T+
en uno de los Cjy’s originales. Se observa que el bloque Cj 01 Copt1
conserva la coloracion cromatica circular de las aristas del bloque inicial

05 o1 05.

6m+2 v 0 3m 6m 9m-1

6m+1 om+ 3m-1

9m+1

3m+1
3m+l 6m-1

6m+3 u 1 6m+1 3m-1 9m

Figura 15: Una (9m + 2,3m)-coloracién de las aristas del primer bloque de
BSs.

6m+2 v o 3m 6m 9m-1
3m-1
6m+1 9mt1 < ]
3m+1 Smt1 9m-+1
3m+l KN \
6m-1
6m+3 u 1 6m+1 3m-1 9m

Figura 16: Primer bloque de un snark cuyo bbc es Cs o1 Ca,41, con una
(9m + 2, 3m)-coloracién de sus aristas.

Por el teorema 3.3, se sabe que la familia B}, tiene como indice
cromatico circular a 3 + 3%”, lo cual implica que cada elemento de la
familia B}, tiene una (9m + 2,3m)-coloracién cromética circular. El
indice x'(S) depende del nimero de bloques del snark S considerado.
Partiendo de la familia B}, con bbc C5 01 Cs y mediante la aplicacién re-
iterada de la Transformacion T+, se tiene por la Proposicién 4.1.2, que
las familias de snarks de Blanus$a tipo 1 extendidos que tienen como blo-
ques bésicos de construccion a Cop,+1 01 Con,+1, heredan la coloracion
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cromética circular de los elementos de B}, este hecho nos permite ase-
gurar que el nimero 3 + 3%1 es una cota para el indice de la familia de
los snarks de Blanusa tipo 1 extendidos.

Teorema 4.1.5. Si S es un elemento de la familia de los snarks de
Blanusa tipo 1 extendidos, que tienen como blogque bdsico de construccion
a Cony4+1 01 Copyt1, se cumple que |XL(S)| <3+ 3%

Demostracion. El Teorema 4.1.5 se cumple aplicando el Teorema 3.3.
O

En particular, considérese la famillia BS2"! con m impar y m >
3. Si se obtiene una (9m + 2,3m)-coloracién cromdtica circular para

Can . . .
Bp2"t', se puede producir una (9m + 2,3m)-coloracién circular para

Cont1
Bm+2

ques, mediante unos leves ajustes. Para una grafica de la familia B,(,’;Q”“,
dendtese cada bloque béasico de construccion, segin el lugar que ocupa
en la gréfica, de izquierda a derecha. En el ejemplo siguiente se ejempli-
fican los célculos para extender una (29, 9)-coloracién cromética circular
de B§7 a una B507.

mediante la repeticién de la coloracién de los dos tdltimos blo-

Figura 17: Una (29, 9)-coloracién de las aristas de BE”.

Ejemplo 4.1.6. En la la figura 17 se representa BS7 con una (29,9)-
coloracién cromética circular de sus aristas. Sean Bf, i € {1,2,...,5}
los bloques de B5C7, vistos de izquierda a derecha. Si se consideran
solamente los tres primeros bloques de B5C7, la coloracién asignada cor-
responde a B?)C 7. Para extender la coloracién de Bg T a B5C7, el bloque
Bg se gira 180 grados en la direccién horizontal y 180 grados en la di-
reccién vertical, asi se obtiene el bloque Bé. El bloque Bg se une por la
izquierda con Bg y por la derecha con una copia de Bg’ que en Bg 7 corre-
sponde al bloque B2. Por iltimo, se tiene que las aristas que parten del
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bloque Bg a los vértices ¢ y d del primer bloque completan la coloracién
de B?.

Sea m € Z*. Se observa que a medida que m crece x'(B},) decrece,
luego se puede considerar una cota general ms holgada, elegiendo m = 3.
Asi, la siguiente proposicién es un corolario del teorema 4.1.5.

Corolario 4.1.7. Si ni,ne > 3 y S es un elemento de la familia de
snarks de Blanusa tipo 1 extendidos cuyo bloque bdsico de construccion
es Cony+1 01 Copgt1. Entonces |xL(S)| < 2.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.5, la demostracién es inmediata. [

Nota 4.1.8. Para m impar, el snark BS2"+! tiene como menor al snark
BS5. Ambos snarks tienen como menor al snark dado por la grafica de
Petersen.

4.2 Acerca de los snarks de Goldberg

Los snarks de Goldberg pueden verse como aquellos snarks que tienen
como bloque bésico de construcciéon a dos ciclos C5 pegados por una
trayectoria de longitud 2. La grafica Cs oy C5 que aparece en la figura
18 es el bbc de los snarks de Goldberg. Se realiza el pegado circular de
2n + 1 copias del bloque bésico de construccién para obtener Gayy1,
con n > 1, n entero positivo. Las graficas G3 y T'G3 contienen un ciclo
C3 que conecta los bloques béasicos de construccién, ver figura 9. Si en
G3 y TGy se contraen los tridngulos a un vértice, se obtienen los snarks
de Loupekine [23]. Los snarks de Goldberg tienen una (10, 3)-coloracién
circular de sus aristas, que comparten con los snarks de Loupekine.

Figura 18: Bloque bdsico C5 oy Cs.

Sean k,n,r € Z*; k impar y r = 2n + 1. Considérese JG, como
la familia de graficas conexas cibicas que usan k bloques bésicos de
construccion: Copy109Copnt1, que se pegan en forma ciclica para formar
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| o1

Figura 19: JGT con una 3-coloracién de sus aristas.

una grafica tipo Goldberg. En el caso de r = 5, J Gz representa a la
familia de los snarks de Goldberg. En el teorema 3.2 se afirma que
X.(JG}) es igual a 3 + 1, si k > 5; es decir JG} tiene una (13,4)
coloracién de sus aristas.

Es natural preguntarse si es posible extender la familia de los snarks
de Goldgerg, de manera similar a la extensién que se realizé con los
snarks de Blanusa tipo 1. Considérse la grafica J Gg como un primer
intento de responder la cuestién planteada. Se observa que .J Gg admite
una 3-coloracién de sus aristas, por lo tanto aunque es una grafica cibica
conexa, no es un snark. Se conjetura que los snarks de Goldberg no
admiten una extension mediante pegados de bloques basicos Co,41 02
Con+1, a la manera de Goldberg. En la figura 19, se exhibe una 3-
coloracién de JGE.

5 Anexo: Cdélculo de una (I, d)—coloracién cir-
cular de un snark, mediante la resolucién de
un problema de programacién lineal entera

Para poder extender una (I, d)-coloracién cromética circular dada de
un elemento de BS5, a un snark de la familia de snarks de Blanusa

tipo 1 extendidos, se parte de una (I, d)-coloracién de las aristas del
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snark original en BS5. Calcular una (I, d)-coloracién cromdtica circular
de un snark es un problema N P-duro. Aqui, se plantea el calculo de
una (I, d)-coloracién cromdtica circular considerando un conjunto de
desigualdades lineales con variables enteras, es decir, proponiendo un
problema de decisién expresado como un problema de programacién
lineal entera.

Sea G = (V, E)) una gréfica conexa cubica con V' = {vy,vg,...,v,} su
conjunto de vértices y a; ; la arista que une los vértices v; y vj, si estos
son adyacentes en GG. Dado un conjunto de colores {0,1,2,...,1 — 1}, se
desea asignar un color a cada arista a; ; de G. Se asocia a cada arista
a;; la variable z; j, que corresponde al color que debe asignarse a a; ;
en la (I, d)-coloracién circular. Una (I, d)-coloracién cromética circular
para G tal que [ > d, se puede obtener resolviendo el siguiente problema
de programacién lineal entera (PPLE). Para profundizar en el tema de
PPLE, pueden consultarse [17, 18].

Se plantean las desigualdades que constituyen el poliedro del PPLE
asociado a la (I, d)-coloracién circular.

1. Sea x; ; el color que es asignado a la arista a; ; de G, para cada
arista se asocia una desigualdad:

ngm‘gl—l,

se producen 37” desigualdades.

2. Para todo v € V, existen tres vértices adyacentes a v, sean éstos
{uy,ul, us}. Luego, asociadas a cada vértice v hay tres desigual-
dades:

d < |xuf,v - xu}’,v| <l—d,

para i,j € {1,2,3}, i # j. Se producen 3n desigualdades.

Si el poliedro formado por las 37" + 3n desigualdades anteriores
tiene soluciones enteras factibles, entonces existe una (I, d)-coloracién
cromética circular para la grafica G.

El programa Gurobi se utilizé para encontrar algunas (I, d)-coloraciones
crométicas circulares de los elementos de la familia de snarks B}, exten-
didos, con m bloques. Por un lado, se consideré m = 3, calculando para
algunos snarks sus (29, 9)-coloraciones, se eligié m = 3 con la finalidad
de minimizar los tiempos de cémputo. Por otro lado para m > 3, se efec-
tuaron célculos para (I, d)-coloraciones tales que é < %, sin conseguir
algin snark con indice menor a 3 + %.
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