
Morfismos, Vol. 21, No. 2, 2017, pp. 17–31

Criptografía de curva elíptica en campos de
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Resumen

Se reúnen los elementos matemáticos involucrados en la construc-
ción de sistemas criptográficos basados en curvas elípticas sobre
campos finitos de característica tres, como son: la identificación de
polinomios irreducibles en el anillo de polinomios F3[X], la arit-
mética en F3n y en curvas elípticas en forma Hessiana. Usando un
algoritmo de conteo basado en el método de Satoh [12], adecuado
para característica 3, decidimos si el grupo de puntos en la cur-
va tiene un subgrupo cíclico adecuado. Estos elementos pueden
ayudar a la implementación de los esquemas de ElGamal y DSA.
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1. Introducción

Desde la invención de la criptografía de clave pública, se han pro-
puesto diversos algoritmos para garantizar una comunicación segura en-
tre dos o más entidades mediante un canal que podría ser inseguro. Estos
algoritmos abordan dos de los principales problemas que pueden afectar
la seguridad de la información:

*Este trabajo es un resumen de la tesis "Criptosistemas de curva elíptica en cam-
pos de característica 3" que presentó el primer autor para obtener el grado de Maestría
en Ciencias del Departamento de Matemáticas del CINVESTAV, Trabajo presentado
el 14 de diciembre de 2012.
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El problema de la distribución de claves. Si las entidades intere-
sadas no tienen la posibilidad de acordar previamente una clave
mediante un canal seguro, entonces podría comprometerse la co-
municación si la clave es recuperada por una entidad ajena. Ade-
más, en un grupo de n entidades que requieren comunicarse entre
sí, se requiere distribuir n(n− 1)/2 claves distintas.

El problema de la firma. Una vez establecida la comunicación, se
desea verificar que la información recibida proviene realmente de
la entidad con la cual deseamos comunicarnos.

Dos de los algoritmos más utilizados en la actualidad son el proto-
colo de Diffie-Hellman para el establecimiento de claves, y el algoritmo
de firma digital DSA. Estos algoritmos están basados en el Problema
del Logaritmo Discreto (PLD) en un grupo arbitrario. Inicialmente se
propuso el grupo multiplicativo de Z/(pZ) para implementar esquemas
criptográficos. Posteriormente Koblitz [9] y Miller [11] de forma indepen-
diente propusieron el uso del grupo aditivo en el conjunto de puntos de
una curva elíptica para implementar estos algoritmos. Desde entonces se
han realizado estandarizaciones y recomendaciones muy precisas para el
caso de curvas elípticas definidas sobre campos primos o binarios (véase
[5] y [2]), algo que aún no se tiene para campos de característica 3 (u
otros campos de característica chica).

En [8, 4.4-5] se muestra una variedad de sistemas de cifrado basados
en curvas elípticas, así como esquemas de firma digital, basados prin-
cipalmente en el problema del logaritmo discreto en curvas elípticas.
Algunos de ellos presentan sólo algunas modificaciones al sistema básico
de ElGamal.

El presente artículo se estructura como sigue. En la Sección 2 defi-
nimos los objetos matemáticos que hacen posible la implementación de
un sistema criptográfico basado en el problema del logaritmo discreto en
curvas elípticas y establecemos la nomenclatura a utilizar. A continua-
ción, en la Sección 3 introducimos los algoritmos que facilitan el manejo
de la aritmética en campos de característica tres. Lo mismo hacemos
en la Sección 4 para hacer posible la aritmética en curva elípticas sobre
campos de característica tres de manera eficiente. Finalmente, expone-
mos el algoritmo de conteo propuesto en [7], el cual es una adaptación
del algoritmo de Satoh [12] a característica tres, lo cuál nos permite
realizar una búsqueda de curvas apropiadas para uso criptográfico.
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2. Preliminares

Damos a continuación algunas definiciones básicas e introducimos la
nomenclatura a utilizar en el resto del artículo.

2.1. Campos finitos

Denotamos por Fq al campo finito de q elementos, por lo que q debe
considerarse como una potencia de un primo. En lo consiguiente q = 3n

para algún entero n > 0. El anillo de polinomios con coeficientes en
Fq será denotado por Fq[X]. Consideraremos las extensiones de grado
n de Fq como un anillo cociente Fq[X]/(p(X)), donde p ∈ Fq[X] es un
polinomio irreducible de grado n. Así los elementos de Fqn se consideran
como polinomios de grado a lo más n − 1 con coeficientes en Fq, y la
aritmética queda definida mediante la aritmética usual en Fq[X] módulo
p(X).

2.2. Curvas elípticas

Dado un campo K algebraicamente cerrado y elementos ai ∈ K,
i = 1, 2, 3, 4, 6, una curva elíptica afín está formada por el conjunto de
puntos en el plano K2 que satisfacen una ecuación de Weierstrass no
singular

(1) E : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6

Para fines prácticos, una curva elíptica puede definirse aún cuando
K no es un campo algebraicamente cerrado. En el caso de Fq basta con
pedir que los coeficientes ai sean elementos de Fq. Denotamos mediante
EFq al conjunto de puntos con entradas en Fq que yacen en la curva, los
cuales llamaremos Fq-puntos racionales, o únicamente puntos racionales.

Mediante las siguientes reglas podemos definir la operación que hace
de los puntos en una curva elíptica un grupo conmutativo.

1. Identidad. Se agrega un punto O, conocido como puntos al infi-
nito que sirve como neutro.

2. Inverso. El inverso (aditivo) del punto P = (x, y) será −P =
(x,−y). Si Q = −P entonces P +Q = O.
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Figura 1: Suma de puntos en una curva elíptica afín

3. Suma. Si P = (x1, y1), Q = (x2, y2) son puntos en la curva con
P 6= ±Q entonces existe un tercer punto de intersección. La re-
flexión sobre el eje x (como se muestra en la figura 1(a)) será el
punto R = P +Q.

4. Doblado. Por último, si P = Q entonces se tomará la recta tan-
gente sobre P y P + Q = 2P = R, como puede verse en la figura
1(b).

En este grupo el PLD consiste de lo siguiente: dados dos puntos
P,Q ∈ E encontrar un entero k tal que P = kQ siempre que éste exista.
Afortunadamente el conjunto de puntos racionales en una curva también
forma un grupo conmutativo y el PLD se define de manera similar para
una pareja de puntos P,Q ∈ EFq .

En general denotaremos por E tanto a la curva elíptica como a la
ecuación que la define. Con esto en mente, y con la finalidad de abor-
dar el algoritmo de conteo a tratar en la Sección 5, definimos los si-
guientes objetos. Una función racional es una función de la forma f/g
donde f y g son elementos del anillo cociente Fq[X,Y ]/(E). Una iso-
genia entre dos curvas E1 y E2 es una función α : E1 → E2 dada por
α(P ) = (α1(P ), α2(P )) donde α1 y α2 son funciones racionales y se
cumple además que α es un homomorfismo de grupos. Finalmente deno-
tamos por End(E) como el grupo de endomorfismos de una curva, esto
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es, el conjunto de isogenias de una curva en si misma.
Aunque se puede definir la ley de grupo mediante operaciones arit-

méticas en Fq a partir de la ecuación de Weierstrass, la representación
Hessiana, que introduciremos en la Sección 4, no ayudará a definir de
forma más eficiente la aritmética en estas curvas. Para esto, definimos
una curva elíptica proyectiva como el conjunto de puntos en el espacio
proyectivo P 2(K) que satisfacen una ecuación de Weierstrass proyectiva

(2) E : Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3.

Para poder implementar de manera exitosa un criptosistema de curva
elíptica debemos establecer los procedimientos mediante los cuales se
desarrollará la aritmética en curvas elípticas. Iniciamos con los elementos
necesarios para definir la aritmética en Fq.

3. Aritmética en F3n

Como ya hemos mencionado, utilizaremos la representación polino-
mial dada por F3n

∼= F3[X]/(p(X)), con p ∈ F3[X] de grado n irredu-
cible, para definir la aritmética en campos de característica 3. Debemos
entonces ser capaces de verificar cuando un polinomio es irreducible.

3.1. Polinomios irreducibles

Es importante poder encontrar polinomios irreducibles adecuados
para que la aritmética en F3n sea eficaz para propósitos prácticos. Al-
gunas de las pruebas más comunes para decidir cuando un polinomio
es irreducible pueden encontrarse en [6]. Mencionamos una de ellas a
continuación.

Algoritmo 1 Prueba de irreductibilidad de Ben-Or
Entrada: Polinomio f ∈ Fq[X] de grado n
Salida: f es irreducible o f es reducible
1: para i = 1 hasta dn/2e hacer
2: g = mcd(f,Xqi −X)
3: si g 6= 1 entonces
4: f es reducible y detenemos el algoritmo
5: f es irreducible

Para poder construir polinomios irreducibles de grado alto de manera
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rápida, podemos utilizar un criterio que emplea polinomios primitivos
[10, Teorema 3.63].

Proposición 3.1.1. Un polinomio f(X) =
∑n

i=0 aiX
i sobre Fq es pri-

mitivo si y sólo F (X) =
∑n

i=0 aiX
qi−1 es irreducible sobre Fq.

Para determinar si un polinomio irreducible es primitivo basta veri-
ficar que su orden no es un divisor propio de qn − 1, por lo que se tiene
el siguiente criterio.

Proposición 3.1.2. Supongamos que f(X) es un polinomio irreducible
de grado n sobre Fq y qn − 1 = pr11 . . . prkk , donde p1, . . . pk son primos
distintos. Entonces f(X) es primitivo sobre Fq si y sólo si

X(qn−1)/pi 6≡ 1 mod f(X)

para cada i = 1, . . . , k.

Por ejemplo, para q = 3 y n = 3, tenemos que qn−1 = 33−1 = 26 =
13 ·2. El polinomio f(X) = X3−X+1 es irreducible sobre F3. Tenemos
X13 ≡ −1 mód f(X) y por la tanto X2, X13 6≡ 1 mód f(X). Así f(X)
es primitivo. Además por Proposición 3.1.1 se tiene que X26−X2 + 1 es
irreducible, obteniendo así un trinomio para representar al campo con
326 elementos.

3.2. Aritmética

La aritmética en F3 puede efectuarse de manera simple si utilizamos
una representación alternativa mediante el conjunto {1, 0,−1}. Se tiene
la ventaja que las operaciones de suma y multiplicación son efectuadas de
manera casi idéntica a como se hace en Z, salvo por la regla 1 + 1 = −1.
Esto nos ayuda a evitar la reducción módulo 3 y agiliza el cálculo de
las operaciones en F3[X], pues éstas también se pueden llevar a cabo de
manera muy similar a lo realizado en Z[X].

La multiplicación en el anillo de polinomios F3[X] puede efectuarse
de manera eficiente mediante el algoritmo de Karatsuba-Ofman que se
muestra a continuación.

El paso tres de este algoritmo se calcula de manera recursiva, usando
el mismo algoritmo de Karatsuba-Ofman o mediante el algoritmo usual.
Como se ha observado al inicio de la sección, el campo finito F3n pue-
de considerarse como el cociente F3[X]/(p(X)) con p irreducible. Para
adaptar el algoritmo de multiplicación al campo finito F3n , el paso cuatro
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Algoritmo 2 Algoritmo de multiplicación polinomial de Karatsuba-
Ofman
Entrada: Polinomios f(X), g(X) de grado k
Salida: Multiplicación de f y g
1: l = dk2e
2: Expresar f(X) = (X lf1 + f0) y g(X) = (X lg1 + g0) con gi y hi de

grado menor que l
3: Calcular a = f0g0, b = f1g1, c = (f1 + f0)(g1 + g0)
4: El resultado es a+ (c− a− b)X l + bX2l

se modifica ligeramente, aplicando un reducción módulo p si el resultado
de la multiplicación tiene grado mayor o igual a n.

Otra operación importante dentro la aritmética de campos finitos
es la potenciación. Aprovechando la estructura de F3n , podemos eva-
luar f(X)n expresando a n como una suma de potencias de 3 con
coeficientes en {0, 1, 2}. Por ejemplo 17 = 33 + 2 · 3 + 2 por lo que
f(X)17 = f(X)32f(X)2·3f(X)2. Para evitar el cálculo de múltiples cua-
drados, podemos almacenar el valor de f(X)2 y reutilizarlo para calcular(
f(X)2

)3.
Por último, para realizar el cálculo de inversos se puede utilizar el

Algoritmo de Euclídes extendido. El Algoritmo de Euclídes para polino-
mios nos sirve para calcular el máximo común divisor de dos polinomios
f, g. Si f es irreducible y el grado de g es menor que el grado de f
entonces gcd(f, g) = 1, y podemos encontrar polinomios r, s tales que

r(X)f(X) + s(X)g(X) = 1,

por lo tanto s(X)g(X) ≡ 1 mod f(X), es decir, s será el inverso de g en
F3[X]/(f(X)).

Además de la representación polinomial de campos finitos, existen
representaciones mediante bases normales, esto es, mediante un conjunto
de elementos {α1, α2, . . . , αn} los cuales forman una base de Fqn como
espacio vectorial sobre Fq y tales que αi = αq

i

1 para cada i = 1, . . . , n.
Entonces un elemento a ∈ Fqn se expresa como una combinación lineal
de los elementos αi.

Para revisar con más a detalle este enfoque, puede consultarse [1],
donde se detallan métodos para la implementación en software de la
aritmética en campos finitos de característica 3 utilizando tanto la repre-
sentación polinomial como la representación mediante bases normales,
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donde además se concluye que la representación polinomial es preferible
para la implementación en software.

4. Aritmética en curvas elípticas sobre F3n

Consideremos una ecuación de Weierstrass no singular dada por (2)
sobre un campo K. Si la característica de K es distinta de 2 entonces la
curva puede transformarse a una de las siguientes:

E1 : Y 2Z = X3 + aX2Z + cZ3, a 6= 0, c 6= 0(3)
E2 : Y 2Z = X3 + bXZ2 + cZ3, b 6= 0, c 6= 0.(4)

Las curvas elípticas que puede transformarse en la forma (3) son
llamadas ordinarias, mientras que aquellas que pueden transformarse en
la forma (4) son conocidas como supersingulares. Usualmente se utilizan
curva ordinarias para fines criptográficos. Es el caso de implementaciones
del algoritmo ElGamal y para el intercambio seguro de claves mediante
el protocolo de Diffie-Hellman, aunque existen algoritmos en los cuales
las curvas supersingulares son preferibles, por ejemplo, en criptosistemas
basados en identidad (véase [4]).

Aunque las fórmulas para la operación de grupo se simplifican al
transformar la curva expresada mediante la fórmula general (2) a alguna
de las mencionadas anteriormente, existen representaciones que hacen
más ágiles las implementaciones prácticas.

4.1. Forma Hessiana de una curva elíptica

Consideremos un elemento d ∈ Fq donde q es una potencia de 3.
La representación Hessiana de una curva elíptica es una ecuación de la
forma

(5) Ed : X3 + Y 3 + Z3 = dXY Z, d 6= 0.

De acuerdo con [14] una curva escrita en esta forma puede ser llevada
a una en la forma normal de Weierstrass mediante el cambio de variables

X → d(X + Y ), Y → d(X − Y ),

con lo que conseguimos una ecuación normal de Weierstrass de la forma
Y 2Z = X3 +X2Z − d−3Z3, la cual es ordinaria.



Criptografía de curva elíptica en campos de característica 3 25

4.2. Aritmética en curvas en forma Hessiana

Sean P = (x1, y1, z1) y Q = (x2, y2, z2) dos puntos en Ed. La ley
de grupo de una curva elíptica en forma Hessiana está definida por las
siguientes reglas:

El elemento identidad está dado por O = (1,−1, 0).

El inverso de P es −P = (y1, x1, z1).

Si P 6= Q y P , Q 6= O la suma está dada por P +Q = (x3, y3, z3)
donde

(6)

x3 = y2
1x2z2 − y2

2x1z1,

y3 = x2
1y2z2 − x2

2y1z1,

z3 = z2
1x2y2 − z2

2x1y1.

si P = Q entonces P +Q está dada por

(7)

x3 = y1(z1 − x1)3,

y3 = x1(y1 − z1)3,

z3 = z1(x1 − y1)3.

Suponiendo que z1 = 1 en (6), podemos calcular P + Q mediante 10
multiplicaciones y 3 sumas en Fq:

M: O1 = y1x2

M: O2 = y1z2

M: O3 = x1y2

M: O4 = x1z2

M: O5 = O1O2

M: O6 = O3O4

M: O7 = x2y2

M: O8 = O3y2

M: O9 = O1x2

M: O10 = O2O4

A: x3 = O11 = O5 −O8

A: y3 = O12 = O6 −O9

A: z3 = O13 = O7 −O10

En cuanto a (7), podemos expresar a z3 como

z3 = −z1 [(z1 − x1) + (y1 − z1)]3

con lo cuál requerimos de calcular
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A: O1 = z1 − x1

A: O2 = y1 − z1

C: O3 = O3
1

C: O4 = O3
2

A: O5 = O3 +O4

M: x3 = O6 = y1O3

M: y3 = O7 = x1O4

M: z3 = O8 = −z1O5

4.3. El grupo formal de una curva elíptica

Consideremos una curva elíptica en forma Hessiana Ed sobre Fq y
las funciones racionales τ = X+Y

Y y ω = Z
Y . Notemos que el punto (0, 0)

del plano afín (τ, ω) corresponde al punto (1,−1, 0) de nuestro espacio
proyectivo original. Dividiendo la ecuación (5) entre Y 3, esta queda como

(τ − 1)3 + ω3 + 1 = d(τ − 1)ω.

Despejando a ω del lado derecho de la ecuación y sustituyendo su-
cesivamente en el lado izquierdo obtenemos una serie de potencias ω en
Z[d−1][[τ ]] como sigue

(8) ω = −3d−1τ + 3d−1τ2 − d−1τ3 + . . . .

La ecuación afín x3 +y3 +1 = dxy donde x = X/Z y y = Y/Z puede
expresarse en términos del parámetro formal τ , pues x = (τ − 1)/ω,
y = 1/ω. Con esto, la ley de grupo de Ed puede expresarse en términos
de τ , y el conjunto de puntos (τ, ω) forma un grupo conocido como el
grupo formal de Ed.

5. Conteo de puntos

El Teorema de Hasse establece una cota para el número de puntos
racionales en una curva elíptica. Denotando por |EFq | a la cardinalidad
de puntos en EFq se tiene que

q + 1− 2
√
q < |EFq | < q + 1 + 2

√
q.

Al entero t que satisface t = q + 1 − |EFq | se le conoce como la traza
de Frobenius, ya que se relaciona con el endomorfismo de Frobenius ,
definido por F (x, y) = (xq, yq), el cual cumple F 2 − [t] ◦ F + [q] = [0]
([13, Teorema V.2.3.1]), donde [n] es el endomorfismo definido por la
multiplicación por n. Continuamos esta sección desarrollando el algorit-
mo de conteo para curvas elípticas sobre F3n , mismo que está enfocado
en calcular Tr(F ).
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5.1. Levantamiento de una curva elíptica

Sea Q3 el campo de números 3-ádicos, Qq una extensión no rami-
ficada de grado n de Q3 y Zq su anillo de enteros. Un levantamiento
de una curva elíptica Ed con d ∈ Fq, es una curva ED con D ∈ Zq
y tal que D ≡ d mod 3. Si además End(Ed) ∼=End(ED) entonces este
levantamiento, conocido como el levantamiento canónico, es único [3].

Consideremos una curva elíptica Ed y el automorfismo de Frobenius
σ : Fq −→ Fq dado por σ(a) = a3 para todo a ∈ Fq. Entonces σ
induce una isogenia de curvas Ed −→ Eσ(d) conocida como la isogenia
de Frobenius.

Proposición 5.1.1. Existe un único Σ ∈ End(Qq) tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

Zq
Σ // Zq

Fq
σ //

��
π

Fq
��

π

donde π es la reducción módulo p. A la función Σ se le conoce como
sustitución de Frobenius.

El algoritmo propuesto por Satoh en [12] está basado en el levanta-
miento canónico de una curva elíptica. Consideremos una curva Ed sobre
Fq. Si q = 3n entonces tenemos una colección de m curvas obtenidas al
aplicar sucesivamente la isogenia de Frobenius σi : Ed3i −→ Ed3i+1

.
Tenemos así el siguiente diagrama conmutativo

E0
Σ0 // E1

Σ1 // · · ·
Σn−2 // En−1

Σn−1 // E0

Ed
σ0 //

��
Ed3

σ1 //
��

· · ·
σn−2 //��

E
d3n−1

σn−1 //
��

Ed
��

donde Σi es la isogenia inducida por la sustitución de Frobenius y Ei
es un levantamiento de E

d3i
. Asimismo, obtenemos un endomorfismo

F : E0 −→ E0 dado por la composición Σ0 ◦ · · · ◦ Σn−1 el cual es el
levantamiento del endomorfismo de Frobenius F : Ed −→ Ed y cumple
Tr(F ) = Tr(F).

El siguiente resultado, debido a Satoh [12], se aplicará al endomor-
fismo dual de F para poder calcular a traza de Frobenius.

Proposición 5.1.2. Sea E una curva elíptica sobre K y sea f ∈End(E)
de grado d. Sea τ el parámetro formal de E en O y asumamos que la
reducción π(f) de f mód 3 es separable y que f(kerπ) ⊆ kerπ. Sea c el
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coeficiente del término lineal del homomorfismo f̂ inducido por f en el
grupo formal de E. Entonces Tr(f) = c+ d/c.

Debido a que el endomorfismo de Frobenius no es separable, la pro-
posición anterior no es válida para F . Sin embargo, el endomorfismo dual
F̂ es separable siempre que la curva E sea ordinaria. Se tiene además
que Tr(F̂) = Tr(F), por lo que al calcular Tr(F̂) habremos obtenido el
número de puntos contenidos en la curva Ed.

La técnica usada por Satoh consiste en obtener levantamientos de
las isogenias duales σ̂i para cada i

E0
Σ̂n−1 // En−1

Σ̂n−2 // · · · Σ̂1 // E1
Σ̂0 // E0

E0
σ̂n−1 //

��
En−1

σ̂n−2 //
��

· · · σ̂1 //��
E1

σ̂0 //
��

E0

��

las cuales son separables y por lo tanto satisfacen la proposición 5.1.2.
Una vez calculados estos levantamientos, tenemos que

(9) Tr(F ) = Tr(F̂) =

n−1∏
i=0

Tr(Σ̂i).

5.2. Algoritmo de conteo

A continuación citamos algunos resultados presentados en [7] para
conseguir levantamientos de σ̂i que aproximen suficientemente al levan-
tamiento canónico.

Lema 5.2.1. Dado un elemento Di ∈ Zq tal que Di ≡ d3i mod 3, existe
un único elemento Di+1 ∈ Zq tal que

(10) (Di+1 + 6)3 − (D2
i+1 + 3Di+1 + 9)D3

i = 0, Di+1 ≡ d3i+1
mod 3

De acuerdo a [7, Corolario 1], la secuencia de curvas EDi se aproxima
al levantamiento canónico, y la función φi : EDi+1 → EDi dada por

φi(X,Y, Z) =

(
Y 2Z + Z2X +X2Y, Y 2X + Z2Y +X2Z,

Di+1 + 6

Di
XY Z

)
define la isogenia dual inducida por la sustitución de Frobenius de los
levantamientos EDi , EDi+1 .

Considerando φi como la reducción módulo 3 de φi, se puede ver que
σi ◦ φi = [3], por lo tanto φi es la isogenia dual σ̂i y entonces φi = Σ̂i.
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Encontrando el valor de Di que definen al levantamiento canónico de
E
d3i

podremos calcular la traza de Frobenius.
La sucesión de curvas EDi representan una aproximación del levan-

tamiento canónico Ei de E
d3i

. Con esto, podemos finalmente calcular
Tr(σ̂i) a partir del grupo formal de Ei alrededor de O y el homomorfis-
mo inducido por Σ̂i.

Proposición 5.2.2. Consideremos el parámetro formal τ = (Y +X)/Y
del grupo formal de EDi en O y ω = Z/Y . Sea c el coeficiente del término
lineal del homomorfismo inducido por φi : EDi+1 → EDi . Entonces c =

1 +
6

Di+1
.

Como hemos notado anteriormente, tenemos la igualdad F̂ = Σ̂n−1 ◦
. . . ◦ Σ̂0 por lo que podemos calcular Tr(F ) a partir de cada una de las
funciones Σ̂i mediante

Tr(F ) = Tr(F̂ ) = Tr(Σ̂n−1) · · ·Tr(Σ̂0).

Entonces, de acuerdo a la conclusión de la proposición 5.2.2, la traza
del endomorfismo de Frobenius está dada por

Tr(F ) =

n−1∏
i=0

(
1 +

6

Dn+i

)
mod 3n.

donde n debe ser elegido de tal manera que el entero Tr(F ) esté comple-
tamente definido. Por el teorema de Hasse tenemos que |Tr(F )| ≤ 2

√
q,

por lo que esta cota es suficiente para determinar Tr(F ). Entonces m
debe cumplir 3n > 2

√
q = 2 · 3n/2. Basta con tomar m =

⌈
n
2

⌉
+ 2.

Para encontrar las raíces de las ecuaciones dadas por (10) puede
utilizarse el método de Newton, utilizando como punto inicial cualquier
levantamiento del elemento d3i correspondiente para satisfacer el lema
de Hensel. El algoritmo de conteo utiliza el algoritmo 3 para calcular
la traza de Frobenius t. El número de puntos se determina mediante la
identidad |EFq | = q + 1− t.
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Algoritmo 3 Cálculo de la Traza de Frobenius
Entrada: Curva elíptica en forma de Hasse con d ∈ Fq \ F32 y un

levantamiento D0 ∈ Zq de d.
Salida: Traza del endomorfismo de Frobenius.
1: m← dn2 e+ 2
2: para i = 1 hasta m hacer
3: Di+1 ← Resolver((X + 6)3 − (X2 + 3X + 9)D3

i = 0) mód 3i

4: t← (1 + 6/Dm)
5: para i = m+ 1 hasta m+ n− 1 hacer
6: Di+1 ← Resolver((X + 6)3 − (X2 + 3X + 9)D3

i = 0) mód 3m

7: t← t(1 + 6/Di) mod 3m+1

8: si t > 2
√

3n entonces
9: t← t− 3m
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