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El Principio del maximo de la teoria de control
6ptimo: una perspectiva histérica’

Felipe Monroy Pérez

Resumen

Se presenta una perspectiva histérica de las ideas matemaéticas en
torno al llamado principio del maximo de la teoria de control 6pti-
mo. Este resultado establece condiciones necesarias para trayec-
torias que a la vez de satisfacer un sistema de control, minimizan
un funcional dado. Se hace una presentacién sucinta, enfatizando
el aspecto histérico, del calculo de variaciones, en particular de
los resultados que conforman lo que en este articulo llamamos el
preludio al principio del méaximo. Se sostiene la tesis de que este
principio representa una ruptura conceptual con el calculo de va-
riaciones y el nacimiento de una nueva disciplina matematica: la
teoria de control éptimo.
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1. Introduccion

El Principio del maximo de la teoria de control 6ptimo fue una res-
puesta matematica al desafio planteado por las ciencias e ingenierias
aeroespaciales en las décadas de los cincuentas y los sesentas del siglo
pasado. Convalidado desde su publicacién por ingenieros como una so-
lucién adecuada al problema del desplazamiento éptimo bajo restriccio-
nes diferenciales, conto con el escepticismo de comunidades matematicas
trabajando en campos afines [1].

! Articulo por invitacién.
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L. Markus describe en [2] algunas reminiscencias personales del Con-
greso Internacional de Matematicos de Edimburgo en 1958, en don-
de L.S. Pontryagin, en conferencia magistral, presenté el Principio del
maximo:

“... para la audiencia, en su mayoria topdélogos, parecia estar
hablando sobre cierto tipo de ingenieria, ..., después de po-
cos dias de reflexion y cotilleo, el establishment matematico
decidi6 que, después de todo, el principio del méximo no ver-
saba sobre ingenieria, sino que era un resultado del cdlculo de
variaciones clésico (similar al obtenido por M. Hestenes). ..
Asi, el consenso del congreso llego a la conclusién de que la
teoria de control, aunque sosa y aburrida, podria ser ma-
temdticamente respetable, posicion aun compartida por al-
gunos matematicos avant-garde ...”

Como ha sido extensivamente documentado, e.g. [3], esta actitud
de escepticismo no fue ajena a la injusta estigmatizacién de la teoria
de control éptimo como una ciencia al servicio del militarismo, en el
marco de la carrera espacial y en el contexto de la guerra fria entre las
superpotencias en el siglo pasado.

El principio del méximo es un resultado fundamental en la teoria
matematica de control 6ptimo, es comiinmente aceptado que esta dis-
ciplina matematica nacié en los anos cuarentas del siglo pasado en la
ex-Unién Soviética, y que encuentra sus origenes en la tradicién clési-
ca del calculo de variaciones. Hay autores e.g. [4] que van mads alld y
sostienen que, stricto sensu, el primer problema de control éptimo es el
problema de la braquistécrona formulado por Johann Bernoulli? en 1696.
Esta controversia es un tanto artificial si se parte del hecho de que el
pensamiento matematico deviene como un continuo en el que en ciertos
momentos aparecen trabajos seminales que proveen de especificidad a
nuevas disciplinas matemadticas, ver por ejemplo [5].

A nuestro entender, si bien algunas de las ideas matemaéticas estaban
ya presentes, por mencionar tres momentos, en el calculo de variaciones
clésico, en el llamado principio “bang-bang”para los sistemas lineales
de Bellman [6], y en los trabajos de Hestenes, la especificidad de la
teoria matemadtica de control 6ptimo fue delineada por los trabajos de

2 Aunque la familia Bernoulli produjo una media docena de matemé&ticos de gran
talento del siglo XVII y principios del siglo XVIII, los Hermanos Jakob (1655-1705)
y Johann (1667-1748) son los més conocidos.
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Pontryagin y sus colaboradores: el problema de la braquistocrona co-
mo fue originalmente formulado en 1696 no es un problema de control
oOptimo, ni Hestenes en el reporte de la corporacién RAND ni Bellman
en la formulacion del principio bang-bang establecieron el principio del
maximo.

El principio del maximo es una herramienta poderosa para el estudio
de problemas matematicos, no solamente de la teoria de control 6ptimo
sino también de nuevas estructuras geométricas, por ejemplo, para el
estudio de curvas rigidas y para lo que hoy se conoce como geometria
sub-Riemanniana o de Carnot-Carathéodory, ver por ejemplo [7].

Aparte de esta introduccion este trabajo contiene tres secciones, en
la seccion 2 se presenta una introduccion sucinta del cédlculo de varia-
ciones, que incluye la descripcion del problema de la braquistocrona y
del problema isoperimétrico, asi como las condiciones necesarias de cur-
vas extremales dadas por la ecuacién de Euler-Lagrange, la condicién
de Legendre y de Weierstrass y la ecuacién de Hamilton-Jacobi. En es-
ta seccién seguimos la presentacién de los libros de G. Bliss [8], de 1.
Gelfand, S. Fomin [9], y de J.L. Troutman [10].

En la seccién 3 se presenta, en el marco conceptual del cdlculo de va-
riaciones, una descripcién de los trabajos que anteceden al principio del
maximo y que por incluir algunas ideas de éste, constituyen un preludio
a él. Se incluye en esta seccién la descripcion de los trabajos de Bolza
y del llamado camino real del calculo de variaciones de Carathéodory.
Se presentan también resultados que son mas cercanos al principio del
maximo, a saber, la programacion dindmica de Bellman y los resultados
de Hestenes publicados por primera vez en un reporte de investigacién
de circulacién limitada [11], que contiene la solucién al problema de Bol-
za y en el cual estan presentes algunas ideas matematicas contenidas en
el principio del maximo.

La seccién 4 se aboca a la presentacion del Principio del méximo,
se incluye la versién original del libro de Pontryagin et al. [12] y una
formulacién moderna con la nomenclatura de la geometria diferencial.
Se desglosan ademads dos ejemplos ilustrativos. Finalmente en la seccién
5 se presentan conclusiones y se perfilan perspectivas.

2. El calculo de variaciones

El célculo de variaciones es una rama venerable del andlisis ma-
tematico cuyas raices se remontan al pensamiento matematico de la
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antigua Grecia, en la historia de esta disciplina estan presentes los nom-
bres de los méas destacados matematicos de varios siglos y es aceptado
que los métodos variacionales han sido motor del desarrollo de diversas
ramas de la matematica y de la fisica-matematica [13].

2.1. Dos problemas variacionales fundamentales

Aunque el problema isoperimétrico era conocido desde la antigua
Grecia, el nacimiento del cédlculo de variaciones como disciplina ma-
tematica se ubica a mediados del siglo XVII. El primer problema ge-
nuinamente variacional fue el de encontrar el perfil de un cuerpo que
ofrece la resistencia minima (aerodindmica o hidrodindmica), estudiado
por Newton? en los Principia Mathematica en 1687:

Un s6lido se mueve en un fluido con una velocidad constante
dada y cubre, en su extremo posterior, una seccién transver-
sal prescrita que es ortogonal al vector velocidad, encontrar
el perfil del cuerpo que proporciona la minima resistencia
[14].

Sin embargo, es generalmente aceptado que es en el desafio de en-
contrar la curva de mas rapido descenso donde se encuentra la génesis
del célculo de variaciones.

2.1.1. El problema de la braquistécrona

El problema de la curva de mas rapido descenso, conocido también
como el problema de la braquistdcrona® fue formulado por Johann Ber-
noulli, a manera de desafio a los matematicos de su tiempo, en la edicion
de junio de 1696 de la revista Acta Eruditorum. El problema se enun-
cié como sigue:

PROBLEMA NOVUM, ad cujus Solutione Mathematici invitan-
tur. “Datis in plano verticali duobus punctis A et B, assignare
mobili M viam AMB, per quam gravitate sua descendens, et
moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore perveniat
ad alterum punctum B.”(“Si dos puntos A y B son dados
en un plano vertical, asignar a una particula mévil M la tra-
yectoria AMB, a lo largo de la cual, descendiendo bajo su

3Sir Isaac Newton, matemdtico inglés, 1643-1727.
Del Griego Bedcniotog, brachistos: el mds corto, ¢npovog, chronos: tiempo.
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propio peso, pasa del punto A al Punto B en el tiempo més
corto.”) [15]

El problema fue resuelto por seis de las mentes matemadticas mas
brillantes de la época: los hermanos Johann y Jakob Bernoulli, Tschirn-
haus®, Leibniz8, L'Hopital” y Newton. La solucién de Newton fue pu-
blicada en forma anénima y sin prueba en enero de 1697 en las Philo-
sophical Transactions of the Royal Society, en tanto que las otras fueron
publicadas en la edicién de mayo de 1697 de Acta Eruditorum.

La solucién propuesta por Johann Bernoulli se basa en una analogia
con la éptica (usando los principios desarrollados por Snell®, Huygens® y
Fermat!?), y en una discretizacién de la trayectoria. La braquistécrona
se identifica con la curva que un rayo de luz sigue al propagarse en un
medio cuya densidad es inversamente proporcional a la velocidad que la
particula adquiere al deslizarse por la fuerza de la gravedad; esa curva
obedece, en cada punto, el principio de tiempo minimo de Fermat.!!
En forma elegante, formulando matematicamente los principios de la
optica, Johann describe la ecuacion diferencial de la curva de méas rapido
descenso, la cual reconocié como la cicloide: curva que describe un punto
fijo de un circulo cuando éste rueda sin resbalar sobre una recta.

Aunque la solucién de Johann es elaborada e ingeniosa, es una so-
lucién ad hoc para el problema de la curva de mas rapido descenso.
La soluciéon mas profunda, en la cual se presenta por primera vez la
idea matematica de wariacion de una curva fue la propuesta por Ja-
kob Bernoulli. En ella se encuentra la idea fundacional del célculo de
variaciones; ver [16]. La solucién de Jakob descansa en el concepto de
infinitesimales, la generalizacién del concepto de punto estacionario y
en un ingenioso argumento geométrico. La idea fundamental es que las
propiedades extremales de la braquistocrona deben conservarse en cada
porcion de la curva, igualando las longitudes infinitesimales de la curva
y de una variacién de ella, Jakob deduce también la ecuacién diferencial

SEhrenfried Walter von Tschirnhaus, matematico aleman, 1651-1708.

5Gottfried Wilhelm von Leibniz, matemético alemén, 1646-1716.

"Guillaume Francois Antoine Marquis de L’Hépital, matemético francés, 1661
1704.

8Willebrord Snellius, astrénomo y matematico holandés, 1580-1626.

9Christiaan Huygens, matemético y cientifico holandés, 1629-1695.

0Pierre de Fermat, matemaético francés,1602-1665.

11 a trayectoria que sigue un rayo de luz es la trayectoria que puede ser recorrida
en tiempo minimo. Este principio es considerado también como la definicién de rayo
de luz.
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Figura 1: (a) El problema de la braquistécrona, (b) La solucién de
Johann Bernoulli, (¢) La solucién de Jakob Bernoulli.

que satisface la cicloide.

En la figura 1(a) se describe el problema de la braquistécrona, en
tanto que en 1(b) y en 1(c) se presentan parte de las soluciones de los
Bernoulli. Estos bosquejos se realizaron en base a los que aparecen, de
acuerdo con NSF-National Curve Bank'?, en la Tabla IV del articulo de
Bernoulli en Acta Eruditorum de 1697.

La cicloide es una de las curvas més famosas en las matematicas.
Se define como la trayectoria que sigue un punto sobre la circunferen-
cia de un circulo cuando éste rueda sin resbalar sobre una recta. Fue
descubierta por Galileo'® y ha sido estudiada por siglos por algunas de
las mentes mas brillantes del pensamiento cientifico. Por ejemplo, en
la obra Traité de la roulette escrita por Pascal'* en 1659, se calcula,
usando el llamado método de los indivisibles que antecede al céalculo
de Leibniz y Newton, el drea de la regiéon formada por la cicloide, su
eje de simetria y un segmento de recta paralela a la recta sobre la cual
resbala el circulo, asi como voliimenes de revolucién asociados a esta
region. En la misma época, con la idea de construir un reloj de péndulo
de gran exactitud, Huygens descubrié que si la oscilaciéon de la masa de
un péndulo se confina a una regién bordeada por una cicloide en lugar
de un circulo, el periodo es independiente del punto de inicio, debido a
la propiedades de isocronia de la cicloide

En un lenguaje moderno, el problema de la braquistécrona se for-
mula de la siguiente manera:

2http://curvebank.calstatela.edu/
13Galileo Galilei, fisico, matemético, astrénomo y filosofo italiano, 1564-1642.
Y Blaise Pascal, fildsofo y matematico francés, 1623-1662.
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Entre la familia de curvas que representan graficas de fun-
ciones y : [0,/] — R™, =z + y(x) continuamente diferen-
ciables, y que satisfacen las condiciones y(0) = 0,y(¢) = —¢,
encontrar la que minimiza el tiempo de descenso dado por:

_ @)
@ r= 29/0 y(x) o

2.1.2. El problema isoperimétrico

El volumen V de la obra Mathematicee Collectiones de Pappus de
Alejandria (290-350 D.C.) da cuenta de la solucién al problema isope-
rimétrico por el gedbmetra griego Zenodorus (200-140 A.C.), la cual esti-
pula que el circulo encierra el drea mas grande entre todos los poligonos
del mismo perimetro [17]. Este resultado es, de alguna manera, cubierto
con un velo poético en el libro I de La Eneida de Virgilio (70-19 A.cC.),
donde se lee!®:

... Agitada con esto. Dido preparaba su fuga y reunia a los

que habian de acompanarla, senalando entre los que mas

detestaban o temian al tirano; apodéranse de unas naves

que por su dicha estaban aparejadas, y las cargan de oro; las

riquezas del avaro Pigmalién van por el mar, y una mujer

capitanea la empresa. Llegaron los fugitivos a estos sitios,

donde ahora ves las altas murallas y el alcazar, ya comenzado

a levantar, de la nueva Cartago, y compraron una porcion

de terreno, tal que pudiera toda ella cercarse con la piel de

un toro, de donde le vino el nombre de Byrsa'S. ..
En este verso se relata la fundacién de la ciudad de Cartago por la Reina
Dido!'” obligada a huir de la ciudad Tiro después de que Pigmalién
asesinara a su padre. Al desembarcar en el norte de Africa, cerca de la
actual Tunez, le es cedido un terreno bordeado por el mar tan grande
como pudiera ser rodeado por la piel de un toro. Dido corta tiras de

151,a Eneida, Virgilio, Libros I-VI, uNaM, 1972. Edicién preparada por R. Bonifaz
Nuno.

Del griego Pvpoa: la piel de un toro. Ver pag. 1006 del Dictionary of Greek
and Roman biography and mythology, editado por William Smith, 1813-1893, de la
coleccién: Making of America Books.

17 A136, también llamada Elisa. Idem.
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piel extremadamente delgadas para construir un semicirculo, fundando
asi la ciudad de Cartago.

El problema isoperimétrico, también conocido como el el problema
de Dido, es el siguiente:

Entre todas las curvas planas y simples de un mismo perime-
tro encontrar la que encierra el area mas grande.

En un lenguaje moderno el problema de Dido se formula tomando
coordenadas (z,%) en el plano R? y una curva suave en el semi-plano
superior, (el eje = representa el limite del mar), que representa la grafica
de una funcién y : [—p,p] = R, =z — y(x),y(—p) = y(p) = 0. El
problema consiste entonces en

P
maximizar / y(z) dx,
—p

o
sujeto a que / V1+9y/(x)? de, sea constante.
—p

2.2. Problemas Variacionales

Los problemas isoperimétrico y de la braquistécrona son problemas
tipicos del célculo de variaciones, rama del andlisis mateméatico que tie-
ne como objeto de estudio la optimizacién de funcionales, es decir, la
optimizacion de funciones que tienen como dominio a una familia de
funciones con alguna propiedad especifica, y como contradominio a los
nimeros reales. Estos funcionales frecuentemente representan alguna ley
o propiedad fisica o geométrica, y se expresan como integrales defini-
das en términos de funciones y sus derivadas, como la integral (1) y las
integrales en (2).

En el resto de esta seccién nos referiremos a dos tipos de problemas
variacionales que generalizan los problemas arriba expuestos.

El problema variacional mds simple. Sea f : R3 — R, (z,y,2) —
f(x,y, z) una funcién diferenciable con primeras y segundas deri-
vadas parciales continuas con respecto a todas las variables. Sea
[a,b] C R un intervalo cerrado y sean y1,y2 € R dos valores fijos
dados. El problema variacional mas simple consiste en la minimi-
zacion de
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b
(3) JMZ/f@M%M@M%

entre todas las funciones diferenciables y : [a,b] — R,z — y(x)
que tienen derivada continua y que satisfacen las condiciones y(a) =

Y1, y(b) = Y2.

El problema variacional con una restriccién En este problema se
considera otra funcién g : R® — R, (2,9,2) — g(x,y,2) di-
ferenciable, con primeras y segundas derivadas parciales conti-
nuas con respecto a todas las variables, y tres valores fijos dados
y1,Yy2, I € R. El problema variacional con una restriccién consiste
entonces en la minimizacién de (3) entre todas las funciones dife-
renciables y : [a,b] = R,z — y(x) que tienen derivada continua,
que satisfacen las condiciones y(a) = yi1, y(b) = y2 y que hacen
que

b
(4) Kyl = [ (w.y(@). /() da,
tome el valor fijo [I.

2.3. La ecuacion de Euler-Lagrange

De acuerdo con C. Fraser [18], la formalizacién de los métodos del
calculo de variaciones como se conocen hoy en dia tienen su origen en
los trabajos de Lagrange'® basados a su vez en los trabajos de Euler,
y en el intenso intercambio cientifico que mantuvieron ambos.

En junio de 1754 el joven Lagrange escribié a Euler una primera car-
ta explicando la ampliacién de algunos resultados expuestos en la obra
clasica de Euler Methodus Inveniendi.?® En agosto de 1755, Lagrange
escribid a Euler una segunda carta en donde presenta una nueva manera

'8 Joseph-Louis Lagrange, matemético francés de origen italiano, 1736-1813.

19T.eonhard Euler, matemético suizo, 1707-1783.

29 Methodus Inveniendi Lineas Curvas Mazimi Minimive Proprietate Gaudentes
(Métodos para encontrar lineas curvas que tienen alguna propiedad de mdzimo o
minimo). Obra publicada en 1744. Consiste de una coleccién de problemas de fisica y
matemadticas incluyendo el problema isoperimétrico. Las soluciones son presentadas
en base a cdlculos laboriosos y a una fuerte argumentacién geométrica.
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de resolver estos problemas sin recurrir a ningin andlisis geométrico; en
tres paginas Lagrange presenta un algoritmo que resolvia los tres ejem-
plos centrales de los Methodus Inveniendi, resultados que impresionaron
profundamente a FKuler. En esta segunda carta se introduce por primera
vez el simbolo ¢ al cdlculo infinitesimal:

. si F'y denota una funcién de y y y es funcién de z 2!,

se supone que x es constante con respecto a ¢, es decir,
0z = 0, en tanto que dy denota la variacién de y usada
para distinguirla de la diferencial usual dy. La cantidad § F'y
denota el incremento en F'y cuando y es incrementada y se
asume que déFy = ddFy. ..

En 1760 Lagrange publicé dos articulos seminales. En el primero
presenta el desarrollo paramétrico del método de variaciones y en el se-
gundo desglosa una explicacion exhaustiva de las técnicas variacionales
y del principio de minima accién de la dindmica. El pensamiento ma-
tematico de Lagrange en relacién a los procesos variacionales culminé en
1788 con la aparicién de su obra clasica Mechanique Analitique, la cual
marca el cierre del ciclo del nacimiento de los fundamentos del calculo
de variaciones.

Lo que hoy se conoce como la ecuacién de Euler-Lagrange, esté pre-
sente ya en los trabajos de Lagrange y Euler mencionados antes. Esta
ecuacién proporciona una condicidn necesaria de optimalidad, en el sen-
tido de que una solucién de un problema variacional es necesariamente
solucién de esta ecuacién.

Vamos a presentar la ecuacién de Euler-Lagrange en un lenguaje
moderno. Sea V un espacio vectorial normado®?, y sea D C V un sub-
conjunto, no necesariamente un subespacio de V. Un funcional es una
funcién J : D — R, y — J[y|. Se dice que y € D es un valor extremo
de J si para todo y € D se satisface:

Iyl = Jyl.

El concepto de wariacion es fundamental en el estudio de valores
extremos. Este concepto generaliza el de la derivada direccional para
funciones reales.

2'En notacién moderna se trata de una funcién F(y(z),z)

*?Espacio vectorial V que tiene definida una funcién || - || : V — R que satisface:
|lv]] >0y ||v]] =0 siy solosi v =0 (positividad), ||u+ v|| < ||u|| + ||v] (desigualdad
del tridngulo), y |lav|| = |af||v]] (homogeneidad absoluta) para todo u,v € V y todo
escalar a.
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Definicion 2.3.1. Para y,v € D la variacién de J en y en la direccién
de v se define como

(5) 5ly:v) = lm = (J[y+ev] - J]),

e—=0t €
dondequiera que este limite exista.

Obsérvese que ambas y y v estdn fijas cuando € — 0T, la existencia
de limite implica ademds que ambas J[y| y J[y+ev] existen para valores
de ¢ suficientemente pequenos. En la practica es conveniente utilizar el
hecho de que

(6) SJlys) = Sy +e R

La variacién de J depende de su comportamiento local en una ve-
cindad de y. Por supuesto que la variaciéon no necesariamente existe en
cualquier direccién; ademas, puede existir en unas direcciones y no exis-
tir en otras. Las direcciones en las cuales la variaciéon de un funcional
existe se denominan direcciones admisibles. Cuando éstas son conocidas
o se sobreentienden se escribe simplemente 0./ [y].

Teorema 2.3.2. Una condicion necesaria para que J tenga un valor
extremo eny (en el interior de D) es que §J[y; v] = 0 para toda direccion
admisible v.

Nota 2.3.3. Los problemas variacionales més simple y con una restric-
cién, estdn formulados en el espacio lineal V = C![a,b]. Obsérvese, sin
embargo, que los dominios de los funcionales J y K son las familias

Dy = {yeV|yla)=
Dy = {yeV|ya)

1, y(b) =y} y
y1, y(b) = yo, K[y] = I},

respectivamente. Ninguno de los dos casos forman un subespacio de V.

El establecimiento de la condicién necesaria de optimalidad expresa-
da por la ecuacién de Euler-Lagrange se basa en el siguiente resultado.
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Proposicién 2.3.4. Sean o, € Cla,b] dos funciones continuas arbi-
trarias. St

para toda v € D, entonces « es una funcion constante. Ademds, si

b
(7) / (a(x)o(z) + By (x)) d =0,

para toda v € D, entonces 3 es diferenciable y satisface 5'(x) = a(x).

Demostracion. La prueba de la primera implicacién es elemental y pue-
de consultarse por ejemplo en [9]. La segunda implicacién sigue de la
primera y de una integracién por partes. En efecto, si se define la funcién

@)= [ ato) dn

se tiene que para toda v € D

de donde se sigue que f(x) —y(x) es constante esto implica que §'(z) =
a(z).
O

Nota 2.3.5. En la literatura del calculo de variaciones la derivacién
parcial se denota indistintamente con el simbolo d o con subindices,
siendo esta ultima la notacién mas frecuente en la literatura clasica.
Asi por ejemplo, si f : R" = R, (z1,...,2,) — f(x1,...,2,) €s una
funcion diferenciable con respecto a todas sus variables, entonces 0 Y
fa; denotan la misma derivada parcial.

Para el problema variacional mas simple se tiene el siguiente resul-
tado.
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Teorema 2.3.6. (Euler-Lagrange) Una condicidn necesaria para que
y € D sea un valor extremo de (3) es que satisfaga la ecuacion de Euler-
Lagrange

d
(®) fy—5-fy =0.

Demostracion.

Supongamos que y € D es un valor extremo de (3) luego, por el
Teorema 2.3.2 se tiene que 6.J(y;v) = 0 para toda direccién admisible
v € D. Usando la expresién (6) para calcular la variacién de J se tiene
que

0J(y;v) = 2J(y + sv)

_ /a (2, 9(2) + cv(2), ¥ (@) + ev/(2))|  da

e=0

= / (fy(@,y(@), ¥ (@)v(@) + fa(z,y(2), ' (2))v'(2)) d.

a

Igualando esta tltima expresién a cero y usando (7), se sigue la ecuacién
de Euler-Lagrange. O

En el caso particular de que el integrando sea independiente de la
variable x, la ecuacién (8) es equivalente a la ecuacién:

g

©) Vol =k

con k constante. En efecto, la ecuacion de Euler-Lagrange implica

d (,0
( s ) 0.
'
La ecuacién (9) es conocida en la literatura como la identidad de Bel-
trami.?3
Para el problema variacional con una restricciéon se tiene el siguiente

resultado que generaliza el método de multiplicadores de Lagrange para
la optimizacién de funciones de variable real

23Eugenio Beltrami, matemético italiano, 1835-1900.
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Teorema 2.3.7. Siy € Dy es un valor extremo de J que no es un
valor extremo de K, entonces existe una constante A tal que y es un
valor extremo de

b
/ (f + Ag) da,

es decir, satisface la ecuacion diferencial

d d
(10) fy_cmfy/+)‘<gy_d%,gy’> =0.

Las curvas integrales de la ecuacién de Euler-Lagrange se denomi-
nan curvas extremales. La ecuacién de Euler-Lagrange es una ecuacién
diferencial de segundo orden cuya solucién dependera en general de
constantes arbitrarias determinadas por los valores a la frontera.

Nota 2.3.8. Para cierto tipo de problemas variacionales (e.g. los pro-
blemas isoperimétricos), es conveniente considerar una formulacién pa-
ramétrica, es decir, considerar una curva parametrizada

t= (x(t),y(t)),

de tal forma que el funcional (3) se escribe como

/ab fl@,y.y) de = /: f (x(t);y(t), ﬁg) @ dt = /: U(z,y,&,7) dt.

Se puede probar que si la funcién ¥ no incluye explicitamente al pardme-
tro t y es homogénea de grado 1 con respecto a &(t) y y(t), entonces el
funcional [ ¥ es independiente de la parametrizacién, ver [9]. En este
caso la optimizacién del funcional [ f es equivalente a la del funcional
[ ¥ y la condicién necesaria se expresa por medio del siguiente par de
ecuaciones de Euler-Lagrange

d
11 U, — —0; = 0,
(11) o 0
d
(12) v, ——0, = 0.

dt
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Ejemplo 2.3.9. La braquistécrona
Como se explico en la seccién 2.1, el problema consiste en la mini-
mizacién del funcional (1) en Dy, es decir, se tiene

1+ (y)?
VY
Dado que no hay una dependencia explicita de = se puede utilizar la

condién de Beltrami (9) como condicién necesaria para un extremal, es
decir, si y € D7 es un extremal, entonces debe satisfacer la ecuacion:

flz,y,y) =

1
—_— = K1,

1+ (¥)*VY

o equivalentemente

dy _ [k2a—y
dz
La integracién de esta ecuacion diferencial es conocida desde los trabajos

de los Bernoulli y se basa en la introduccién de un angulo auxiliar ¢
definido como

1
, Con Rg = —5-
K1

tanp = i ,

R2 —Y

de donde se obtiene

(13) y = kg sen® .
La regla de la cadena implica

dp 1
dr  2rgsen? ¢’

De ahi, una integracién directa y la condicién inicial y(0) = 0 (¢(0) = 0)
implican

(14) x = p(¥ — send),

con 2p = kg y ¥ = 2¢. Ademads, la ecuacién (13) se escribe como

(15) y = p(1 —cos?).
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Las ecuaciones (14) y (15) corresponden a las ecuaciones paramétricas
de la cicloide.

Ejemplo 2.3.10. El problema isoperimétrico

Consideramos la formulacién paramétrica del problema de acuerdo
a lo explicado en la nota 2.3.8. Sea t — ~(t) = (z(t),y(t)), t € [t1, 2]
una curva cerrada, el drea encerrada por -y estda dada por

1 ("
(16) 7= [y ) d,
2 t1

en tanto que su perimétro estd dado por

to
(17) K = V2 4 y? dt.
t1

El problema consiste entonces en la optimizacion del funcional J su-
jeto a que el funcional K tome un valor constante dado. Por el Teorema
2.3.7 si y(t) es un extremal de J, que no es un extremal de K, entonces
también es un extremal de

to to
/ W%%@md#j/(ﬂ%%&w+AK@w@$»ﬁ,
t

1 t1

y satisface las ecuaciones (11) y (12) que en este caso se escriben como
sigue

O e
2" "t \ 2" Va2 + 2

o equivalentemente

YA = Ky,
Vi + 2
T+ A Y = Ko,
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con k1 y Ko constantes. Esto implica que

(18) (x = r1)* + (y — K2)® = N,

que es la ecuacién de un circulo.

2.4. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

El desarrollo del célculo de variaciones ha ido de la mano del desa-
rrollo del marco tedrico de la mecdanica clédsica, pues muchas de las leyes
fisicas se establecen a partir de principios variacionales. Un ejemplo ar-
quetipico es el llamado principio de minima accion, que establece que
el movimiento de un sistema es descrito por una trayectoria que mini-
miza el funcional de accién definido como la integral del Lagrangiano
(energia cinética menos energia potencial). Otros ejemplos de esta in-
teraccién entre el calculo de variaciones y la mecanica se tienen con la
introduccion de las coordenadas canénicas, el formalismo hamiltoniano,
la forma candnica de las ecuaciones de Euler-Lagrange, la integrabili-
dad y la llamada ecuacion de Hamilton-Jacobi. Esta ultima ecuacién es
la piedra angular de la mecanica y persiste, de alguna manera, en la
formulacién del principio del maximo.

De acuerdo con [19] corresponde a Hamilton?? establecer por primera
vez esta ecuacién y a Jacobi?® la presentacién de la ecuacién como se
conoce hoy en dia.

Una manera de establecer la ecuacion de Hamilton-Jacobi es a partir
de una forma general de la variaciéon del funcional, considerando como
admisibles a aquellas trayectorias con derivada continua y con puntos
iniciales y terminales variando arbitrariamente. En este caso es necesario
tener una nocién de cercania entre trayectorias, es decir, una topologia
en el espacio de trayectorias. Aunque esto puede definirse en forma
rigurosa, en esta exposicion mantenemos un nivel intuitivo al considerar
cercanas a dos trayectorias si ellas y sus derivadas lo son punto a punto,
como se ilustra en la figura 2.

Consideramos el funcional (3) y dos trayectorias admisibles y,y :
[a,b] — R,z +— y(z),y(x) cercanas en el sentido explicado arriba, si
h(z) = y(z) — y(z), y se escribe

6yl = Jly + h] — J[yl,

2YWilliam Rowan Hamilton, matemético irlandes, 1805-1865.
25Carl Gustav Jacob Jacobi, matemético aleman, 1804-1851.
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ylxr)

i

-

'
'
'
'

e

a+ da b b+46b

-
=

Figura 2: Dos curvas cercanas.

usando el desarrollo de Taylor, una integracién por partes y escribiendo
h(a) = (3y — y'8)las h(B) = (Jy — y/8)]b, se tiene que

b d
(19) 6Jy] = / (fy - dw@) h(z)dx + f _béb + fyh .
—f da — fy/h
b y d o x=b
= [ (5= gor ) oo gy
r=b

+(f - fy/y/)(5$

r=a

para méas detalles referimos al lector a [9]. La expresién (19) es la férmula
para la variacién general del funcional J[y]. Obsérvese que si los puntos
iniciales y terminales de las curvas admisibles se restringen a las lineas
verticales * = a y * = b entonces da = db = 0, en tanto que si se
mantienen fijos se tiene da = b = 0 y también dy|, = dy|, = 0.

Al definir la variable dual como

(20) x = p(x) = fy(z,9,9)
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y la funcién hamiltoniana como

(21) /H(xvyuzap) :zp—f(a:,y,z),

se tiene que

b
0J = /a <fy - ZZ) h(z)dx + (péy - 7—[530)

Siy(x) es un valor extremo de J entonces satisface la ecuacién de Euler-
Lagrange por lo tanto la integral en (19) se anula y se tiene que

z=b

r=a

x=b
(22) 6J = (fyf5y +(f = y’fyf)&s) ,
o bien
x=>b
(23) 6] = (péy - Héx)

En conclusién, independientemente de las condiciones de frontera,
un valor extremal de J[y] debe anular las condiciones (22) y (23). La
introduccién de las variable (20) y la funcién hamiltoniana (21) permite
escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange en la llamada forma canonica,
tomando 3y’ como variable independiente de y, la ecuacién (8) puede
escribirse como el sistema:

dy

d
I— —_— —_— — Y
(24) =22 fy—fy =0,

ademads la definicién de la variable dual implica

dH = —gdx — gdy + 3/ dp.
ox dy

Escribiendo los coeficientes apropiados para las diferenciales se obtiene

oM of oW of oM,

9 oz’ oy Oy’ 87p_y’

por lo tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange (24) se escriben como
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oy oM

(25) o =
op OH

(26) e = oy

Nota 2.4.1. La variable dual (20) se conoce en mecénica como la varia-
ble de momento, en tanto que las ecuaciones (25) y (26) se denominan
ecuaciones de Euler-Lagrange en forma candnica o ecuaciones de Ha-
milton.

Sean P = (a,y(a)) y Q@ = (b,y(b)) dos puntos arbitrarios, y su-
pongamos que uno y solamente un valor extremal de J[y] los une, la
funcién

b
s:/f@yww

depende de las coordenadas de los puntos P y @, de tal forma que si se
toma P fijo y se deja ) variable entonces

(27) S = 5(z,y(b)).

Se tiene entonces que dS = 0J (aqui y es un valor extremal de P a @
y ¥ es una trayectoria de P a (z 4 dz,a + da)), usando (23) (evaluando
en @) se tiene que

dS(z,a) = py — Hdx.

Por lo tanto

a8 oS
ax - _H7 8:{/ - p?
y de ahi que

o8 0S8
2 =2 22 =o.
(28) o +H<$,y, 8y> 0

Esta ecuacion diferencial, en general no lineal, se denomina la ecua-
cion de Hamilton-Jacobi. Hay una relacién intima entre la ecuacién de
Hamilton-Jacobi y las ecuaciones canénicas de Euler-Lagrange. En efec-
to, las ecuaciones candnicas representan el asi llamado sistema carac-
teristico asociado a (28).
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2.5. La condicion necesaria de Welerstrass

Weierstrass26

es uno de los genios matematicos imprescindibles del
siglo XIX, considerado como el padre del analisis matematico realizé con-
tribuciones importantes en diversas ramas de las matematicas. Sus apor-
taciones al calculo de variaciones son producto de su actividad cientifica
en sus anos de madurez. Sus ideas fueron diseminadas por sus estu-
diantes en notas (publicadas péstumamente) de sus disertaciones en la
Universidad de Berlin en los afios 80's del siglo antepasado. De acuerdo
con C. Fraser en su recuento histérico del célculo de variaciones en [20],
es a Weierstrass mas que ningun otro matematico, a quien debemos el
basamento légico y conceptual que establecié al calculo de variaciones
como una disciplina matematica moderna.

De nuevo nos concentramos en el problema variacional maéas sim-
ple de optimizacién del funcional (3) en la familia D;. Para la funcién
(2,y,2) = f(x,9,2), la funcién exceso®” introducida por Weierstrass en
1879 se define como sigue:

(29> E(m,y,z,w) - f(x,y,w) - f(.%',y,Z) - (w - Z)fz<m7y7z)

Obsérvese que f(z,y,z) + (w — 2)f.(z,y, 2) es la primera aproximacién
de Taylor de f(z,y,z) tomada como funcién de w alrededor de w = z,
por lo que la funcién € proporciona la distancia entre f(z,y,z) y su
aproximacion lineal alrededor de w = 2z como se ilustra en la figura 3.

Teorema 2.5.1. Siy € Dy es un valor extremo de (3) entonces
(30) E(@,y,y',w) >0
para toda t € [a,b] y toda w € R.

La prueba de este teorema es laboriosa y contiene detalles técnicos
delicados, sin embargo es constructiva y esta basada en un sencillo ar-
gumento geométrico. Supongamos que y € D; es un valor extremo de
J,y sean xg € [a,b] y § € (zg, b] arbitrarios. Se considera una variacién
e y(-,e), € €0,6 — x| de y tal que:

e = — y(z,¢) es lineal en el intervalo [zg, zg + €] con derivada igual
aw,

26Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, matematico aleman, 1815-1897.
2"Hemos traducido ezcess function como funcidn exceso, acorde con el nombre de
Ezzess Funktion asignado originalmente por Weierstrass.
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flz,y, z,w)

Elz,y,z,w)

peccccana

1
1
1
1
1
1

&

Figura 3: Interpretacién geométrica de la funcién exceso de Weierstrass.

e = — [y(z,e) — y(x)] es lineal en el intervalo [xg + ¢, d],

o y(x,e) = y(z) para toda x € [a,zo] U [J, b].

Claramente y(-,0) = y y y(-,&) — y cuando € — 0. Por lo tanto, la
funcién € — J[y(-,e)] debe tener un minimo en ¢ = 0. El resto de la
prueba consiste en demostrar que esta funcién es derivable en ¢ = 0 y
que su derivada es igual a la funcién exceso, la prueba se sigue dado que
esta derivada debe ser no-negativa.

Ejemplo 2.5.2. Para el problema variacional

1
J[y] :/O W?+y?) dx, y(0)=0, y(1) =0,

de acuerdo con las ecuaciones de Euler-Lagrange, un valor extremo sa-
tisface y(x) = 0, es decir, y(z) y ¥/'(z) son idénticamente nulas. Por otro
lado la funcién exceso de Weierstrass se escribe como

g(l',y, 2 U}) = (’U) - Z)(’LU2 + (Z + l)w — (222 =+ z)),
por lo que
E(LE,y,y/,’w) = 5(27,0,0,’(0) = w2(1 + w)

Es decir, £ puede hacerse positiva o negativa segin se elija w, de ahi que
y = 0 no puede ser un valor extremo para J[y].
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De la condicién necesaria de Weierstrass se puede deducir una con-
dicién necesaria semejante a la del principio del maximo. En efecto,
tomando en consideracién la variable de momento (20) y la funcién
hamiltoniana (21) se tiene que

5(%%1//,?11) = H(.CC, yvylvp) - H(m,y,w,p).

Por lo tanto, la condicién necesaria de Weierstrass es equivalente a afir-
mar que si y es un valor extremo de J[y] entonces

H(z,y,y',p) = min H(z,y,u,p),
u€eR

condicion similar a la establecida por el principio del maximo.

Sin embargo, seria injusto hablar de una oportunidad perdida o con-
siderar que Weierstrass no fue capaz de enunciar esta version del prin-
cipio del méximo, pues ademads de que esta formulacién descansa en la
interpretacion de z y p como variables independientes y en la introduc-
cién del hamiltoniano, la teoria de control, entendida como la teoria de
ecuaciones diferenciales sobre-determinadas, no estaba completamente
desarrollada.

Nota 2.5.3. Para facilitar la exposicion, en esta seccién se ha tratado
el caso de una variable, es decir, la minimizacién del funcional (3) con
trayectorias admisibles definidas como y : [a,b] — R, = — y(z). Para
el caso multivariable, se toma el integrando como una funcién continua
f  RxR"xR" — R, en tanto que las trayectorias admisibles se
definen como y : [a,b] — R", = — y(x) = (y1(x),...,yn(x)), ademds
v (z) = (yi(z),...,y,(x)). La condicién necesaria (8) estd dada por el
sistema de ecuaciones diferenciales

d .
Foo = ol =0, i=1..n.

Las variables de momentos y el hamiltoniano estan definidas por p =
(p1,...,pn) con p; = fy{-’i =1,....ny H = —f+ (y,p) respectiva-
mente. La transicién de las variables (z,y,y’) a las variables canénicas
(z,y,p) requiere que el jacobiano det( fy;y;) no se anule identicamente.
Las ecuaciones de Hamilton se escriben como

. OH ) OH

= ;= — 1=1,...,n
y'L apz7 p’L ay/[/? Y

en tanto que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi se escribe como
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oS

+H(xay1)"'ayna

0S8 o8
Oz ) =0

dy1”" " Oy

3. Preludio al principio del maximo

El principio del maximo encuentra sus raices en la tradicion clasi-
ca del cédlculo de variaciones y surge dentro de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias y de la teoria de control. La idea central del
principio del méximo aparece en germen en las condiciones necesarias
de optimalidad estudiadas inicialmente por Weierstrass, y desarrolladas
posteriormente por Bolza y Carathéodory a finales del siglo XIX y prin-
cipios del siglo XX y maés recientemente en la segunda mitad del siglo
pasado por Bellman y Hestenes. En esta seccién elaboramos una presen-
tacién cronolégica de algunas de estas ideas. Para facilitar la exposicion
nos concentramos, como antes, en el caso de una variable y no incluire-
mos el caso, muy importante, de las llamadas condiciones de esquina y
de las curvas extremales que son continuas a trozos, para esto referimos
al lector a [9].

3.1. El problema de Bolza

Bolza?® realizé contribuciones importantes en diversas ramas del
andalisis matemadtico, especialmente en la teoria de funciones elipticas
e hiperelipticas y en el célculo de variaciones. Participé de las lecturas
de Weierstrass y del seminario de Klein?” en Berlin a principios de los
80’s del siglo antepasado. Emigré a los Estados Unidos en 1888 en donde
permanecié hasta 1908, principalmente en la Universidad de Chicago.
Su actividad cientifica impacté significativamente a la comunidad ma-
temadtica norteamericana: fue miembro fundador de la AMS?" y de la,
aun hoy, reputada publicacién Transactions of the AMS. En 1901, en el
tercer coloquio de la AMS, diserté6 de manera brillante sobre el estado
del arte de calculo de variaciones, [21].

El llamado problema de Bolza es uno de los problemas més generales
del calculo de variaciones, fue formulado por Bolza mismo en los trabajos
[22] ¥ [23], aqui seguimos la presentacién dada por Bliss®? en [24].

28Oskar Bolza, matematico aleman, 1857-1942.

29Christian Felix Klein, matemdtico aleman, 1849-1925.

30 American Mathematical Society

3lustracién tomada, del sitio https://www.wikipedia.org
32Gilbert Ames Bliss, matemético norteamericano, 1876-1951.
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GERR NORLLE GOTTINGEN.

Figura 4: Oskar Bolza. 3!

Dados 1,22 € R se trata de encontrar en la clase de trayectorias

(31) r=y=(y(),...,yn(z)), 1 <z<29

que satisfacen las ecuaciones diferenciales

(32) Valr,y,y) =0, a=1,...,m<n,

y condiciones de frontera

(33) ¢p(w1,y($1),x2,y(332)) =0 n= 17 Y % < 2n + 25

aquella que minimiza el funcional:

(34)  Jly] = glar,y(e), 2, y(e2)) + / Y fayy) dr.

con f:RXR"XR®” > Ryg:RxR"xRxR"” — R funciones
continuamente diferenciables. El caso g = 0 se denomina el problema de
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Lagrange mientras que el caso f =0y p < 2n+2 es llamado el problema
de Mayer3.

Siguiendo la notacién de Bliss, para establecer las condiciones ne-
cesarias para un valor extremo de J[y] se considera una regién R de
puntos (z,y,%’), en la cual las funciones f y ¢, tienen derivadas parcia-
les continuas hasta de tercer orden, a la vez que las funciones g, v, tie-
nen las mismas propiedades en el dominio de los puntos (z1, ¥i, , 2, ¥i, )
para los cuales (21,¥;,) = (z1,¥i(1)) v (¥2,9i;) = (2, vi(z2)) per-
tenecen a conjuntos (z,y,y’) en R. La independencia de las condicio-
nes (32) y (33) estd garantizada al asumir que las matrices (pay) ¥
(Yuzr Yy, Vs ¥y, ) tienen rangos m y p respectivamente.

Un conjunto admisible es aquel que esta en el interior de R y donde
se satisface la ecuacién ¢, = 0. Una trayectoria admisible (31) es una
curva continua que consiste de un numero finito de sub-trayectorias
con giro de tangentes continuo y cuyos elementos (z,y,y’) son todos
admisibles.

De acuerdo con Bliss, el problema de Bolza, mas precisamente esta-
blecido, consiste en encontrar, en la clase de trayectorias admisibles que
satisfacen las condiciones de frontera v, = 0, aquella que minimiza el
funcional J[y]. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. (Bolza) Para un valor extremo Fyo del problema de
Bolza, existen constantes ¢; y una funcion

F =Xof + Xa(2)pa,

tal que las ecuaciones

(35) Fy{-:/ Fydr+c y va=0,
1

se satisfacen en cada punto de E1o. En los puntos inicial y terminal de
Eqo se satisface, ademds de la ecuacion v, = 0, la condicion

2
(36) (F = yiFy) do+ Fy dy; .t Ao dg =0,

para cada conjunto de diferenciales dxy,dy;,,dxs y dy;,, las cuales satis-
facen la ecuaciones di, = 0. El primer multiplicador Ao es constante,

33Christian Gustav Adolph Mayer, matemético alemén, 1839-1908.
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y los multiplicadores Ao () son continuos excepto posiblemente en los
valores de x que definen esquinas de E12. Los multiplicadores g, Ao ()
no se anulan simultineamente en ningun punto de E1s.

El caso en el que el mutiplicador Ay = 0 es denominado el caso anor-
mal y fue estudiado por Bliss en [25], este caso de extremales anormales
es de suma importancia en la formulacién del principio del maximo.

Nota 3.1.2. La ecuacién (35) es la presentacién integral de la ecua-
cién de Euler-Lagrange. La ecuacién (36) se denomina condiciones de
transversalidad en los valores inicial y terminal de la curva extremal y
también estan presentes en la formulacién del principio del maximo.

3.2. El camino real de Carathéodory

Carathéodory 3* se inicié en el estudio del célculo de variaciones
influido por Hilbert3® y Klein, su trabajo tuvo fuerte impacto en la
comunidad cientifica europea, sobresaliendo su labor editorial en las
afamadas publicaciones Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo
y Mathematische Annalen.

El periodo de la segunda guerra mundial le fue especialmente dificil,
si bien no formé parte del movimiento nacional socialista, se mantuvo
ligado con miembros del partido nazi. Como muchos miembros de la
burguesia ilustrada alemana, guardé silencio ante los crimenes perpe-
trados por el régimen hitleriano y nunca mencioné el holocausto. Al
término de la guerra dedicé esfuerzos significativos para re-establecer
la matematica como una disciplina académica en Alemania, como una
manera de reintegrar al pais a la comunidad de naciones civilizadas [26].

Carathéodory realizé contribuciones importantes al analisis matemati-
co, en especial al calculo de variaciones y su relaciéon con la teoria de
ecuaciones en derivadas parciales, su obra [27] publicada en 1935 con-
tinua siendo una referencia ineludible en ese campo. Sus métodos ele-
gantes en el estudio de condiciones necesarias y suficientes para valores
extremales, en particular su enfoque de la llamada teoria de campos,
fueron bautizados por Boerner3® como el camino real de Carathéodory
en el cdlculo de variaciones, ver [28]. De acuerdo con H.J. Pesh [29], Ca-
rathéodory estableci6 varias salidas y perdié al menos una oportunidad
para transitar del calculo de variaciones a la teoria de control 6ptimo,

34Constantin Carathéodory, matematico alemén de origen griego, 1873-1950.
35David Hilbert, matematico alemdn, 1862-1943.
36Hermann Boerner, matematico aleman, 1906-1982.
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Figura 5: Constantin Carathéodory. 37

salidas que se refieren a los resultados mas prominentes de esta ultima:
la distincion entre variables de estado y variables de control, el principio
de optimalidad conocido como la ecuacion de Bellman y el principio del
maximo.

Carathéodory consideré el siguiente problema variacional: dados a, b €
Ry z1, 29 € R fijos, y f : R?"*1 — R de clase C;, minimizar el funcional

b
(37) Il = / f(x,y.y) da,

entre las curvas y : [a,b] — R™, = — y(x) de clase C; que satisfacen
las condiciones y(a) = z1,y(b) = x2 y que estén sujetas a la ecuacién
diferencial implicita

(38) G(x,y, y/) =0,

con G : R¥"1 5 RP, p < n de clase Ca tal que:

3Mlustracién tomada del sitio http://www.wikipedia.org



EI Principio del Méaximo: una perspectiva historica 29

(39) rango <6G,k) =p.
8yj

Carathéodory muestra que una condicién necesaria para un valor
extremal es la llamada condicion de Legendre-Clebsch: para (x,y) €
R™*! fijos, el mapeo v + f(z,y,v) tiene hessiano f,,(z,y,v) positivo
definido.

La condiciéon para un valor extremal formulada por Carathéodory
descansa sobre el hecho de que (39) garantiza la existencia de una familia
de curvas definida por una ecuacién diferencial § = ¢(z,y) con ¢ de
clase C; tal que se cumple la restriccién diferencial (38).

Teorema 3.2.1. (Carathéodory) Supdngase que erxisten funciones
Y(x,y) de clase C1 y S(x,y)de clase Cy tales que

f(:l:,yﬂ/]) - Sy(%?JW(%?J) = Sx(ajay)v
f('r7y7 Z) - Sy(ac,y)z > S$(:C7y)a

para toda z que satisface z(a) = x1, z(b) = z2 y la restriccion diferen-
tial G(x,y,z) = 0, donde 0 < |z —¢(z,y)| < € con € suficientemente
pequeno. Entonces las soluciones al problema de valores a la frontera
g = Y(x,y),y(a) = z1,y(b) = x2 son valores extremales del problema
variacional dado por (37) y (38).

Nota 3.2.2. Para el caso del problema variacional sin la restriccion di-

ferencial (38), Carathéodory establece que se deben encontrar funciones
Y(x,y) v S(x,y) tales que la funcién

y/ = f($7y>y,) - Sa:(xv y) - Sy(x>y)y/7
posee un minimo igual a cero para y' = ¢(x,y), es decir,
(40) Si(,y) = min{f(z,y, y') — Sy, 9)y'}-

Esta ecuacién se conocié mas tarde como la ecuacion de Bellman y es
el fundamento del llamado principio de la programacién dindmica.
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Introduciendo la funciéon M (z,y,y',u) = f(z,y,v") + p*G(z,y,v'),
donde p es un multiplicador p-dimensional, Carathéodory formulé lo
que llamé las ecuaciones fundamentales del cdalculo de variaciones: un
valor extremal del problema variacional (37) y (38) es una solucién del
sistema

SfE = My’(%%%ﬂ%
Sy M(xaya¢7ﬂ)_My’(x7y7¢7ﬂ)wa
G(z,y,¢) = 0.

Ademas, puesto que la funcién exceso puede escribirse como

E(x,y,z,w, p) = M(z,y,w, p) — M(x,y,z,p) — M:(z,y, 2, p)(w — z),

Carathéodory muestra que la condiciéon de Legendre-Clebsch implica la
condicién necesaria de Weierstrass y garantiza la positividad definida
de la matriz

M / GT/
41 vyt Myt
(41) (e %
Quizas el acercamiento més proximo de Carathéodory al formalismo

de lo que hoy se conoce como la teoria de control éptimo se encuentra
con la introducciéon de las variables

(42) z = My(z,y,y,p),
w = Gx,y,y) = M;(z,y,9, p).

La condicién (41) permite resolver para ¢’ y para p

/

y = ®(x7 y727w)7
/’L = X(x7 y7 27 w)?

por lo que el hamiltoniano del sistema puede definirse en términos de
las coordenadas candnicas (x,y, z,w) como

H(z,y,z,w) = =M (2,y,®,X) + 2" @ + w" X.
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Evidentemente H es de clase Cy y satisface las ecuaciones

(43) Hy=-M, H,=-M, H,=9%", H,=X".

De tal forma que si se toma H = H(z,y,z,0), entonces la definicién
(42) de la variable z y la condicién (41) permiten escribir & = ¢(z, vy, 2)

y u=E&(x,y,z) y también:

(44) H(CL‘,y,Z) = —f(.T,y,gZS(l‘,y,Z)) + ZTQS(xvva)'

Por lo tanto las ecuaciones (43) implican

Hx(%@/,z) = _fzv(yvz7¢)7
Hy(m7yaz) = _fy(yvza¢)a
HZ(x7y> Z) = ¢($7yaZ)T-

Estas ecuaciones caracterizan completamente el problema variacional.

Carathéodory va mas alla al tomar una particién adecuada de las
variables y escribir y = (y(l),y@)) con y() = (Y1, Yp) ¥ y? =
(Yp+1s - - -, yn) de tal forma que

G(z,y,9) =9 — W(z,y,9?),

y (44) se escribe como

T T
H(z,y,z) = —fla,y,¢P) + 21 ¢1) 4,76

con

g = Uz, y,vW) =W (z,y,2),
y(2) = ‘IJ(SU,y,Q,Z)@)):Qb(Z)(:CayaZ)‘

Este es el tipo de sistema hamiltoniano que aparece en la teoria de
control éptimo. La variable candnica z representa lo que hoy se conoce
como variables de co-estado en tanto que §2) proporciona lo que serian
las variables libres del problema de control dptimo definido por (37) y
(38).
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3.3. La programacion dinamica de Bellman

Bellman®® realiz6 contribuciones importantes a la matematica bési-
ca y aplicada. En 1946 defendié su tesis sobre ecuaciones diferenciales
en Princeton bajo la direccién de Lefschetz.3? En 1950 inicia su traba-
jo en la corporacién RAND?, es en este periodo en el que elabora la
llamada teoria de la programacion dindmica, considerada como uno de
sus aportes mas significativos a la matematica aplicada. En su formu-
lacién inicial, la teoria no estuvo ligada a un paradigma computacional
especifico ni a un desarrollo tecnolégico particular, de hecho la era mo-
derna de la computacién apenas iniciaba: ENIAC habia sido anunciada
en 1946.

En su autobiografia [30], Bellman relata que eligié ese nombre para
la teoria con el fin de convencer a un funcionario de alto rango de la
Fuerza Aérea Norteamericana de apoyar su investigacion al interior de
la RAND, en la pagina 159 se lee:

“ ... Though, I thought dynamic programming was a good
name. It was something not even a Congressman could ob-
ject to. So I used it as an umbrella for my activities.”4!

En su articulo expositorio[31] Bellman explica que la teorfa fue crea-
da para tratar problemas matematicos que surgen en lo que él llamé pro-
cesos de decision multi-etapas (multi-stage decision processes), procesos
que consisten de un sistema fisico cuyo estado en un momento dado es
determinado por un conjunto de cantidades, pardmetros o variables de
estado las cuales pueden ser prescritas de antemano y sobre las cua-
les se requiere tomar decisiones que afectan el estado del sistema. Una
sucesion de decisiones se llama una politica y uno estd interesado en en-
contrar una politica éptima para un criterio asignado. La idea bésica de
la teoria es considerar una politica dptima como aquella que determina
la decisién requerida en cada momento en términos del estado actual del
sistema, esta idea fue formulada por Bellman en el llamado principio de
optimalidad que se enuncia como sigue:

38Richard Ernest Bellman, matemético norteamericano, 1920-1984.

3980lomon Lefschetz, matemético americano de origen ruso, 1884-1972.

4OResearch ANd Development, corporacién sin fines de lucro abocada a la investi-
gacion de politicas publicas de desarrollo.

41 .. asi, pensé que programacién dindmica era un buen nombre. Era algo que ni
siquiera un congresista podria objetar. Por lo que que lo usé como una cobertura
para mis actividades. (NB. Traduccién libre del autor.)

“2Tlustracién tomada del sitio http://www.breves-de-maths.fr/
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Figura 6: Richard Bellman. 42

Una politica 6ptima tiene la propiedad de que cualesquiera
que sea el estado inicial y las decisiones iniciales, las deci-
siones posteriores deben constituir una politica 6ptima con
respecto al estado resultante de las primeras decisiones.

En el articulo arriba citado, Bellman explica la formulacién ma-
tematica de este principio en cuatro contextos diferentes, a saber, dis-
creto determinista, discreto estocdstico, infinito estocastico y continuo
determinista.

Para el contexto continuo determinista, el sistema es descrito por un
vector p (en algun fijo espacio R™), se define entonces la funcién

f(p,T) = el resultado obtenido sobre el intervalo [0, T'] usan-
do una politica éptima comenzando con un estado inicial p.

El proceso de decisién multi-etapas consiste de una eleccién en cada
t € [0,T], sin embargo en este caso es conveniente elegir politicas sobre
intervalos (y luego pasar al limite de esos intervalos hasta reducirlos a
un punto). Sea d una decisién admisible hecha sobre el intervalo [0, 5],
y sea py el estado en S obtenido con d a partir del estado inicial p, la
llamada ecuacion funcional para el principio de optimalidad en este caso
se escribe como
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(45) fp;S+T) = S%pf(pd;T),

donde el supremo se toma sobre el conjunto D de todas las decisiones
admisibles d.

Con esta formulacién en mano Bellman desarrolla una coleccion de
ejemplos. En particular, considera el problema variacional que consiste

en maximizar el funcional
T
/ F(x,y) dt
0

sobre y, donde x y y estan conectadas por la relacién

le—f = G(z,y), z(0) =c.

Procede entonces a enfocar el problema como un proceso continuo de
decisién multi-etapas, buscando determinar y para cualquier tiempo,
como una funcién de los dos pardametros de estado ¢ y T. En este caso

la ecuacion funcional se escribe como

T
f(e.1) = mix [ Flay) d.
¥ Jo

y el principio de optimalidad implica que f(c,T') satisface la ecuacién

T

(46) fle,S+T)= méx </ F(z,y) dt + f(c(S),T).
y€[0,5] \ Jo

Suponiendo que y es continua y tomando el limite cuando .S — 0, Bell-

man deduce a partir de (46) la ecuacién en derivadas parciales de primer

orden cuya caracteristica resulta ser la ecuacion de Euler-Lagrange que

se obtiene usando el método variacional convencional.

La metodologia de la programacion dindmica entra de manera na-
tural en la teoria de control éptimo y en particular en el principio del
maximo.

Consideremos el problema variacional

47)  méx </0Tf(s,x(s),u(s);a) ds—l—gb(m(T),T)),

u(')va

tal que & = g(s,x(s),u(s);a), x(0) = xg, x(T) = zp,
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donde f: RXxR*xR™"xRF 5 R, g : RxR*"xR” xRF 5 R y
¢ : R"! 5 R son funciones continuas; = : R — R", s + z(s) es el
vector de estados, u : R — R™, s +— wu(s) es un vector de variables
subsidiarias (pardmetros de control) y o € RF es un vector exégeno de
parametros constantes.

En este caso la ecuacién funcional, usualmente denominada funcion de
valor optimal, se escribe como sigue:

(48) V(o t,x,T) = max </ f(s,z(s),u(s); a) ds+¢(x(T),T)>,
tal que = = g(s x(s) u(s);a), x(t) =z, x(T) = xr,
se tiene entonces el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. (Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman) Si V' es
de clase C! y (-,-) denota el producto interno estindar de R™, entonces
V satisface la ecuacion diferencial

(49)  ~Vilon t, 1) = méx(f(t, 0, w5 0) + (Valon t,20)), gt 21, 0: )

con condicion de frontera V(a, T, x(T)) = ¢(x(T),T).

Dadas H : [0,T] x R" x R" — R continua y g : R” — R acotada y
uniformemente continua, una funcién u : [0, T] xR™ — R es una solucion
de viscosidad de la ecuacién:

ug+ H(t,z,uy) = 0 en (0,7)xR",
(50) wT,z) = g(x) en R"

si (50) se satisface y para cada ¢ € CH((0,T) x R™) se tiene que si (u—¢)
alcanza un mdaximo local en (tg, zo) € (0,7") x R™ entonces

¢t(t07$0) + H(t07 Zo, (bx(t[)uxO)) > 07

y si (u — ¢) alcanza un minimo local en (tg, z¢) € (0,7)) x R™ entonces

¢¢(to, w0) + H(to, o, ¢z (to, z0)) < 0.

Se puede demostrar, ver por ejemplo [32], que bajo la hipé6tesis de que V'
sea de clase C? se puede derivar la condicién necesaria del principio del
maximo usando las soluciones de viscosidad de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman.
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3.4. El reporte RM-100 de la RAND de Hestenes

Hestenes*® defendi6 su tesis en la Universidad de Chicago en 1932
bajo la direccién de Bliss quien a su vez se doctord bajo la direccién de
Bolza, estos tres matematicos, junto con otros, formaron los cimientos
de lo que en el siglo pasado se conocié como la Escuela de Chicago del
calculo de wvariaciones. Hestenes incursioné en diferentes ramas de la
matematica, aparte de sus contribuciones al cdlculo de variaciones es
reconocido también por su trabajo sobre las formas cuadraticas en los
espacios de Hilbert y por su aportacion al llamado método del gradiente
conjugado.

En el memorandum de investigacion RM-100 de la corporacién RAND
de marzo de 1950 [11], se encuentran ya, en forma germinal, la formula-
cién del problema general de control 6ptimo y una versién del principio
del maximo. Sin embargo, las ataduras conceptuales del calculo de varia-
ciones impidieron a Hestenes elaborar la nueva teoria que desarrollarian
en plenitud seis afios més tarde Pontryagin* y colaboradores en la ex-
Unién Soviética.

A partir de un problema concreto de aerondutica: trayectorias de
tiempo minimo, Hestenes explicé de una manera clara un problema de
control 6ptimo, y estableciendo la separacién entre variables de estado
y variables de control elabord, dentro del marco conceptual del célculo
de variaciones, la idea central del principio del méximo: el vector de
control 6ptimo tiene que ser seleccionado en forma tal que maximize la
funciéon hamiltoniana a lo largo de la trayectoria minimizante.

En el RM-100 Hestenes estudié el problema de las trayectorias de
tiempo minimo para un aeroplano, y formulé analiticamente este pro-
blema como un problema de calculo de variaciones equivalente a uno
de tipo Bolza. El problema es modelado por medio de las siguientes
ecuaciones de movimiento:

— = — - d .
(51) S mi)=T+L+D+W, di;’:W(v,T,e),

donde I_:,ﬁ y W son los vectores de ascenso, arrastre y peso respec-
tivamente. Los dos primeros son funciones de los dngulos de ataque e
inclinacién lateral « y 8. Debido al tiempo corto de la maniobra, la

43Magnus Rudolph Hestenes, matemético norteamericano, 1906-1991.
“Lev Semyonovich Pontryagin, matemético ruso, 1908-1988.
“Tlustracién tomada del sitio http://www.wikipedia.org
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Figura 7: Magnus Rudolph Hestenes. 4°

masa m se asume constante y el vector de empuje T se representa como
una funcién de la velocidad v = |¥] y la altitud ¢.

La trayectoria queda completamente determinada por los valores
iniciales del vector de posicién 7, del vector velocidad ¥, de w = |W| y
de los valores «(t) y B(t) a lo largo de la trayectoria.

El objetivo consiste en determinar las funciones «(t) y S(¢) con
t1 <t <ty tal que el tiempo to de vuelo es minimizado con respecto a las
trayectorias que satisfacen las ecuaciones diferenciales y que tienen con-
diciones iniciales y terminales prescritas 7(t1), 9(t1), w(t1), 7(t2), (t2) y
w(t2). Hestenes formula este problema como un problema variacional,
desglosa dos problemas que lo representan y muestra que estos dos pro-
blemas son equivalentes.

PROBLEMA A: (Pagina 3, RM-100). Se considera una clase de funciones
ap(t) y un conjunto de parametros b, con h = 1,...m y p =
1,...,7. Asi como una clase de arcos ¢;(t), t; < t < tg, i =
1,...,n, conectados por el sistema de ecuaciones diferenciales

(52) q; = Ql(t7 q, (l),
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y las condiciones terminales

(63)  t1 =T1(b), qi(t1) = Qi1 (D), ta = To(b), qi(t2) = Qi2(b).

El problema consiste en encontrar ay, b, y g; tales que minimizen
una funcién de la forma

to
I=g0)+ [ Ltg.a) d.
t

1

PROBLEMA B:(Péagina 4, RM-100). Corresponde al problema de Bolza

a la manera expuesta por Bliss y presentada en la seccién 3.1. Una
clase de elementos b, y zj(t) cont; <t <toyp=1,...,r, j=
1,...,p es denominada un arco. Las primeras r componentes de
un arco son constantes y se consideran arcos que satisfacen un
sistema de ecuaciones diferenciales

(54) ¢i(t,r, ') =0, i=1,...,n<p,

y las condiciones terminales

(55) tl = tl(b), .xi(tl) = Xﬂ(b), t2 = tz(b), l’i(tg) = XZQ(b)

El problema consiste entonces en encontrar, entre los arcos que
satisfacen (54) y (55), el que minimiza una funcién de la forma

(56) I—g)+ [ ftma) dt

t1

Hestenes explica que el problema de la trayectoria de tiempo mini-

mo para un aeroplano es un problema de tipo A, pues al tomar aq(t) =
a(t),ax(t) = B(t) y by = to, las cantidades qi, ..., g; denotan las com-
ponentes de 7,7 y w. Las ecuaciones (51) son de la forma (52), en tanto
que las ecuaciones (53) describen los valores ¢; = 0, q;i(t1) = qi(t2) =
constantes y to = b1. La funcién a minimizar es el tiempo de vuelo
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I'=g(b) =0,

observando que normalmente ¢7(t2) = w no es prescrita de antemano.

Ademds muestra que el problema A se puede reducir a uno de tipo B
y reciprocamente, esto iltimo bajo la hipétesis de que existan m = p—n
funciones ¢, 1,(t, z,2') de clase C? tales que las ecuaciones

¢i(t7$ax/) = 0’

¢n+h(t7 Z, CC/) = Qp,
tienen soluciones unicas
(57) x;-:]Dj(t,x,a), i=1,...,p

en el dominio bajo consideracion. Las funciones x;(t) son entonces com-
pletamente determinadas cuando los valores de z(¢1) y a () son conoci-
dos. Consecuentemente si se eliminan las derivadas z; en (56) el proble-
ma B es equivalente al de minimizar, en la clase de arcos an(t),b,, z;(t)
que satisfacen (57) y (54), la funcién

t2
I:g(b)+ ] f(t,a:,P(t,ac,a)) dt?
1
el cual es un problema de tipo A con ¢;(t) = x;(t).

Para el problema B un arco es denominado admisible, si las x;(t)
son continuas y tienen derivadas continuas a trozos. Si Cy admisible es
un valor extremal normal?®, bajo las hipétesis de que Cj es de clase C2
y de que la matriz (qﬁix;) tiene rango n sobre Cy, Hestenes prueba que

existe un conjunto tunico de multiplicadores A;(¢) tal que si se escribe

F(t,x,x/,)\) = f + )‘Z¢Z7

entonces F' satisface la ecuacién de Euler-Lagrange, la condicién de
Weierstrass y la condicion de Clebsh-Legendre. Luego utiliza estos re-
sultados para formular las condiciones necesarias de optimalidad para

6El concepto de extremal normal (vs. anormal) es discutido por Bliss en [25]. En
el reporte RM-100 Hestenes sefiala que el caso anormal es ...altamente singular y
no serd discutido aqui... La diferencia conceptual entre estos dos tipos de valores
extremales serd clarificada seis afios méas tarde con la formulacién del principio del
méximo.
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el problema A en donde aparece lo que bien podria denominarse version
variacional del principo maximo.

De manera similar para el problema A (p.12, RM-100), Hestenes con-
sidera como admisibles los arcos para los cuales las ¢;(t) son continuas
a trozos. De nueva cuenta si Cjy admisible es un valor extremal normal,
asumiendo que ¢} (t) y ap(t) son continuas y tienen derivadas continuas,
se muestra que existe un tinico multiplicador p;(t) de clase C! tal que si
se escribe

H(tv q,D, a’) = pZQZ - L7

entonces sobre Cy se cumplen las ecuaciones

(58) qz,‘ = Hp,, p; = —Hg, Hq, =0,

y las llamadas condiciones de transversalidad

5s=2
(59) ( - HTsp + piQisp> +gp = 0.
s=1
Hestenes senala ademés en la pagina 14 del RM-100 que: ... es in-

teresante observar que las ecuaciones ¢, = Q; son de la forma ¢} = a;,
ast que a; no es mds que otro simbolo para g, y se tiene que H,, =
pi = La;=pi— Ly ...

Consecuentemente, a lo largo de una solucién de (58) las p; son las
variables canénicas y H coincide con la funcién hamiltoniana. Cuando
la funcién exceso de Weierstrass para el problema B se interpreta en
términos de H para el problema A se tiene que

g(ta q,p,a, A) - _H(t7 q,D, A)+H(t7 q,p,a, CL)+(Ah—ah>Hah (ta q,p,a, a)'

Por lo que en la medida en que H,, = 0 a lo largo de Cp, se tiene que
la condicién necesaria de Weierstrass implica que

H(t,q,p,\) < H(t,q,p,a),

debe cumplirse para cada elemento admisible (¢,¢,A). Por lo tanto H
tiene un valor maximo con respecto a aj a lo largo de una curva mini-
mizante tal y como lo establece el principio del méaximo.
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Nota 3.4.1. De acuerdo con [3], en una carta dirigida a MacLane?",

Hestenes reconoce que si bien en el RM-100 él habia formulado, desde
el marco tedrico del calculo de variaciones, el problema general de con-
trol 6ptimo y el principo del maximo, él no re-escribié estos resultados
formalmente sino hasta 15 anos después.

El principio del méaximo estuvo de alguna manera implicito en los
trabajos de Carathéodory y de Bellman, y con mayor nitidez en el re-
porte RM-100 de Hestenes. Sin embargo, es justo puntualizar que la
génesis de la teoria de control 6ptimo, asi como la formulacién y demos-
tracién del principio del méximo se debe al grupo de Steklov liderado
por Pontryagin.

4. El principio del maximo

El principio del méximo fue anunciado en 1956 en [33] por el grupo
de investigadores del Instituto Steklov de Matematicas de Mosct en la
ex-Unién Soviética. El grupo encabezado por Pontryagin incluyé, entre
otros, a sus estudiantes V. Boltyanski*® y R. Gamkrelidze?® ademés de
E.Mishchenko®® joven investigador en Steklov.

Habiendo realizado contribuciones relevantes a la topologia algebrai-
ca, reconocido entre otras cosas como el creador de la teoria de co-
bordismo, Pontryagin decide dedicar los tltimos afios de su vida a las
matematicas aplicadas. Pontryagin perdié la vista a los 14 anos y es ayu-
dado por su madre a completar su formacién cientifica, se dice que ella
disend un cédigo especial de comunicacién para poder escribir la termi-
nologia matematica. Matematico de personalidad singular, Pontryagin
fue criticado en diversas ocasiones de sostener posturas antisemitas.

A partir de 1952 Pontryagin decidié cambiar su ruta de investigacién
a tematicas mas aplicadas e inicié un seminario sobre la teoria de osci-
laciones, en el cual la teoria de control 6ptimo y el principio del méximo
encuentra sus origenes. En el ano de 1955, por intermediacion de Mish-
chenko, en ese entonces representante del Partido Comunista en Steklov
[34], el equipo entra en contacto con un académico ligado al Ejército
y su investigacion se orienta mas hacia las teorias matemaéticas para

47Sanders Mac Lane, matematico norteamericano, 1909-2005.

48Vladimir Grigorevich Boltyanski, matemético ruso, 1925-

49Revaz Valerianovich Gamkrelidze, matemético ruso de origen georgiano, 1927
59Evgenii Frolovich Mishchenko, matematico ruso,1922-2010.

5lustracién tomada del sitio http://www.wikipedia.org
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Figura 8: Lev Pontryagin. 5!

el estudio de trayectorias éptimas y del problema de la interceptacién
espacial.

Los esfuerzos de investigacion del grupo de Steklov rindieron frutos
que se reflejaron en la serie de publicaciones [35], [36],[37] v [38], y que
culminaron en su famoso libro “Teoria matemdtica de procesos optima-
les”5? que ain hoy es referencia ineludible para el estudio de la teoria
de control éptimo.

El grupo encabezado por Pontryagin fue condecorado con el premio
Lenin, a la época, el maximo galardén otorgado por el Estado Soviético
por “El ciclo de trabajos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y sus
aplicaciones a la teoria de control dptimo y a la teoria de oscilaciones
durante el periodo 1956-1961.”

Pontryagin tuvo la oportunidad de presentar los resultados de su
equipo en el Congreso Internacional de Matemaéticos en Edimburgo en
1958, tiempo en el cual la prueba del principio del maximo habia sido
ya completada, y en el primer congreso de la IFAC® en 1960 en Moscti.

El nacimiento de la teoria de control éptimo y del principio del méaxi-
mo transcurre en el contexto de la guerra fria, contexto en el cual las
comunidades cientificas, en particular aquellas que cultivaban las ma-
tematicas aplicadas, no estuvieron exentas de estudiar problemas rela-

52Esta obra fue traducida al inglés y publicado 1962 bajo el titulo de “Mathematical
theory of optimal processes”.
53Federacién Internacional de Control Automético.
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cionados con la carrera espacial y la carrera armamentista. Sin embargo,
esto no demerita el valor matematico de los resultados obtenidos en esa
época, ni el valor cientifico que significé la ruptura conceptual de la
teoria de control 6ptimo y el principio del maximo con la teoria clasica
del calculo de variaciones.

La primera formulacion del principio del méximo de 1956 se presenta
como la solucién al problema de trayectorias 6ptimas para un sistema
dindmico controlado, Pontryagin y sus colegas escribieron [34]:

... Dadas las ecuaciones de movimiento
. i 1 1 ;
= fYx ..., 2wy u") = ),

y dos puntos & y &1 en el espacio fase !

, oo,z Un control
admisible u = (u',...,u") se tiene que escoger en forma tal
que el punto fase pasa de la posicion & a la posicion & en

un tiempo minimo.

... Hemos obtenido el caso especial del siguiente principio
general, el cual llamaremos el principio del mdzximo (prin-
cipio que ha sido probado por nosotros en diferentes casos
especiales): la funcion

H($,¢,U) = ¢afa(xa U),

debe tomar un mdximo con respecto a u, para xr y Y arbi-
trarios pero fijos, si el vector u cambia en el dominio ce-
rrado Q. Denotamos el mdximo por M(x,4). Si el vector
2n—dimensional (x,1)) es solucion del sistema hamiltoniano

i = fYx,u) = gi, 1=1,...n,
- afeoH
w’b - _axlwa_ 85[?1‘7 Z_17"'n7

y si el vector u(t), continuo a trozos, satisface en cualquier
tiempo la condicion
H(z(t), ¥(t), u(t)) = M(x(t), ¥ (t)) >0,

entonces u(t) es el control dptimo y x(t) es la trayectoria op-
tima asociada, localmente, de las ecuaciones del movimiento.
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Posteriormente, Boltyanski clarificé que el principio del méximo es
solamente una condicién necesaria y proporcioné una prueba rigurosa
para el caso general introduciendo las llamada wvariaciones de aguja,
variaciones que son cero en todos lados excepto por un pequeio inter-
valo donde pueden tomar valores arbitrarios. Por su parte Gamkrelidze,
considerando la segunda variacién, obtuvo resultados equivalentes a la
condicién de Legendre y probé ademaés que, para el caso lineal, la con-
dicion del principio del maximo es necesaria y suficiente.

En lo que resta de esta seccién se expone el principio del méximo y
los conceptos centrales alrededor de este, para este fin seguimos la pre-
sentacién del libro de A. Agrachev y Y. Sachkov [39], no sin senalar que,
a nuestro entender, esta eleccién es justa pues aparte de develar la na-
turaleza geométrica del resultado presentandolo en el lenguaje moderno
de la geometria diferencial, cierra, de algin modo, un ciclo genealdgico
en el sentido matematico, pues A. Agrachev defendid su tesis en 1989 en
Steklov bajo la direccién de R. Gamkrelidze quien hizo lo propio bajo
la direccion de Pontryagin.

4.1. El problema de control 6ptimo

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sead C R™, un
sistema de control estd determinado por una ecuacién diferencial de la
forma

(60> q:fu(Q)y QEM, ’U,EUCRm,

en la cual se supone que para cada u € U fija, ¢ — f,(q) es un campo
vectorial diferenciable y que los mapeos

(@u) e fula), (gu) = %’;“@),

son continuos con ¢ € M y u € U. Se denominan controles admisibles a
los mapeos u : t — u(t) € U que son medibles y localmente acotados y
la variedad M se denomina el espacio de estados.

Al substituir un control admisible en la ecuacién (60), para cada
punto qo € M se obtiene el siguiente problema de Cauchy de valores a
la frontera

(61) q= fulq), 4(0) = qo,



EI Principio del Méaximo: una perspectiva historica 45

el cual tiene una solucién unica que denotaremos como ¢ — ¢, (t). Con
el objetivo de comparar diferentes controles admisibles en un cierto in-
tervalo [0, ¢1] se introduce el llamado funcional de costo

(62) J(u) = / " oqu(t), u(t)) dt,

donde ¢ : M x U — R satisface las mismas condiciones de regularidad
que f. Se tiene entonces el siguiente problema que se denomina proble-
ma de control dptimo (PCO) en el espacio de estados M con controles
admisibles U:

PCO. Minimizar el funcional J entre todos los controles ad-
misibles u = u(t), t € [0,¢1], para los cuales la correspon-
diente solucién ¢ +— ¢, (t) al problema de Cauchy (61) satis-
face la condicién de frontera q,(t1) = qi.

El problema de tiempo minimo consiste en la minimizacién del tiempo
de movimiento de ¢g a q; por medio de controles admisibles del sistema
(60), es decir, min,{t; | ¢u(t1) = ¢1}; equivalentemente (g, u) = 1.

4.2. Conjuntos alcanzables

Sea qo € M una condicion inicial fija. Se definen los conjunto alcan-
zables del sistema (60) desde el punto g, para un tiempo ¢ > 0, para un
tiempo no mayor que ¢ y para un tiempo arbitrario no-negativo como:

Ag(t) = {aqu(t) [ w e L=([0,t],U)},

Ap = U Aum)y
0<r<t

Ag = U Ago (7)),
0<r<00

respectivamente.

Los problemas de control 6ptimo en la variedad M puede ser esen-
cialmente reducidos al estudio de conjuntos alcanzables de un sistema
auxiliar, como ahora explicamos. Se considera primero la siguiente ex-
tension del espacio de estados:

M =R x M,
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con la variable de estados ¢ = (y, q) y el sistema extendido

dgq

7:/;/\7 q M\v ua
g = Jul@, @M, ue

(63)

con

fu@ = (9"]5”"(’;;)) CgeM ucu

Denotamos por t — q,(t) la solucién del sistema extendido (63) con las
condiciones iniciales g,(0) = (y(0),¢(0)) = (0,qo). Se tiene entonces el
siguiente resultado

Proposicién 4.2.1. Sea t — q;(t), t € [0,t1] una trayectoria dptima
con tiempo final fijo t1. Entonces la solucion correspondiente del sistema
extendido (63) t — qy(t) llega hasta la frontera del conjunto alcanzable
de éste, es decir,

aﬁ (tl) S 8./2((07,10) (tl).

La idea geométrica de la prueba (para detalles ver [39]) consiste
en escribir las soluciones q,(t) del sistema extendido por medio de las
soluciones del sistema original como

Tu(t) = ("t(“)> |

qu(t)

con

Ji(u) = / o(gu(r), u(r)) dr,

y en probar que el conjunto alcanzable le\(o’qo)(t) no intersecta al rayo

{(y. 1) € M |y < Jyy (@)},

ver figura 9.

Como los problemas de control éptimo se reducen al estudio de los
conjuntos alcanzables, la existencia de soluciones éptimas se circunscribe
al estudio de la compacidad de conjuntos alcanzables como se expresa
en el siguiente resultado.
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Agan(ts) |

Y1 foccmcmcaacanaan. focemmaeaaaas (y1.q1)

R ——

qo

]

Figura 9: La trayectoria optima t — gy (t).

Teorema 4.2.2. Supongamos que el espacio de pardmetros de control
U C R™ es compacto y que existe un compacto K C M tal que f,(q¢) =0
para ¢ ¢ K y u € U. Supongamos ademds que para cada q € M el
conjunto fi(q) = {fu(q) | w € U} es convexo. Entonces los conjuntos
alcanzables Aqy(t) y AL, son compactos para toda go € M y t > 0.

Este resultado se aplica para garantizar la existencia de soluciones
a los problemas de control éptimo sobre M.

4.3. Formulacién geométrica del principio del maximo

La formulaciéon geométrica del principio del maximo descansa en la
estructura simpléctica del haz cotangente T*M del espacio de estados
M y en el llamado formalismo hamiltoniano de la mecéanica clasica.
A continuacién presentamos las principales definiciones y conceptos de
geometria simpléctica que permiten enunciar en forma intrinseca al prin-
cipio del méximo.

Estructura simpléctica del haz cotangente 7™M denota el haz co-
tangente de M, es un haz vectorial cuyas fibras son los espacios
vectoriales duales (T,M)* =Ty M, q € M. Los elementos de T, M
se denominan vectores tangentes, en tanto que los de T,/ M se de-
nominan covectores cotangentes. La proyeccion candnica se define
como 7 : T*M — M, X+ qcon A € TyM y su diferencial se
denota por m, : T\(T*M) — T, M.
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Sean A € T*M y w € T\(T*M). La 1—forma de Liouville v en el
punto A actia sobre el vector w de la siguiente manera: se proyecta
el vector w € T\(T*M) en el vector m,w € T, M y se le hace actuar
por el covector A € Ty’ M o sea:

(Va, w) = (A, Tew).
Aunque esta expresién es independiente de coordenadas, el uso de

las llamadas coordenadas canénicas (p,z) = (p1, .., Pn;T1 -, Tn) €
T*M clarifican esta definicién, pues en este caso

A= pidx;, W= a;i— + Bi—.
; ; Opi Oz;

Ademads como 7(p, x) = x es lineal, la diferencial actia como sigue:

0 0 0
* = VU, * == 5 ) = 1,... 5
T <8pz> 0 T (6%) 8.7,'Z ‘ "

y por lo tanto

- 0
MW = Zz; Bza—xl
Consecuentemente
n
<V>\7 ’U)> = Z B’Lp’u
i=1

por lo que

n
vy = Z pidx;.
i—1

La estructura simpléctica de T*M se define como la derivada ex-
terior de la forma de Liouville, es decir w = dv, en coordenadas se
tiene
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n
w = Z dp; N dx;,

i=1
en la literatura de mecanica clasica esta expresion se escribe comtinmen-
te como w = dp A dg. La 2—forma w es no-degenerada, es decir, la
forma bi-lineal antisimétrica wy : Th(T*M) x T\(T*M) — R tiene
kernel trivial y en la base canénica {0x;,dp;} estd representada
por una matriz de orden 2n x 2n diagonal a bloques con n bloques

(o)

en la diagonal.

Formalismo hamiltoniano Un hamiltoniano es una funcién h € C*°(T*M).

Cada hamiltoniano tiene asociado un campo vectorial h llamado
campo vectorial hamiltoniano, definido por la regla

wa(- h) = dxh, A€ T*M.

Dado que la forma simpléctica w es no-degenerada, el campo vec-
torial h existe y estd uinicamente determinado por h. Ademads, en
coordenadas candnicas se tiene que

— ([ Oh Oh
dh =" ((.mdpi + axidxi)
i=1

por lo que

n
- oh 0O oh 0O
h=>Y" - :
i1 8;01' 8xz 8332 api
En consecuencia el sistema hamiltoniano de ecuaciones diferencia-

les ordinarias correspondiente a h se escribe como A = h, X €
T*M, y en coordenadas candnicas se tiene

oh
3291'7
. oh
pi = _axiv
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coni=1,...,n.

Regresemos ahora al problema de Cauchy (61) considerado en la
seccién 4.1, en este caso se define una familia de hamiltonianos parame-
trizada por los parametros de control,

Hy(\) = (N fulq)), AeT;M, qgeM, uecl,

es decir, cada control admisible determina un tinico hamiltoniano. El
principio del maximo se enuncia entonces como sigue:

Teorema 4.3.1. Sea u(t) un control admisible y sea q(t) la solucion co-
rrespondiente al problema de Cauchy (61). Si q(t1) pertenece a Ay, (t1),
entonces existe una curva X : [0,t1] — T*M, t = N € Ty x M tal que

(64) N # 0
(65) A= hag(M)
(66) Hyy(M) = mix Hy (M)

para casi toda t € [0,t1].

Siu(t) es un control admisible y A; es una funcién Lipschitz tal que se
cumplen las condiciones (64)-(66), se dice entonces que el par (u(t), A)
satisface el principio del maximo, que )\; es una curva extremal y que
q(t) = w(A\) es una trayectoria extremal.

La curva de covectores \; aparece naturalmente en el estudio de
trayectorias que alcanzan la frontera del conjunto alcanzable, pues si
@1 = q(t1) € Ay (t1), la idea geométrica central es tomar un covector
normal al conjunto alcanzable Ay, (t1) cerca de g;, mds precisamente,
un covector normal al cono convexo tangente a Ag,(t1) en gi. De tal
manera que se tiene un hiper-plano de soporte, es decir, un hiper-plano
en T, M, que acota a la mitad del espacio que contiene al cono. Ademas,
el hiper-plano de soporte es el kernel de un covector normal A, € Ty M,
ver la figura 10. El covector A\, es, en cierto sentido, un andlogo a los
multiplicadores de Lagrange del cédlculo de variaciones.

Para el Pco formulado en la seccién 4.1 se tiene que si @ es un control
6ptimo entonces J(u) = min{J(u) | v € U, qu(t1) = ¢1}. En este caso
los controles admisibles definen la familia de hamiltonianos

Hy(N) =\, fu) +pp(g ), AeTyM, uwel, peR,
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qo

Figura 10: Hiperplano de soporte y covector normal al conjunto alcan-
zable.

y el principio del méximo se enuncia como sigue:

Teorema 4.3.2. Si u(t),t € [0,t1] es el control éptimo para el PCO,
entonces existe un par no trivial (u, ;) # 0, p € R, A\ € Tqi*(t)M, tal
que

—

Moo= He (M),

Hg(t)()\t) = r;leégc’l-[ﬁ(&), para casi toda t € [0, 1],
o < 0.

El pardmetro constante pu nos permite distinguir entre dos tipos de
curvas extremales:

1. Si g # 0, la curva Ay se denomina extremal normal. Ademéas como
(1, A¢) puede ser multiplicado por cualquier niimero positivo, este
multiplicador puede normalizarse y tomarlo como p = —1.

2. Si p =0, la curva A\ se denomina extremal anormal.
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Nota 4.3.3. La distincion entre curvas extremales normales y anorma-
les fue senalada por Bliss en [25] en el contexto del calculo de varia-
ciones. Los extremales anormales son independientes del funcional de
costo y juegan un papel central en el estudio de la llamada geometria
sub-riemanniana; ver por ejemplo [7].

4.4. Ejemplos de aplicacién del principio del maximo

Para finalizar esta exposicién presentamos dos ejemplos ilustrativos
de aplicacion del principio del méximo, estos ejemplos estan contenidos
en la obra original de Pontryagin et al. [12]. Igual que antes, seguimos
la presentacién de estos ejemplos contenida en [39], e invitamos al lector
a consultar estas obras para los detalles. El primer ejemplo modela el
problema del frenado maés eficiente de un tren aproximéandose a una
estacion, en tanto que el segundo modela a un oscilador lineal cuyo
movimiento es controlado por una fuerza externa.

Ejemplo 4.4.1. Se considera sistema de control

1 =0, conzx; €eRy|ul <1

el cual se escribe como un sistema de control en M = R? de la siguiente
manera:

.’fl = X2,

.fzzu.

La variable de estado se escribe como =z = (x1,x2) y el conjunto de
controles admisibles estd dado por U = {u € R | Ju| < 1}. El problema
es de tiempo minimo con condiciones x(0) = g y x(t1) = 0, es decir, se
busca minimizar t;.

Dado que el conjunto de controles admisibles es acotado, el teorema
4.2.2 garantiza la existencia de trayectorias de tiempo minimo siempre y
cuando el origen sea un estado alcanzable desde cualquier estado inicial
Zo-

El haz cotangente se escribe como

T"M = {)\ = (p,a;) | p= (p17p2)7 T = (1?1,:62)},

y la familia de hamiltonianos parametrizada por U esta dada por



EI Principio del Méaximo: una perspectiva historica 53

H(Z% 90) = p1x2 + pau.

En coordenadas las ecuaciones de Hamilton se escriben como

T = 2, p1 =0,
Ty = u, P2 = —D1.
El principio del mdximo implica que si ¢ es el control optimo y si

p(t) # 0 entonces u = sgn(p2(t)) y como po = 0 entonces pa(t) = a+ ft,
con oy B constantes, es decir,

u = sgn(a + ft),

de lo cual se concluye que @ es un funcién discontinua constante a trozos,
que toma los valores +1 y que no tiene mas que un punto de conmuta-
cion.%t

Para los controles u = +1 se tiene que

T = r2, Yy Tg = :|:1,
0 equivalentemente
— = tx9.

dl‘Q

Por lo tanto las trayectorias extremales son parabolas de la forma

2
x
T = :l:?2 + Kk, con k constante.

Las parabolas que llegan al origen sin un punto de conmutacion satis-
facen

2 2
2, conzg < 0, yxg >0, o bienx; = ——22, conxy > 0, yaze <O0.

r1 =+—=

2
Se puede mostrar que para cada punto en R? existe una tnica curva
que llega al origen y que consiste de dos trozos de parabola que se
concatenan en un punto de conmutacién como se ilustra en la figura 11.

54En inglés se usa la nomenclatura “switching point”.
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]
\

u=—1

u=+1

SSS

Figura 11: Trayectorias 6ptimas con un punto de conmutacién

Ejemplo 4.4.2. Se considera un oscilador lineal cuyo movimiento puede
ser controlado por una fuerza externa acotada, es decir,

1+ 31 =u, |u <12 €R.

De nuevo consideramos el problema de tiempo minimo en M = R? dado
por el sistema

T = g,

o = T+ u,

es decir, entre las soluciones z = (1, 72) € R? de este sistema, encontrar
el valor minimo de ¢; tal que z(0) = x¢ y x(t1) = 0.

Como en el ejemplo anterior, la variable de estado se escribe como
x = (x1,22) y el conjunto de controles admisibles también estda dado por
U = {u € R| |u| < 1}. De nueva cuenta el teorema 4.2.2 garantiza la
existencia de trayectorias de tiempo minimo siempre y cuando el origen
sea un estado alcanzable desde cualquier estado inicial xg.

Siguiendo la misma linea de argumentacién que en el ejemplo an-
terior se tiene que la familia de hamiltonianos parametrizada por U se
escribe como

H,(p,x) = p1x2 — paz1 + p2u,
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y en coordenadas las ecuaciones hamiltonianas estan dadas por

T = T2, pP1 = D2,

To = —71 + u, P2 = —p1.

El principio del mdximo implica que si @ es el control 6ptimo y si
p2(t) # 0 entonces u = sgn(pa(t)). Ademds como pa = —p2 entonces
p2(t) = asen(t + B) con o'y 8 constantes y o # 0, o sea

u = sgn(asen(t + 7)),

de lo cual se concluye que % es una funcién discontinua constante a tro-
z0s, que toma los valores +1 y que el intervalo entre dos puntos sucesivos
de conmutacién tiene longitud 7, por lo que el control 6ptimo esta para-
metrizado por dos nimeros: el signo inicial sgn(uz(0)) y el primer punto
de conmutacién.

Para los controles u = £1 se tiene que

:Ifl = I, 1:2:—1‘1:&1.

Por lo tanto las trayectorias extremales (z1,22) consisten de piezas de
arcos de circulos

(1 £1)2+23 =k, con K constante,

que se recorren en sentido horario. Una trayectoria que no tiene un
punto de conmutacién y que alcanza el origen de coordenadas debe ser
uno de los dos semi-circulos siguientes:

(r1 —1)>+23 =1, con x5 <0, o bien (z; 4+ 1) + 23 = 1, con x5 > 0.

Como el intervalo entre dos puntos de conmutacién consecutivos es de
longitud 7, una trayectoria extremal tiene un nimero finito de puntos
de conmutacién y consiste de una concatenacién de semi-circulos que
forman una especie de espiral, ademaés los puntos de conmutacién estan
sobre los semi-circulos

(x1— 2k —1)*+22 = 1, 29<0, keN,
(x14+ 2k —1)*+22 = 1, 29>0, keN,
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£
N

u=+1

Figura 12: Trayectorias extremales para el oscilador lineal actuado.

como se ilustra en la figura 12. Se puede mostrar que para cada estado
pasa una y solamente una curva con estas caracteristicas.

Nota 4.4.3. Dado un PCoO, la descripcién del lugar geométrico de las
trayectorias extremales se denomina la “sintesis optimal”del problema
en cuestion. Las figuras 12 y 11 ilustran las sintesis optimales de los
ejemplos presentados.

5. Conclusiones

El principio del méximo establece condiciones necesarias para las
trayectorias extremales de problemas de control 6ptimo. El resultado
fue obtenido a mediados del siglo pasado por un grupo de cientificos del
Instituto Steklov de matematicas de Mosct lideareado por Pontryagin,
y constituye un punto de llegada de una larga historia del pensamiento
matematico que encuentra sus origenes en problemas planteados des-
de la antigiiedad y que descansa en la tradicién clasica del calculo de
variaciones.

En el marco conceptual del calculo de variaciones, cuya formaliza-
cién se remonta al siglo XVII, la idea central del principio del méximo
aparece en estado gestacional en diversos momentos. En un primer mo-
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mento se pueden mencionar los trabajos de Weierstrass y la introduccion
de su funcién exceso. Un segundo momento se encuentra en los trabajos
de Bolza y Bliss y casi de manera paralela en el llamado camino real de
Carathéodory en el cdlculo de variaciones. Un tercer momento se da en
la segunda mitad siglo pasado, en desafortunada coincidencia histérica
de un contexto de guerra fria y carrera armamentista y espacial, con la
programacién dindmica de Bellman y con mas claridad con los trabajos
de Hestenes, ambos trabajando para la corporacién RAND.

En este articulo se sostiene la tesis de que el nacimiento de la teoria
de control 6ptimo y el principio del maximo representa una ruptura
conceptual con el calculo de variaciones y el nacimiento de una nueva
disciplina matemaética llevada a cabo por el grupo de Steklov.

Actualmente se reconoce al principio del maximo como una herra-
mienta poderosa para el estudio de problemas matemaéaticos, no sola-
mente de la teoria de control 6ptimo sino también de nuevas estructu-
ras geométricas, por ejemplo para el estudio de curvas rigidas y para
lo que hoy se conoce como geometria sub-riemanniana o de Carnot-
Caratheodory, ver [7].
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