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Captura de objetos méviles sobre una recta "
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Resumen

En el problema del agente viajero euclidiano se tiene un conjunto
de n puntos en el plano y se desea que un agente los visite todos
recorriendo la minima distancia euclidiana posible. Presentamos
una variante de este problema en la que los puntos son méviles
y existen durante un tiempo finito sobre una recta fija. Usando
técnicas de programacién lineal encontramos algoritmos de tiempo
polinomial, que verifican si un orden de captura dado es factible
y, en ese caso, minimizan el tiempo de captura y la distancia total
recorrida.
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1. Introduccion

En el problema del agente viajero (Traveling Salesman Problem,
TSP) se tiene un conjunto de n ciudades y se pretende encontrar un
recorrido de costo minimo para visitar todas las ciudades y regresar al
lugar donde empez6 el recorrido. Si pensamos en la versién euclidiana de
este problema en dos dimensiones (Euclidean TSP), cada lugar a visitar
es un punto en el plano euclidiano y el costo de moverse de un punto a
otro es la distancia euclidiana. Se sabe que TSP es NP completo [5] y
que Euclidean TSP es NP duro [3].
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Partiendo de lo anterior, podemos imaginar que cada lugar a visitar
es un punto movil en el plano que se desplaza con su propia velocidad
constante, como se muestra en la Figura 1. Esta es una generalizacién de
Euclidean TSP, puesto que en él todos los puntos tienen una velocidad
de 0. Se ha demostrado que si la cantidad de objetos que se mueven es a
lo mas O(logn/loglogn), se tiene una garantia aproximacién de 1+ «,
donde « es la garantia para un algoritmo de aproximaciéon de Euclidean
TSP. A este problema se le conoce como agente viajero con objetivos
moviles (Moving Target TSP, MTTSP) [1]. Por lo anterior, podemos
decir que MTTSP es al menos tan complejo como Euclidean TSP.
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Figura 1: Ejemplo de MTTSP donde existen tres objetos méviles s1, so
y s3. También se muestran las posiciones de captura (A;, Be, C3) de
cada uno de ellos, dado su vector movimiento.

2. Problemas de captura sobre una recta

En [1] se propone una variante de MTTSP donde los puntos méviles
a capturar estan sobre una misma linea recta, se comienza en el origen y
no se tiene que regresar a ese mismo punto. Para esa variante se muestra
un algoritmo de orden cuadratico que lo resuelve. Es a partir de esta
variante como llegamos a los problemas que plantea este articulo, en
donde la diferencia principal radica en que los objetos tienen un intervalo
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de existencia sobre la recta y una posicién de aparicién, como se muestra
en la Figura 2.

El primer problema, que llamaremos captura de todos los objetos
moviles sobre una recta (CTOMSR), se define como sigue: Dado un
agente con rapidez variable (acotada superiormente por una constante
U) y n objetos mdviles, cada uno con un momento de aparicién (a;),
un momento de desaparicién (d;), una posicién de aparicién (p;) y una
velocidad (v;), se quiere decidir si el agente es capaz de capturar todos
los objetos en el orden 1,2, ...,n. En caso de que si se pueda, se pueden
formular otros dos problemas: por un lado se desea minimizar el tiempo
de captura (CTOMSR répido) y por otro lado se desea minimizar la
distancia total recorrida (CTOMSR perezoso).

En estos problemas dar un orden predefinido de captura tiene sen-
tido, porque en principio se tiene que determinar si es posible capturar
a todos los objetos, situacién que marca una diferencia respecto al Eu-
clidean TSP donde ello resulta ser trivial. Se sabe que el problema de
determinar si es posible capturar a todos los objetos sin un orden pre-
definido de captura es NP Completo [4]. Por otro lado, si ademds no
se tuvieran intervalos de tiempo se sabe que el problema se puede re-
solver en tiempo polinomial [1]. Esta situacién intermedia determina la
importancia de los tres problemas a tratar.
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Figura 2: Ejemplo del problema propuesto que muestra cémo se mueve
el agente con rapidez entre 0 y 1 en la recta, a la izquierda con rapidez
0.75 y a la derecha con rapidez 1 (en distintos periodos de tiempo),
asi como la aparicion y desaparicion de objetos méviles.
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2.1. Modelos lineales

Ahora podemos ubicar la posicién y el tiempo en un plano, con lo
cual los puntos moviles sobre la recta se convertirdn en segmentos de
recta en el plano posicién vs tiempo (z vs t).

Si x; y t; son la posicién y el momento de captura del objeto i, es
necesario que se capture en el intervalo de existencia del objeto, es decir:

a; < t; < d;.

También se necesita que dicho punto esté sobre la recta que describe el
segmento que queremos intersectar, es decir:

zi — pi = it — ai).

Ademas, el agente debe poder capturar al objeto o, dicho de otro modo,
el objeto debe estar en el rango de intercepcién del agente, es decir:

~U(ti —tic1) <@ —ai1 S UL —tio1).
Adicionalmente se necesita la relacion de orden de captura, es decir:
ti—1 < 1;.

El modelo descrito se puede visualizar en la Figura 3.

Aunque la posicién inicial del agente pudiera ubicarse en cualquier
punto de la recta, sin pérdida de generalidad supondremos que el agente
partira del origen, es decir tg = 0 y g = 0. Por iltimo, s6lo nos queda
decir que el tiempo es no negativo t; > 0 y la posicién z; es libre porque
se puede capturar cualquier objeto en cualquier parte de la recta donde
el objeto exista.

El modelo lineal completo del problema de capturar todos los objetos
moéviles sobre una recta (CTOMSR) queda como sigue:

(1) ti > a; i1=1,...,n

(2) ti < d i=1,...,n

(3) xi—pi = v(ti—a;) i=1,...,n

(4) i —xio1 > “Ulti—ti1) i=1,...,n
(5) ri—xim1 < Ulti—ti—1) i=1,...,n
(6) til < t; i=1,....n

(7) to = 0

(8) xg = 0

9) t; > 0 i=1,...,n

(10) X libre i=1,...,n
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Figura 3: Diagrama z vs t con todas las restricciones del objeto 1.

Observe que la restriccién (6) se puede quitar del modelo puesto que
queda implicita en la restricciones (4) y (5).

Para el caso del CTOMSR rapido, es posible despejar la variable
x; en la igualdad (3) del modelo anterior, el nuevo modelo quedaria en
términos de t;:

(11) minz = t,

(12) i > a 1=1,...,n
(13) —t; > —d; i=1,...,n
(14) (U—-v)ti—(U+vi—1)ticn > « i=1,...,n
(15) (U+v)ti— (U —vi—1)ticn > —a; i=1,...,n
(16) to = 0

(17) ti > 0 i=1,...,n

donde las «; = a;v; — a;_1v;—1 — p; + p;—1 son constantes.

Para el caso del CTOMSR perezoso, el modelo ahora requiere del
despeje de las t; y queda en términos de z; (suponiendo sin pérdida de
generalidad que ninguna v; = 0).
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(18) minz = Zm

i=1
19 Zi Dii=1
(19) e
(20) S > a; — i—& i=1,...,n
(Y Vg
(21) —r;+xi_1+r; > 0 i=1,...,n
(22) Ti—xi1+r;, > 0 i=1,...,n
U U
(23) <+1> Ti — < +1) Ti1 > 0; i=1, , N
Vi Vi—1
U U
(24) ——1)x— 1)z > 6 i=1, ,n
Uy Vi—1
(25) 2o = 0
(26) ri > 0 i=1,...,n
(27) T libre i=1,...,n

en donde las r; son variables auxiliares para eliminar un valor absoluto
de la funcién objetivo que era originalmente y ;" | [x; — x;_1| y conver-
tirla en (18) y con

constante.

Note que si alguna v; = 0, entonces x; = p; y el modelo se simplifi-
caria.

3. Algoritmos

Con los modelos anteriores y los siguientes resultados podemos de-
cir que tanto el problema de la factibilidad como el de minimizacién de
tiempo y distancia total recorrida se pueden resolver en tiempo polino-
mial partiendo del algoritmo de Karmarkar [2].

Teorema 3.1 (Karmarkar). La complejidad del algoritmo de Karmar-
kar para un programa lineal de la forma min cx sujeto a Ax > b con p
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variables y q restricciones es de
O (JA| + [b] + [e])?),

donde |A|, |b] y |c| son la cantidad de bits necesarios para codificar la
matriz A, b y ¢ respectivamente.

Corolario 3.2. Para el problema CTOMSR rdpido existe un algo-
ritmo basado en el algoritmo de Karmarkar y se ejecuta en tiempo

O(£2n5.5)

donde ¢ es la mdzrima cantidad de bits que se requieren para almacenar
U y cualquier a;, d;, p; o vj.

Demostracion. Con el modelo de minimizacién del tiempo de captura
(11-17) podemos obtener los siguientes tamanos:

|A| = (84 2)n, [b| =6, |c|=1.

El niimero de operaciones requeridas se puede obtener mediante el Teo-
rema 3.1 y es O(n3?(14¢n + 2n + 1)?), lo cual estd en O(£2n>9). O

Corolario 3.3. Para el problema CTOMSR perezoso existe un al-
goritmo basado en el algoritmo de Karmarkar y se ejecuta en tiempo

O(€2n5'5)

donde £ es la mdxrima cantidad de bits que se requieren para almacenar
U y cualquier a;, d;, p; o v;.
Demostracion. Con el modelo de minimizacién de la distancia total re-
corrida (18-27) podemos obtener los siguientes tamanos:

|A| = (1004 6)n, |b| =8nt, |c| =n.

El niimero de operaciones requeridas se puede obtener mediante el Teo-
rema 3.1y es O(n>5(18nf + 7n)2) lo cual estd en O(£2n5?). O

3.1. Algoritmo lineal para CTOMSR rapido

A continuacién presentaremos un algoritmo que resuelve CTOMSR
rapido en tiempo lineal. Para ello resolveremos el problema por eta-
pas. Comenzando en el origen, se determina el primer (¢§) y el tltimo
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momento (t{ ) en que se puede capturar el primer objeto. Con esa infor-
macién se calcula lo mismo para el segundo objeto y asi sucesivamente
hasta calcular ¢ y tfl. Es decir, en cada etapa se resuelven dos progra-
mas lineales con funciones objetivo ¢ = min(t;) y tlf = max(t;) y el
conjunto de restricciones (28-34), para las variables ; y t;_1:

(28) ti > a;
(29) > —d;
(30) tic1 =t
(31) —ti—1 2> —t{_l
(32) (U —wvi)ti = (U+vi)ticn > o
(33) U+v)ti—(U—vi—1)ticn > —oy
(34) ti =2 0

donde o; = a;v; — a;—1v;—1 — p; + pi—1 son constantes, ademads t{ y
t¢ se calculan en el paso anterior, con la excepcién de t§ =0y tg = 0.

Estos programas lineales se deducen del programa lineal para CTOMSR
rapido (11-17).

En este momento tenemos el tiempo minimo y el tiempo méaximo
para capturar a todos los objetos. Si ademas se desea encontrar una
ruta factible para dicho tiempo minimo, se toma t/¢ = t¢, tl = t,
y se resuelven dos programas lineales con funciones objetivo ¢/, =
min(t;—1) y t;]i ; = max(t;—1) y el conjunto de restricciones (28-34),
para las variables t; y t;_1, modificando las dos primeras restricciones
como sigue:

(35) ti te

(36) —t; > —tf

1

v

donde tf y tgf se calculan en el paso anterior.

Adicionalmente se buscaré la ruta que ocuparé el tiempo més tardio
mediante un procedimiento similar pero con t//¢ = tfl, tﬁf = t£ y el con-
junto de restricciones (28-34), para las variables t; y t;—1, modificando

las dos primeras restricciones como sigue:

(37) ti > tl°
(38) —t; > —t

2

donde t¢ y t;’f se calculan en el paso anterior.
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Algoritmo por etapas
1. Sea t§ =0, t} = 0.
2. Parai=1,...,n:

a) Resolver los programas lineales ¢t = min(¢;) sujeto a (28-34)
vyt = méx(t;) sujeto a (28-34).

/
3. Sea /e =t¢, ¢} =t¢.
4. Parai=mn,...,1:

a) Resolver los programas lineales t/¢ | = min(¢;_;) sujeto a (35—
36) y (30-34) y £ | = max(t;_1) sujeto a (35-36) y (30-34).

5. Sea t;{e:tfl, (R
6. Parai=mn,..., 1:

a) Resolver los programas lineales ¢, = min(¢;_;) sujeto a (37—
38) y (30-34) y /7, = méx(t;_1) sujeto a (37-38) y (30-34).

Teorema 3.1.1. El problema CTOMSR rdpido es resuelto en tiempo
lineal por el algoritmo por etapas.

Demostracion. Cada uno de los programas lineales que se deben resolver
en el paso 2a del algoritmo consta de 2 variables y 6 desigualdades. Se
sabe por la teoria de la programacién lineal que la solucién 6ptima se
puede obtener resolviendo a lo mas (2J6r6) = 28 sistemas de 6 ecuaciones
lineales con 6 variables. Como cada uno de estos sistemas se puede
resolver en tiempo constante, entonces el paso 2a se puede llevar a cabo
también en tiempo constante. Es decir, el paso 2 del algoritmo se puede
completar en tiempo lineal. Evidentemente, lo mismo es cierto para los
pasos 4 y 6 del algoritmo. Finalmente, como los pasos 1, 3 y 5 son de
tiempo constante, el tiempo de ejecucion del algoritmo es lineal. O

En la Figura 4 se muestra una salida del algoritmo por etapas. Los
segmentos de linea continua son los objetos méviles. La zona de lineas
verticales y contorno punteado corresponde con la region a través de
la cual cualquier ruta requiere de tiempo minimo t{, para capturar a
todos los objetos. La zona de lineas horizontales y contorno rayado co-
rresponde con la regién a través de la cual cualquier ruta requiere de
tiempo maximo tfl para capturar a todos los objetos. La regién factible
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esta determinada por la regién de tiempo maximo, la regién de tiempo
minimo y la regién sin ningtin patron entre estas dos.
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Figura 4: Ejemplo de la salida del algoritmo por etapas.

4. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se da una cota superior a la complejidad de los pro-
blemas CTOMSR, CTOMSR rapido y CTOMSR perezoso. Para los dos
primeros casos se tiene un algoritmo de tiempo lineal, que asintética-
mente no puede mejorarse mas, y para el tultimo caso se tiene un al-
goritmo polinomial basado en el algoritmo de Karmarkar. Es probable
que se pueda encontrar un algoritmo que resuelva CTOMSR, perezoso
asintoticamente mas rapido. Por otro lado, si no se pudiera capturar
todos los objetos, entonces nos interesaria dar un algoritmo que maxi-
mice la cantidad de objetos atrapados (méx COMSR). Finalmente nos
interesa estudiar el caso en que el orden de captura debe ser determina-
do por el algoritmo, para minimizar el tiempo de captura, minimizar la
distancia total recorrida o maximizar la cantidad de objetos atrapados.
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