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Algebra C™ generada por operadores de Toeplitz
con simbolos discontinuos en el espacio de
Bergman armonico *

Maribel Loaiza Carmen Lozano

Resumen

Sea ¢ una curva simple suave en el disco unitario complejo D.
En este trabajo estudiamos el algebra de Calkin del dlgebra C*
generada por operadores de Toeplitz que actiian en el espacio de
Bergman armonico de D, cuyos simbolos son funciones continuas
en D\ /. El resultado principal e inesperado es que el espectro de
un operador de Toeplitz cuyo simbolo es una funcién constante a
trozos depende del angulo de discontinuidad.
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1 Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar el algebra C* generada por opera-
dores de Toeplitz en el espacio de Bergman arménico del disco unitario
complejo. Existen numerosos trabajos sobre operadores de Toeplitz con
simbolo continuo y continuo a trozos actuando en el espacio de Bergman
del disco unitario, entre ellos [15].

Con respecto a operadores de Toeplitz actuando en el espacio de
Bergman arménico, en [7] se demuestra que, médulo los operadores

*Trabajo basado en la tesis de Carmen Lozano, dirigida por Maribel Loaiza, pre-
sentada como requisito para la obtencién del grado de Maestria en Ciencias con
especialidad en Matematicas del CINVESTAV-IPN el 25 de enero de 2010.
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compactos, el dlgebra C* generada por los operadores de Toeplitz, con
sfmbolo continuo es isomorfa al algebra de funciones continuas en la
frontera de . Un hecho muy conocido es que este mismo resultado
es valido cuando los operadores de Toeplitz actiian en el espacio de
Bergman.

En general, el comportamiento de los operadores de Toeplitz de-
pende del espacio donde éstos actian. Uno de los resultados importantes
que se tienen es que el indice de un operador de Toeplitz actuando en
el espacio de Bergman depende del niimero de vueltas que su simbolo
da al cero. Por otro lado, si estos operadores actiian en el espacio de
Bergman armonico, tienen siempre indice cero como se demuestra en
[7]. Maés aun, en este trabajo, demostramos que si el simbolo de un
operador de Toeplitz es continuo a trozos, su indice es también cero.

Otra de las diferencias importantes entre los operadores de Toeplitz
actuando en el espacio de Bergman con respecto a los mismos actuando
en el espacio de Bergman arménico es el exhibido en el Corolario 3.9.
En este corolario se muestra que el espectro de un operador de Toeplitz
con simbolo continuo a trozos depende del angulo de discontinuidad en
la frontera del disco.

En este trabajo se toma como base los articulos [6] y [9]. En el
primer articulo se estudia el algebra C* generada por los operadores
de multiplicacién por funciones continuas a trozos, la proyeccién de
Bergman y la proyeccién anti-Bergman y; en el segundo, se estudia el
algebra C* generada por los operadores de multiplicacién por funciones
continuas a trozos y la proyeccién armonica.

2 Preliminares

A lo largo de este trabajo ID denotara al disco unitario abierto en el plano
complejo C, es decir, D = {z € C: |z| < 1} y T denotara su frontera
D = {z € C: |z| = 1}. Para z = z + iy, dm(z) = Ldzdy es la medida
de Lebesgue normalizada en . El espacio de Bergman A2(D) del disco
D es el espacio de funciones analiticas de Lo(D) y A%(D) = {f : f €
A2%(D)}, el espacio anti-Bergman, es el espacio de todas las funciones
anti-analiticas de Ly(DD). Los espacios de Bergman y anti-Bergman son
subespacios cerrados de Lo(ID) = Lo(ID,dm) y por lo tanto son espacios

de Hilbert.
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La funcién evaluacién puntual definida en A%(D) es una funcién
continua. Por el Teorema de Representacion de Riesz existe un tinico
elemento k, € A%(D) tal que

- / FORQdm(C).
D

La funcién K(z,() = k.(¢) se llama el niicleo de Bergman de D y
tiene la propiedad reproductora:

/f K (2, C)dm(C),

para toda f € A?(D). El niicleo reproductor de Bergman es una funcién
simétrica hermitiana (vea por ejemplo [16]) y su férmula es

1
K Z, = .
La proyeccién ortogonal de Ly(ID) sobre A2?(D), denotada aqui por
Bp, se llama la proyeccién de Bergman y estd dada por la férmula
integral

Bo1)(:) = [ i

Por otro lado, la funcién nicleo anti-Bergman para el caso del disco
D esta dada por la expresién

~ 1
K(z,() = —.

La proyeccién ortogonal de Lo(DD) sobre A%(D) se representa en
forma integral por

B = [ 1 dm(o).

Una funcién u : D — C se llama armédnica si sus segundas derivadas
parciales existen, son continuas y su Laplaciano es cero; esto es,
Pu  0%u

Ay = 6$2+8 =0, z=x+1y.
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El espacio de Bergman arménico b?(ID) es el conjunto de todas las
funciones armonicas complejas v en D para las cuales

Jullo = ( [ mop dm<c>>w < co.

El espacio b?(D) es un subespacio cerrado de Lz(ID) y por lo tanto es
un espacio de Hilbert. Ademads cada evaluacion puntual es un funcional
lineal acotado en b?(ID); vea por ejemplo [1]. Por lo tanto existe una
tinica funcién R(z,-) en b*(D) la cual satisface la propiedad:

u(z) = /D u(€) R(5.0) dm(C), (2 € D)

para todo u € b*(D). EI niicleo reproductor arménico R(z,-) es real
y simétrico. También podemos ver que b%(D) N Loo(D) es denso en
b*(D). Sea Q la correspondiente proyeccién ortogonal del espacio de
Hilbert Ly(D) en b?(D). La proyeccién de Bergman arménica @ tiene
la representacion

(1) Q=Bp+Bp+T,

donde T es el operador unidimensional dado por la férmula

(Tf)(z) = - / f(w) dm(w).

Para una funcién a € Ly (D) definimos el operador de Toeplitz con
simbolo a, T, : b*(D) — b*(D) mediante la férmula

T, (u) = Q (au) .

A continuacién enunciamos algunas propiedades, cuyas demostraciones
son inmediatas, que cumplen los operadores de Toeplitz en el espacio
de Bergman arménico.

Teorema 2.1. Sean a,b € Loo(D) y o, 8 € C, entonces

(i) [ Tall2 < llafl,
(ii) Taa—l—ﬂb =aoTl, + ﬁTb,

(iii) T* = Ty.
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Actualmente existen varias técnicas de localizacién en teoria de ope-
radores. Uno de los trabajos pioneros en esta drea fue realizado por
Simonenko ([12]) en 1965. En este trabajo se introduce la nocién de
operadores localmente equivalentes y se desarrolla lo que posteriormente
se conoceria como principio local de Simonenko. En el estudio de este
campo surge el desarrollo de varios principios locales, entre ellos, el prin-
cipio local de Douglas-Varela ([14]). En él se establece la representacion
de un algebra C* como el espacio de secciones continuas de un haz C*.

Una propiedad muy importante de los operadores de Toeplitz con
simbolo continuo, actuando en b?(D), es que el conmutador y el semi-
conmutador de cada par de este tipo de operadores es compacto (vea
por ejemplo [2], [5] y [10]). Esto nos permite utilizar el principio local
de Douglas-Varela, usando como subdlgebra central al dlgebra generada
por los operadores de Toeplitz con simbolo continuo. Como es usual
C(D) denota al dlgebra de las funciones continuas en D.

Teorema 2.2 ([2], [10]). Sean a,b € C(D), entonces el conmutador
[To, Ty] = ToTy — Ty Ty, y el semiconmutador [Ty, Ty) = Ty — Ty Ty son
compactos en b*(D).

El teorema que presentamos a continuacion es muy importante en el
estudio del algebra C* generada por operadores de Toeplitz. Pues nos
dice que el ideal de operadores compactos contiene a los operadores de
Toeplitz cuyo simbolo se anula en la frontera del disco unitario complejo.

Teorema 2.3 ([2], [10]). Si a € C(D), entonces T, es compacto en
b2(D) si y solo si la restriccion alt = 0.

El siguiente resultado describe la relacién que hay entre los simbolos
armonicos de dos operadores de Toeplitz que conmutan.

Teorema 2.4 ([3]). Sean u,v € b*(D) funciones no constantes. En-
tonces T, T, = T, T, en b*(D) si y sdlo si v =au+ 3 con a, 3 € C.

2.1 Las proyecciones de Bergman y anti-Bergman en el
semiplano superior.

Consideremos el semiplano superior II con la medida de area dz = dxdy,
z = x +iy. Como es usual Lo(IT) denota al espacio de todas las fun-
ciones medibles cuadrado integrables en II. El correspondiente espacio
de Bergman de todas las funciones analiticas de Lo(II) se denotard por
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AZ2(I). La proyeccién ortogonal de La(II) en A2(IT) se denota por Biy.
Anslogamente, A2(II) denota al subespacio de Ly(II) formado por las
funciones anti-analiticas y B ala proyeccién ortogonal de Lo(IT) sobre
A2(10), llamada proyeccién anti-Bergman (ver [13]). En coordenadas
polares tenemos la descomposicién:

(2) Ly(R?, dzdy) = L*(Ry,rdr) ® L*(T, dw),

donde dw es la medida de longitud de arco en T.

Figura 1: La curva £ en el disco unitario .

Sea ¢ una curva simple suave a trozos en el disco unitario cerrado D.
Sea tq el punto donde la curva / intersecta a T. Denotemos por PC(DD, £)
al conjunto de todas las funciones a(z), continuas en D \ ¢ que tienen
limite por la derecha y por la izquierda en tg, éstos serdn denotados por
a™(tg) y a” (to) respectivamente.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que tg = —1. Conside-
remos el operador Wy : Ly(ID) — Lo(II), dado por la regla de correspon-
dencia

3) (Wof)(z) = fod™(2) 61 (2),

donde ¢(z) = z% transforma aDenIly ¢, = %. Es fécil comprobar
que Wy es un operador unitario, autoadjunto y por tanto una isometria
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lineal. Consideremos también el operador unitario V' : La(I) — Lo(II)
definido por V' = h(z)I, donde

(@) h(z) = (Z”)z.

zZ—1

Proposicién 2.5 ([6], [11]). Bp es unitariamente equivalente a By y
Bp es unitariamente equivalente a V*BrV.

Para una funcién operador-valuada

L:R — B(Ly(T)),
A = LV,

denotaremos por I ®y L(A) al operador en B (La(R) ® Ly(T)) dado por
la férmula

(1 @3 LODAE) = L (1), (A ) € R x T

El siguiente teorema proporciona una descomposicién de By y Brg
en términos de operadores unidimensionales. Denotaremos por T a la
interseccion T N II.

Teorema 2.6 ([8]). Los operadores By y By son unitariamente equiva-
lentes a las familias de operadores Iy B(\) e I®xB()\) respectivamente.
Donde para cada X € R los operadores B(\), B(A) € B(La(T4.)) son las
proyecciones ortogonales sobre los espacios unidimensionales generados
por las funciones

2A iA—1
1—e—27A tl ) )‘ 7é 07

a(t) = V
(t) . o
2 —iA+1
- = t , AF#0,
a(t) = { te2 X1 #
ﬁ) A= 07

respectivamente, con t € T. Mds aun, (gx,gx) = 0 y B(A)B(\) = 0,
para todo A € R.

2.2 El algebra de Toeplitz

Denotaremos por K al espacio formado por todos los operadores com-
pactos en el espacio de Bergman arménico b%(D). Sea T (C(D)) el dlge-
bra C* generada por los operadores de Toeplitz en el espacio de Bergman
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arménico con sfmbolo en C(D). El 4lgebra de Toeplitz 7 (C(D)) es
irreducible y contiene al ideal I (vea por ejemplo [7]). Ademds cada
elemento en 7 (C (D)) es de la forma T, + K, donde K es un operador
compacto y v € b*(D).

En [7] Kunyu Guo y Dechao Zheng probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.7. La sucesion
0— K - T(C(D)) L5 C(T) — 0

es una sucesion exacta corta; esto es, el dlgebra cociente T(C(D))/K es
isométricamente x-isomorfa a C(T), donde i es la inclusion y j es la
funcién que transforma T, + KC en la restriccion alr.

El teorema anterior muestra similitudes entre 7 (C(D)) en el espa-
cio de Bergman armoénico y en el espacio de Bergman, pues el mismo
resultado se cumple cuando los operadores actian en el espacio de
Bergman A?(ID). Sin embargo el indice de Fredholm de un operador de
Toeplitz actuando en b?(D) es siempre cero contrastando con el corres-
pondiente indice de Fredholm de un operador actuando en el espacio
de Bergman A?(D), cuyo indice depende del nimero de vueltas que la
funcién simbolo le da al origen.

3 El algebra generada por los operadores de
Toeplitz con simbolo continuo a trozos

Sea Tpc = T(PC(D,Y)) el dlgebra C* generada por los operadores de
Toeplitz en el espacio de Bergman arménico con simbolos en PC(DD, ¢).
Al contener al dlgebra 7 (C(D)), el dlgebra Tpc es irreducible y contiene
al ideal KC. Denotaremos por 7 a la proyeccién natural

7: T(PC(D, 1)) = Tpc := T(PC(D, £))/K.

Describiremos el dlgebra de Calkin de 7 (PC(D,¢)) utilizando el Prin-
cipio Local de Douglas-Varela (para detalles vea [13]).

En la representacién (1) para la proyeccién @, T es un operador
compacto de modo que, salvo una perturbacion compacta, la proyeccién
Q@ es la suma de las proyecciones Bp y Bp.



Operadores de Toeplitz con simbolos discontinuos 27

Para a € Loo(D), denotamos por M, : La(D) — La(ID) al operador
de multiplicacién

Ma(f) =af.
El siguiente resultado nos permite usar al algebra 7(7(C(D))

T (C (D)) como subélgebra central conmutativa del dlgebra 7 (PC(D, £)).

Proposicién 3.1. Sea a € C(D) y b € Loo(D), entonces el conmutador
[To, Ty) = To Ty — Ty T, es compacto.

Demostracion. Los operadores Bp y ED son operadores de tipo local
(ver [4]), por lo que @ = Bp+ Bp+ T es también de tipo local. Esto es,
() conmuta con los operadores de multiplicacién por funciones continuas
en D médulo un operador compacto. Por otra parte, tenemos

T.T, — Th)/Tn = QM.QMy, — QMyQM,
= QM,My — QMyQM, + K
= QMyM, — QMyQM, + K
= QMy[I — QIM, + K
= QMyH, + K,

donde K € K. El operador de Hankel H, : b*(D) — Ly(ID) es compacto
pues su sfmbolo es continuo en D (ver [5]), entonces [Ty, Tp] es compacto.
O

Denotaremos por Aala imagen en 733@ de un operador A en el
dlgebra T(PC(D,/)). Por el Teorema 2.7 T(C(D))/K es isomorfo a
C(T), por lo que su espacio de ideales maximales es isomorfo a T.

Sea J(t) el ideal maximal en C(T) correspondiente al punto ¢ € T,
es decir,
J(t)={al +K:a e C(T), a(t) =0}.

Denotaremos por J(t) = J(t) - Tpc al ideal bilateral cerrado de Tpc
generado por J(t). De forma andloga al caso de simbolos continuos,
7:}30 (t) = Tpc/J(t) representa al dlgebra de Calkin de Tpc v 7, : Tpe —
Tpc(t) la proyeccion natural.

Al &lgebra ?PC (t) la llamaglos El algebra local de ’fpo en el punto
t. Dos operadores A; y Ag en Tpc(D, ) se llamaran localmente equiva-
lentes en t si
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donde A; (respectivamente As) es la imagen de A; (Az) bajo .

La descripcién de las algebras locales '?pc(t) se descompone en dos
casos: los puntos t € T\ {—1} y t = —1.

3.1 Algebras Locales del algebra 7A}C

El resultado que mostramos a continuacién nos proporciona la descrip-
ci6én de las algebras locales en los puntos del conjunto T \ {—1}.

Teorema 3.2. El dlgebra local de Tpe en el punto to € T\ {—1} es
isomorfa a C.

Demostracion. El operador de multiplicacién por una funcién a(t)I es
localmente equivalente a a(tg)I en el punto tyg. Dado que BD+§D+7C es
la identidad en ’7A'pc, el operador de Toeplitz con simbolo a es localmente
equivalente en ty a a(to)l. El isomorfismo entre Tpe(to) y C estd dado
por

(BD + ED) a(t)] — afto).
d
Supondremos que la curva ¢ es tal que bajo transformaciones de
Mobius, se transforma en un rayo que sale del origen en el semiplano

superior. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ divide al
disco D en dos regiones que denotaremos por D y Ds.

Utilizando la Proposicién 2.5 y el hecho de que la funcién h(z),
definida en la férmula (4), es tal que ~(0) = 1 obtenemos el siguiente
lema.

Lema 3.3. Sea to = —1. Entonces el dlgebra local %Po(to) es isomorfa
al dlgebra generada por los operadores (BH + §n> Wexp, W;, j=1,2,
donde Wy estd dado por la ecuacion (3).

Para una funcién a(z) € PC(D) sea

(5) a*(2) = lim a(z) y a=(z) = lim a(2).
ze]D)? zE]D)g

Consideremos los operadores y las transformaciones definidas en (3) y
(4) Yy sean L= gf)(f), H1 = qb(]Dl), ]._.[2 = qb(]D)Q) ASf,

I ={z€ll:0<arg z <6},
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y={z€ell:0<arg z <},

donde 6 es el angulo que forma la recta L con el eje X del semiplano
superior II.

D b Il 2 d(0)
T
Dy I = ¢(D1)
t 0 i
¢ '
D,

Figura 2: La transformacién de Mobius ¢ envia al disco D en el semi-
plano superior II.

Lema 3.4. FEl dlgebra local en un punto t = —1 es isomorfa al dlgebra
generada por
(6) (B + Br)xm, I, j=1,2,

donde x11; denota la funcidn caracteristica del conjunto 1;, j =1,2.

Demostracion. Se sigue del hecho que localmente en cero V', definido
en (4), es equivalente al operador identidad y del Lema 3.3. ]

Comenzaremos pues a describir el dlgebra C* generada por los ope-
radores

(B + Bu)xm, I, j=1,2.

De acuerdo al Teorema 2.6, esta tltima algebra es isomorfa al dlgebra C*
generada por las funciones

(7@ BO) + Tex BOxT) .

actuando en Lo(R;)® Lo(T4 ) y donde ; es la funcién caracteristica del
arco T4 NII;, ¢ = 1,2. Observemos que x1 es la funcién caracteristica
del arco determinado por el angulo 0, es decir,

(7) x1{ =xol, x2f =1—xel,
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donde

. wor={} 11El)

Més aun, dado que B(\) y B (M) son proyecciones ortogonales entre
st Q(A) := B(A) + B(A) es una proyeccién. El Teorema 2.6 nos indica
que @()\) es la proyeccién bidimensional de La(T) sobre el subespacio
H de Ly(T4) generado por gy y g. Esta proyeccién estd dada por

9) QN f = (f,9\)9x + (f, 909,

para f € Lo(Ty) y Lo(Ty) = H® H+.

Denotemos por iy al dlgebra C* generada por @()\) y las proyec-
ciones xgl e I — xgl. Para analizar i) denotaremos por M7 y My a
las imagenes de las proyecciones xgl e I — xgl respectivamente. Ob-
servemos que M; N H = {0} y M; ¢ H+. Consideremos el subespacio
cerrado de La(T4)

(10) Ho= (H+ N M) @ (H N M)
y M = Hy. Descompongamos Lz(T,) en la suma directa
(11) Ly(T4) = Hyp® M.

Tenemos que H C M. Consideremos las restricciones de las proyec-
ciones Q(A), xoI e I — xpI al espacio M definidas por

Q' =QN) lm, Pi=xollm, Po=(I—xol)|m -

Dado que xgI e I — xpI suman la identidad en Lo(Ty), tenemos que
P+ P, =I', donde I’ es la identidad en 901. Por otra parte, como M; ¢
H*' se sigue que todas las restricciones Pj son no triviales. Ademés

IIIlPl = X@I(m) = M1 N In.
De forma andloga Im P, = M N9N. Ahora, si y € M; N 9N entonces
y € P;(9M) por lo que M; NM C P;(M). Haciendo M; = M; NI

tenemos que

(12) M = M, & Mj,.
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El conjunto {xalgx, xol gx,(I — xel)gr, (I — x¢I) gr} es una base
ordenada de 9. Mediante el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt obtenemos la base ortonormal

{61_ fi ey = f2 o — fi o — fé}
— N r - y &1 — y €9 — )
| f1l] | f2]] I 5]l
donde
fi = xolg,
_ Tir. xol
fo = X@IQA_WXGIQM
IxoIgx|l
fi = (= xeD)gx,
~ (I —=xoD)gr, (I —xol)gx)
fo = (I—xel)gr — I —xpI)gh.
2 = (I=xl) IT—xoDgn2 XD
Tenemos ademas
A7 = lxeloall®,
A7 = (= xeD)gall?,
12l = llxel 9alI> = [{Gr, e1)]?,
115117 = (I = xel)GrlI” = [{Gr, €1)]*

Observemos que {e1, ea} es base de M| y {€], )} es base de M.

Proposicién 3.5. La matriz de Q' con respecto a la base ortonormal
{e1,e2,€), €5} de M es

o + B1B1 mPr aedn + BB e

b/ M P12
a0 + 12 112 b+ [Bafa 22 |
B172 772 B272 7272

donde iy = (e1,9x), B1 = (e1,92), 11 = (e2,9\), a2 = (€], q\), B2 =
(€190 yv2 = (e qn)-

Demostracion. De la ecuacién (9) obtenemos las expresiones:

Q'(e1) = (e1,92)9r + (€1,97)9x,
Q'(e2) = (e2,9\)0n,
Q'(e1) = (€1, 90)9x + (€1, 979,
Q'(eh) = (€5, 1)
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Dado que {e1,e2} es una base ortonormal de M, para cada y € M} =
Im xgl se tiene la representacion:

y = (y,e1)er + (y,e2)ez

De igual forma cada y € M tiene una representacién en términos de €}
y €5. De esto obtenemos:

xol(gx) = (gr,e1)er + (gr,€e2)e2,
(I —xoD)(g9x) = (gr,€)e] + (gr, e)es,
xol(gn) = (gx.e1)er + (gn, e2)ez,
(I —xoD)(Gx) = (gr,€l)e] + (G, eb)es.
Asi tenemos,
xel(Q'(e1)) = ([{grn,en)> + 1@ e1)?) ex

(
((e1, 9x)(gx, e2) + (e1,9x)(9x, €2)) ez,
(I = xoD)(Q'(e2)) (e2,92)(gn, e1)er + (G, e2) ez,
xol(Q'(€))) = ({el, g {gn.er) + (1,92 (Gx, 1)) ex
(6179A> s e2) + (€1, 90) (0, e2)) €2,
(e2,92)(Gn, e1)er + (€2, G) (g, e2)e2

+on o+
)

(I = xoD)(Q'(e))

Representando a La(T4) como la suma directa
Ly(T4) = (H- N M) @ (H- N M) & (M @ M;),

tenemos que el algebra U, es isomorfa a una subdlgebra de My(C). El
isomorfismo estd dado por la transformacion de los generadores:

xol +— <€]2 8>>
Q) < C(IC—C) (;(£50)>’

donde la matriz C' = Cy(\) estd dada por

A(m—0) i0
Co(A) = CSCh()\7r)<e senh(A0) e~ sen )

e sen 6 M0~ senh ()
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El operador C' es positivo y C < I. Usando el Teorema Espectral
obtenemos la representacién para las proyecciones:

1 0
Xef*—><00>

00 < 1—x x(l—x)>7

z(1—x) x

con z € [Jycp SP(Co(N)) = Sp(Q — X, )?. Ahora el problema se reduce
a hallar este espectro mediante la relacion:

U Sp(Co(A) = {Sp(Cs(V)) : X € R}
AER

Los valores propios de la matriz Cy()) estan dados por:

z1(A\) = csch(An) {senh()\é) cosh A(m — 6) + y/senh?(\0) senh? A(7 — ) + A2 sen? 9} ,

22(A) = csch(An) {senh()\ﬁ) cosh A\(m — 0) — \/senh2 (A9) senh? A(m — 6) + A2 sen? 0} ,

implicando que

{Sp(Cy(N)) : A € R} = Im(z1) UIm(ze).

j1
xl()\)

xg()\)

-0

Figura 3: Grafica del espectro para 0 = 7/2
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Figura 4: Grafica del espectro para 6 = 7/3

Observemos que x1(A) = z1(—\), es decir, es una funcién par. Més

aun,
21(0) = 0 — senﬁ’
™

por lo que A = 0 es un minimo local para la funcién z;(A) y un méximo
local para la funcién z2(A\). En vista de la simetria de las funciones y
las condiciones descritas anteriormente reduciremos nuestro analisis a
la funcién z1(A) en el intervalo (0,00). La derivada 2 () de la funcién
x1 es positiva para A € (0,00) y negativa en (—o0,0) por lo que 0 es un
minimo absoluto para la funcién (). Ademds limy 1o z1(A) = 1,
por lo que Im(z;) = (#=22 1). De forma andloga se tiene Im(z2) =
(0, =28,

Concluimos que J,cg Sp(Co(A)) = (0, 9757?“9) U (9+S7‘f“9,1). En
consecuencia

m: [0’ 9—sen9} g [0+Sen9’l} ‘

™ ™
AER

Asi tenemos el resultado:

Lema 3.6. El dlgebra C* generada por @()\) y xXol es isomorfa a una
subdlgebra de Cy(R, My(C)). El isomorfismo estd dado por la transfor-
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macion de los generadores:
~ 10
an = (40 ).
ol < 1—x x(l—x))7

z(1—x) x

con x € [0, e_sﬂene] U [9+Sen9, 1].

T

Teorema 3.7. El dlgebra local de ’7A'pc en el punto tg = —1 es isomorfa
al dlgebra

C (Sp(Q — xp,)?) -
El isomorfismo estd dado por la transformacion de los generadores:
Qu()IQ ~  a*(t)(1—a)+a (to)a,

con x € A= [0, ==enb] [senf g

3.2 Descripcién del algebra 7A}c

Denotemos por T la compactificacién de T \ {—1}. Bajo esto, al punto
t = —1 le corresponde un par de puntos en 'ﬁ‘, tf y t;, ordenados en
direccién positiva. El conjunto T coincide con el conjunto de ideales
maximales del algebra 7A'p(;.

Para pegar las diferentes dlgebras locales consideraremos los dife-
rentes puntos en la frontera de D. El Teorema 3.7 muestra que Tpc(t)
es isomorfa al dlgebra C/([0, =201y (&5l 1)) para t = —1.

Para un operador compacto K, consideramos el generador del dlge-
bra Tpc: A = (Bp + Bp)a(z)I + K. Usando el Teorema 3.7 podemos
definir

Alz)=a™(t)(1 —z)+a ()

donde z € [0, 9_37?“‘9] U [9+Sﬂen9, 1]. Entonces tenemos

A(0) = a* (), A1) =a ().

Sea ¥ la funcién que identifica los puntos de A con los puntos de T,
dada por la formula

9(0) = t,
9(1) = t7.
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Figura 5: Curva I' = A Uy T

Sean o1 € C(T) y 03 € C(A). Denotemos por & al dlgebra de todos
los pares (o1, 02) que satisfacen las condiciones:

(13) lim oy(x) = o1(9(0))
(14) lim oa(e) = oo(0(1)

La norma en el dlgebra & estd determinada como sigue

lo]| = max {Sgp lo1(®)], sup IIGz(w)H} :

T

Notemos que para cada par de puntos 0 = (01, 02) define una funcién
continua en I' = A Uy T.

0 1
e

Jr p—
/t.l ;1\

Figura 6: Pegado en el punto t = —1.

La descripcion de las dlgebras locales 7A-pc(t) junto con el principio
local de Douglas-Varela dan lugar al resultado principal de este trabajo.



Operadores de Toeplitz con simbolos discontinuos 37

Teorema 3.8. El dlgebra de Calkin Tpe del dlgebra C* T(PC(D, 1)) es
isomorfa e isométrica a C(T'). El isomorfismo sym : Tpc — C(T') estd
dado por la transformacion de los generadores del dlgebra Tpo:

sym : A= (Bp+ Bp)a(z2)I + K —

{ alt), teT,
at(t)z+a (t)(1—2x), z€A, t=—1,

donde a™(t) son los limites definidos por la formula (5).

Finalmente, consideremos el conjunto de operadores de Fredholm de
Tpc y que denotaremos por Fred(7pc¢).

Corolario 3.9. Fl indice de cada operador en Fred(Tpc) es cero.

Mostraremos esto mediante el diagrama:

Fred(Tpc) =G Tpc nd @ TPC /GO(TPC)

\/

Por un lado, G(7pc) = G(C(I')) y éste consiste de las funciones con-
tinuas en I' que no se anulan en I'. Calcularemos ahora la componente
conexa de la identidad en G(C(I")), es decir, Go(C(I')). Para esto ob-
servemos que cada funcién a € C(I') es homotdpica a la identidad.
Entonces Go(I') = G(C(I')) y en consecuencia

G(Tpc)/Go(Tre) = {0}.

Por lo tanto el indice de Fredholm de cada operador es cero.
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