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contribuciones de Onésimo Hernández-Lerma

Francisco Venegas-Mart́ınez

Resumen

En esta investigación se lleva a cabo una revisión de algunas de
las aportaciones de Onésimo Hernández-Lerma a las matemáticas
y, espećıficamente, a la teoŕıa y práctica de los procesos marko-
vianos en la toma de decisiones de agentes racionales. Se desta-
can, particularmente, sus extensiones, reformulaciones y nuevos
planteamientos en los procesos markovianos de decisión, juegos
estocásticos, optimalidad de Blackwell, optimalidad en sesgo, op-
timalidad rebasante y control óptimo estocástico.
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Abstract

This paper conducts a review of some of the contributions of
Onésimo Hernández-Lerma to the mathematics and specifically
to the theory and practice of Markov processes in the decision
making of rational agents. It highlights, in particular, his ex-
tensions, reformulations and new approaches to Markov decision
processes, stochastic games, Blackwell optimality, bias optimality,
overtaking optimality, and stochastic optimal control.

Keywords: Markov decision procesess, stochastic games, stochastic op-
timal control.

1 Introducción

En las últimas décadas, los modelos matemáticos de toma de decisiones
de agentes racionales han experimentado una serie de cambios y trans-
formaciones profundas. Estos cambios han abierto nuevos paradigmas
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que resaltan la exposición de los agentes a diferentes tipos de ries-
gos. Esto, por supuesto, es una necesidad irremisible para modelar
apropiadamente la realidad contingente y no sólo una sofisticación más
en el tratamiento matemático. En este sentido, las investigaciones de
Onésimo Hernández-Lerma han abierto un sinnúmero de horizontes a la
teoŕıa de los procesos markovianos y, como consecuencia, han conducido
a la utilización de herramientas matemáticas más robustas, las cuales
permiten una mejor comprensión de qué hacen y porqué lo hacen los
agentes al tomar decisiones en ambientes de riesgo e incertidumbre. En
este contexto, los procesos markovianos ocupan un lugar privilegiado,
ya sea por sus bondades técnicas en el modelado del proceso de toma
de decisiones o bien por su potencial riqueza en diversas aplicaciones.

Es también importante destacar que la crisis mundial de 2007-2009
y sus múltiples lecciones han sido un factor determinante en las diver-
sas reformulaciones recientes de la teoŕıa de los procesos markovianos,
haciendo ineludible replantear el modelado del riesgo y la incertidumbre
en los procesos de toma de decisiones de los agentes. Las exigencias mis-
mas de la realidad contingente han motivado diversas extensiones de las
teoŕıas existentes y, en muchas ocasiones, ha sido necesaria la reformu-
lación de nuevos paradigmas teóricos. En particular, los procesos marko-
vianos de decisión, los juegos estocásticos, la optimalidad de Blackwell,
la optimalidad en sesgo, la optimalidad rebasante y el control óptimo
estocástico, han tenido un desarrollo notable en los últimos años, y esto
en gran parte por las contribuciones de Onésimo Hernández-Lerma y a
sus colaboradores en todo el mundo. Esto se puede apreciar en: Prieto-
Rumeau y Hernández-Lerma (2012) en juegos markovianos y cadenas
de Markov en tiempo continuo; Guo y Hernández-Lerma (2009) en pro-
cesos markovianos de decisión en tiempo continuo; Hernández-Lerma y
Lasserre (1996) sobre criterios de optimalidad de proceso markovianos
controlados en tiempo discreto; Hernández-Lerma y Lasserre (1999)
en sus investigaciones en procesos markovianos controlados en tiempo
discreto; Hernández-Lerma y Lasserre (2003) en cuanto a cadenas de
Markov y probabilidades invariantes1; Hernández-Lerma (1989) por sus
aportaciones en procesos markovianos adaptativos; y Hernández-Lerma
(1990) y (1994) por sus contribuciones a los procesos markovianos en
tiempo discreto y tiempo continuo, respectivamente.

1Véase también el trabajo de Hernández-Lerma y Lasserre (2001b) sobre cadenas
de Markov y procesos de Harris.



Procesos markovianos en la toma de decisiones 3

La formación y trayectoria de Onésimo Hernández-Lerma se susten-
tan en su ardua y constante labor en el desarrollo de las matemáticas.
Obtuvo la Licenciatura en F́ısica y Matemáticas en la Escuela Supe-
rior de F́ısica y Matemáticas (ESFM) del Instituto Politécnico Nacional
(IPN) en 1970. Posteriormente, obtuvo la maestŕıa, en 1976, y el doc-
torado, en 1978, en la División de Matemáticas Aplicadas de Brown
University en los Estados Unidos de Norteamérica. Actualmente es
Profesor Emérito y Jefe del Departamento de Matemáticas del Centro
de Investigación y de Estudios Avanzados (CINVESTAV) del IPN.

Por su reconocida trayectoria y múltiples e importantes contribu-
ciones a las matemáticas a través de la investigación, la formación de
recursos humanos y la divulgación cient́ıfica, Onésimo Hernández-Lerma
recibió, en 2009, el Premio Thomson Reuters por ser el matemático
mexicano con el mayor número de citas, (alrededor de 1200); en 2008,
obtuvo el Premio Scopus de la Editorial Elsevier por el alto impacto
de sus publicaciones; en 2008, la Presea Lázaro Cárdenas del IPN, la
máxima distinción que otorga esta Institución a un investigador; en
2003, el Doctor Honoris Causa por la Universidad de Sonora (UNI-
SON); y, en 2001, el Premio Nacional de Ciencias y Artes otorgado por
el Gobierno de los Estados Unidos Mexicanos a través de la Secretaŕıa
de Educación Pública. Asimismo ha sido distinguido como miembro del
Consejo Consultivo de Ciencias de la Presidencia de la República. Es
también miembro del Sistema Nacional de Investigadores (SNI) con el
nivel III desde 1993. Las áreas de investigación de Onésimo Hernández-
Lerma son muchas y entre ellas destacan: el control óptimo de sistemas
estocásticos, la teoŕıa de juegos estocásticos, la programación lineal in-
finita y los procesos markovianos. Sobre estos temas, ha publicado
alrededor de 140 art́ıculos de investigación en revistas especializadas
con estricto arbitraje y pertenecientes a ı́ndices internacionales de gran
prestigio, aśı como 11 libros y monograf́ıas en casas editoriales de amplio
reconocimiento. Su labor en la formación de recursos humanos a nivel
de posgrado ha sido excepcional, habiendo graduado 18 estudiantes de
doctorado y 39 de maestŕıa. Además, por su liderazgo en el ámbito
mundial ha recibido visitantes posdoctorales de Francia, España y la
República Popular China, entre otros páıses.

El propósito del presente trabajo consiste en realizar una revisión,
la cual no pretende ser exhaustiva, sobre las contribuciones y reformula-
ciones de Onésimo Hernández-Lerma en procesos markovianos. Muchas
de las contribuciones recientes en procesos markovianos de decisión,
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juegos estocásticos y control óptimo estocástico se deben a Onésimo
Hernández-Lerma y a sus coautores en todo el mundo. Una ventaja
didáctica de las aportaciones de sus investigaciones en el modelado del
proceso de la toma secuencial de decisiones de agentes racionales, en
tiempo discreto o continuo y en ambientes con riesgo e incertidumbre,
es que todas sus investigaciones proporcionan una visión unificada y
consistente.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera: en la próxima
sección se revisan los procesos markovianos de decisión; en la tercera
sección se estudian los juegos markovianos; a través de la cuarta sección
se analiza la optimalidad en sesgo y optimalidad rebasante; en el quinto
apartado se examina la optimalidad de Blackwell para procesos marko-
vianos de difusión controlados; en el transcurso de la sexta sección se
revisa la teoŕıa de control óptimo estocástico con procesos markovianos
de difusión; por último, en la séptima sección se proporcionan las con-
clusiones, destacando las áreas de oportunidad para extender la teoŕıa
de los procesos markovianos.

2 Procesos markovianos de decisión

Existen muchos sistemas en ciencias naturales y sociales en donde los
eventos futuros tienen asociada una distribución de probabilidad que
depende sólo del presente, en cuyo caso podŕıa ser idóneo modelarlos
con cadenas de Markov. Varias preguntas surgen en el comportamiento
de una cadena de Markov: ¿Cómo evoluciona un proceso de este tipo?
¿Converge, en algún sentido, a un estado estacionario? ¿Qué tan rápido
converge? Estas preguntas han sido ampliamente contestadas en la lite-
ratura cuando la cadena de Markov tiene un número finito de estados
¿Pero qué sucede cuando hay un número infinito de estados, numerable
o continuo? Al respecto, Hernández-Lerma y Lasserre (2003) se ocupan
de las cadenas de Markov homogéneas en tiempo discreto con espacios
arbitrarios de estados y con un comportamiento ergódico descrito con
medidas de probabilidad invariantes. En particular, esta sección se con-
centra en procesos markovianos controlados en tiempo discreto y con
horizonte de planeación finito o infinito. Muchos fenómenos y situa-
ciones de interés son susceptibles de ser modelados bajo este esquema2;

2Este esquema es también conocido como programación dinámica estocástica en
tiempo discreto.
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por ejemplo, la toma de decisiones de consumo, producción, inversión, y
la valuación de proyectos de inversión, ya sea en el corto o largo plazo.

Una clase relevante de procesos de control la constituyen los proce-
sos de control markovianos. La evolución de estos procesos en tiempo
discreto se puede describir como sigue. El sistema se encuentra, inicial-
mente, en el estado i0 = x entonces el controlador elige una acción (o
control) a0 = a, lo que genera un costo, r(x, a), que depende del estado
y el control. Posteriormente, el sistema se mueve a un nuevo estado
i1 = y de acuerdo con una ley de transición en la que el futuro sólo está
determinado por el presente. Este procedimiento se repite y los costos
se acumulan. Se dice que {in : n = 1, 2, . . .} es un proceso de con-
trol markoviano, en tiempo discreto, si para cualquier estrategia π (una
función de las sucesiones de estados y acciones) y cualquier n = 0, 1, . . .,
la distribución en n + 1, dada toda la historia del proceso hasta n, de-
pende sólo del estado y la acción en n. Los estados y las acciones son
colecciones de variables aleatorias, definidas en un espacio de probabi-
lidad adecuado, y el objetivo es encontrar una poĺıtica de control que
optimice un criterio de desempeño (en términos de valores esperados).

A continuación se presentan, en forma breve, los elementos que in-
tegran un proceso markoviano de decisión, abreviado mediante

{S,A,K, q, r}.

Para simplificar la exposición se supone que el espacio de estados, S,
es discreto. Considere una cadena de Markov controlada en tiempo
discreto con:

i) Un espacio de estados, finito o numerable S.

ii) Un espacio medible de acciones, A, equipado con una σ-álgebra
A de A. En este caso, el conjunto de restricciones se representa
mediante K = S ×A.

iii) Para cada estado i ∈ S existe un conjunto de acciones A(i) dispo-
nibles. Estos conjuntos se suponen elementos de A.

iv) Una matriz de probabilidades de transición [q(j | i, a)]. Para cada
i, j ∈ S y a ∈ A(i) la función q(j | i, a) es no negativa y medible,
y
∑

j∈S q(j | i, a) = 1 para cada i ∈ S y a ∈ A(i).

v) Una función r : K → R, llamada la utilidad, ganancia o costo,
dependiendo del contexto.
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Sea Hn = S × (S × A)n el espacio de historias hasta el tiempo
n = 0, 1, . . .. Sea H =

⋃
0≤n<∞

Hn el espacio de todas las historias finitas.

Los espacios Hn y H están equipados con las σ-álgebras generadas por
2s y A. Una estrategia π es una función que asigna a cada historia de
estados y acciones hn = (i0, a0, i1, . . . , in−1, an−1, in) ∈ Hn, n = 0, 1, . . .,
una medida de probabilidad π(· | hn) definida en (A,A) que satisface
las siguientes condiciones:

a) π(A(in) | hn) = 1,

b) Para cualquier B ∈ A la función π(B | ·) es medible en H.

Una estrategia de Markov φ es una sucesión de funciones φn : S → A,
n = 0, 1, . . ., tal que φn(i) ∈ A(i) para cualquier i ∈ S. Se dice que una
estrategia de Markov φ es (N,∞)-estacionaria, donde N = 0, 1, . . ., si
φn(i) = φN (i) para cualquier n = N +1, N +2 y cualquier i ∈ S. A una
estrategia (0,∞)-estacionaria se le llama, simplemente, estacionaria. De
esta manera, una estrategia estacionaria se determina por una función
φ : S → A tal que φ(i) ∈ A(i), i ∈ S.

Una estrategia estacionaria aleatorizada φ es definida por sus dis-
tribuciones condicionales φ(· | i), i ∈ S, sobre (A,A) de tal forma que
φ(A(i) | i) = 1 para cualquier i ∈ S. Observe que en esta construcción
“canónica”, los procesos de estados y de acciones son colecciones de
variables aleatorias. El conjunto H∞ de todas las sucesiones de estados-
acciones

(i0, a0, i1, a1, ..., in−1, an−1, in, an, ...)

y su correspondiente sigma-álgebra producto, F , forman un espacio
medible (H∞, F ). Aśı, cada estrategia π y estado inicial i0 = x in-
ducen una única medida de probabilidad P πx sobre H∞, en cuyo caso
se denota al operador de esperanza por Eπx . Aśı, la utilidad total de-
scontada3 cuando el estado inicial es i y la estrategia utilizada es π está
dada por:

V (i | π) = Eπi

[ ∞∑
t=0

βtr(it, at)

]
donde β ∈ (0, 1) es el factor de descuento. La función de valor del
problema planteado se define mediante

V (i) = sup
π
V (i | π),

3Se pueden utilizar diversos criterios de desempeño; véase, por ejemplo, Fein-
berg(1982).
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Sea ε una constante no negativa. Una estrategia π∗ se llama ε-óptima
si para todo estado inicial i

V (i | π) ≥ V (i)− ε.

Una estrategia 0-óptima se llama, simplemente, óptima.

Con respecto del esquema anterior, Hernández-Lerma (1989) consi-
dera sistemas de control estocástico parcialmente observables en tiempo
discreto. El autor estudia el problema de control adaptativo no paramé-
trico, en un horizonte infinito, con el criterio de ganancia total descon-
tada y proporciona las condiciones para que una poĺıtica adaptativa sea
asintóticamente óptima, aśı mismo establece condiciones para aproxi-
mar uniformemente, casi seguramente, la función de ganancia óptima.
Su trabajo combina resultados de convergencia con problemas de control
estocástico adaptativo y paramétrico.

Asimismo, Hernández-Lerma (1986) proporciona procedimientos de
discretización de procesos markovianos de control adaptativo, en tiempo
discreto, con un número finito de estados y en un horizonte de planeación
infinito, los cuales dependen de parámetros desconocidos. En su inves-
tigación las discretizaciones se combinan con un esquema coherente de
estimación de parámetros para obtener aproximaciones uniformes a la
función de valor óptimo, aśı como para determinar poĺıticas de control
adaptativas asintóticamente óptimas.

Por otro lado, Hernández-Lerma (1985), bajo el criterio de ganancia
descontada y con un espacio de estados numerable, estudia los pro-
cesos semi-markovianos de decisión que dependen de parámetros des-
conocidos. Y dado que los valores verdaderos de los parámetros son
inciertos, el autor proporciona un esquema iterativo para determinar
asintóticamente la máxima ganancia total descontada. Las soluciones
toman el esquema iterativo de valor no estacionario de Federgruen y
Schweitzer (1981) y se combinan con el principio de estimación y con-
trol para el control adaptativo de procesos semi-markovianos de Schäl
(1987).4

Asimismo, Jasso-Fuentes y Hernández-Lerma (2007) estudian una
clase general de los procesos markovianos de difusión con ganancia me-
dia esperada (también conocido como ganancia ergódica) y proporcio-
nan algunos criterios “sensibles” al descuento. Estos autores dan las

4Véase también Hernández-Lerma y Marcus (1987).
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condiciones bajo las cuales varios criterios de optimalidad son equiva-
lentes. Otros trabajos relacionados se encuentran en: Guo y Hernández-
Lerma (2003a) al estudiar cadenas de Markov controladas en tiempo
continuo; Guo y Hernández-Lerma (2003b) al proporcionar condiciones
de tendencia y monotonicidad para procesos markovianos de control en
tiempo continuo bajo el criterio de pago promedio; Guo y Hernández-
Lerma (2003c) que analizan cadenas de Markov controladas en tiempo
continuo con el criterio de pagos descontados; y Hernández-Lerma y
Govindan (2001) quienes investigan el caso de procesos markovianos de
control no estacionarios con pagos descontados en un horizonte infinito.

Por último es importante destacar que Hernández-Lerma (1986)
extiende el esquema iterativo introducido por White (1980) para un
número finito de estados con el propósito de aproximar la función de
valor de un proceso markoviano con un conjunto numerable de estados
a un espacio multidimensional numerable de estados. Bajo los mis-
mos supuestos de White (1980), el autor proporciona un esquema ite-
rativo para determinar asintóticamente una poĺıtica óptima descontada,
la cual, a su vez, se puede utilizar para obtener una poĺıtica óptima esta-
cionaria.5

3 Juegos markovianos en tiempo continuo

En esta sección se formaliza un juego estocástico de suma cero con
dos jugadores en tiempo continuo y homogéneo6. Los elementos que
conforman dicho juego se expresan en forma abreviada como

{S,A,B,KA,KB, q, r}.

Aqúı, S es el espacio de estados, el cual se supone numerable, y A y B
son los espacios de acciones para los jugadores 1 y 2, respectivamente.
Estos espacios se suponen espacios polacos (i.e., espacios métricos, sep-
arables y completos). Los conjuntos KA ⊂ S × A y KB ⊂ S × B
son espacios de Borel que representan conjuntos de restricciones. Es
decir, para cada estado i ∈ S, la i-sección en KA, a saber, A(i) :=

5Otros trabajos relacionados con el tema son Hernández-Lerma (1985) y Hernán-
dez-Lerma y Marcus (1984) y (1985).

6En Hernández-Lerma (1994) se encuentra una introducción a los procesos marko-
vianos de control en tiempo continuo. Asimismo, el caso discreto es tratado en
Hernández-Lerma y Lasserre (1999).
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{a ∈ A | (i, a) ∈ KA} representa el conjunto de acciones admisibles
para el jugador 1 en el estado i; similarmente, la i-sección en KB,
B(i) := {b ∈ B | (i, b) ∈ KB}, representa la familia de acciones admi-
sibles para el jugador 2 en el estado i. Considere ahora el subconjunto
de Borel dado S ×A×B y defina

K := {(i, a, b) | i ∈ S, a ∈ A(i), b ∈ B(i)}.

La componente q denota la matriz [q(j|i, a, b)] de tasas de transición del
juego, la cual satisface [q(j|i, a, b)] ≥ 0 para toda (i, a, b) ∈ K, i 6= j, y
se supone conservativa, es decir,∑

j∈S
[q(j|i, a, b)] = 0 ∀ (i, a, b ∈ K)

y estable, esto es,

q(i) := sup
a∈A(i), b∈B(i)

qi(a, b) <∞, ∀ i ∈ S,

donde qi(a, b) = −q(i | i, a, b) para toda a ∈ A(i) y b ∈ B(i). Además,
q(j | i, a, b) es una función medible en A × B para i, j ∈ S fijas. Por
último, r : K → R es la tasa de ganancia (o utilidad) del jugador 1 (o
la tasa de costo para el jugador 2).

Los jugadores 1 y 2 observan continuamente el estado presente del
sistema. Siempre que el sistema esté en el estado i ∈ S en el tiempo
t ≥ 0, los jugadores eligen de manera independiente las acciones a ∈ A(i)
y b ∈ B(i), conforme a algunas estrategias admisibles introducidas más
adelante. Como una consecuencia de esto, ocurre lo siguiente: (1) el
jugador 1 recibe una ganancia r(i, at, bt); (2) el jugador 2 incurre en
una pérdida r(i, at, bt) (se dice que el juego es de suma cero porque lo
que un jugador gana, el otro irremediablemente lo pierde) y (3) el sis-
tema se mueve a un nuevo estado j 6= i con una función de transición
posiblemente no homogénea determinada por las tasas de transición
[q(j | i, a, b)]. El objetivo del jugador 1 es maximizar su ganancia, mien-
tras que para el jugador 2 es minimizar su costo o pérdida con respecto
a algún criterio de desempeño, Vα, el cual definirá posteriormente.

Sea X un espacio polaco. Denótese por B(X) su σ-álgebra de Borel,
y por P (X) el espacio de Borel de medidas de probabilidad definidas
sobre X, equipado con la topoloǵıa de convergencia débil. Una es-
trategia markoviana para el jugador 1, denotada por π1, es una familia
{π1

t , t ≥ 0} de núcleos estocásticos que satisfacen:
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(1) Para cada t ≥ 0 e i ∈ S, π1
t (· | i) es una medida de probabilidad

sobre A tal que π1
t (A(i) | i) = 1;

(2) Para cada E ∈ B(A) e i ∈ S, la función t 7→ π1
t (E | i) es Borel

medible para t ≥ 0.

Sin pérdida de generalidad, en virtud de (1), también se puede ver a
π1
t (· | i) como una medida de probabilidad sobre A(i). Asimismo, se

denotará por Πm
1 a la familia de todas las estrategias markovianas del

jugador 1. Una estrategia markoviana π1 = {π1
t (· | i), t ≥ 0} ∈ Πm

1 es
llamada estacionaria si para cada i ∈ S existe una medida de probabi-
lidad π1

t (· | i) ∈ P (A(i)) tal que π1
t (·i) = π1(· | i) para toda t ≥ 0; esta

poĺıtica se denota mediante {π1(· | i), i ∈ E}. El conjunto de todas las
estrategias estacionarias del jugador 1 es representada por Πs

1. La misma
notación es utilizada para el jugador 2, con P (B(i)) en lugar de P (A(i)).
Para cada par de estrategias, (π1, π2) := {(π1

t , π
2
t ), t ≥ 0} ∈ Πm

1 × Πm
2 ,

las tasas de ganancia y de transición se definen, respectivamente, para
cada i, j ∈ S y t ≥ 0, como:

q(j | i, t, π1, π2) :=

∫
B(i)

∫
A(i)

q(j | i, a, b)π1
t (da | i)π2

t (db | i)

y

r(t, i, π1π2) :=

∫
B(i)

∫
A(i)

r(i, a, b)π1
t (da | i)π2

t (db | i).

En particular, cuando π1 y π2 son ambas estacionarias, las expresiones
anteriores se escriben, usualmente, como q(j | i, π1, π2) y r(i, π1, π2),
respectivamente. Considere ahora la matriz Q(t, π1, π2) = [q(j | i, t, π1,
π2)] una función de transición (tal vez subestocástica) p(s, i, t, j, π1 , π2)
para la cual Q(t, π1, π2) es su matriz de tasas de transición, es decir,

∂p(s, i, t, j, π1, π2)

∂t

∣∣∣∣
t=s

= q(j | i, s, π1, π2)

para todo i, j ∈ S y s ≥ 0 es llamada un proceso de tipo Q. Un proceso
de tipo Q, p(s, i, t, j, π1, π2), es llamado honesto si

∑
j∈S p(s, i, t, j, π

1,

π2) = 1 para toda i ∈ S y t ≥ s ≥ 0.

En lo que sigue se definen Π1 y Π2 como subconjuntos de estrategias
markovianas que contienen a Πs

1 y Πs
2 y que satisfacen la condición de

continuidad de las correspondientes tasas de transición para t ≥ 0 y
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para toda estrategia en Π1 y Π2. De esta manera, q(j | t, i, π1, π2) es
continua en t ≥ 0, para todo i, j ∈ S, y (π1, π2) ∈ Π1 ×Π2.

Para cada pareja de estrategias (π1, π2) ∈ Π1×Π2, los datos iniciales
(s, i) ∈ S := [0,∞) × S y un factor de descuento α > 0, el criterio de
pago descontado Vα(s, i, π1, π2) se define como

Vα(s, i, π1, π2) :=

∫ ∞
s

∑
j∈S

p(s, i, t, j, π1, π2)r(t, j, π1, π2)

 e−α(t−s)dt.

Las siguientes dos funciones:

L(s, i) := sup
π1∈Π1

inf
π2∈Π2

Vα(s, i, π1, π2)

y
U(s, i) := inf

π2∈Π2

sup
π1Π1

Vα(s, i, π1, π2)

definidas sobre S son llamadas el valor inferior y el valor superior res-
pectivamente, del juego con pago descontado. Es claro que

L(s, i) ≤ U(s, i) ∀ (s, i) ∈ S.

Si L(s, i) = U(s, i) para toda (s, i) ∈ S, entonces a la función común se
le llama el valor del juego y es denotada por V .

Suponga que el juego tiene un valor V , entonces una estrategia π∗1

en Π1 se dice que es óptima para el jugador 1 si

inf
π2∈Π2

Vα(s, i, π∗1, π2) = V (s, i) ∀ (s, i) ∈ S.

Similarmente, π∗2 en Π2 es óptima para el jugador 2 si

sup
π1∈Π1

Vα(s, i, π1, π2∗) = V (s, i) ∀ (s, i) ∈ S.

Si π∗k ∈ Πk es óptima para el jugador k (k = 1, 2), entonces el par
(π∗1, π∗2) es llamado una estrategia óptima.

Con respecto del planteamiento anterior es importante destacar que
Guo y Hernández-Lerma (2005a) estudian juegos de suma cero para ca-
denas de Markov en tiempo continuo con la posibilidad de que las utili-
dades y las tasas de transición sean no acotadas, esto bajo el criterio de
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utilidad total descontada.7 Estos autores proporcionan las condiciones
bajo las cuales se garantiza la existencia del valor del juego y obtienen
estrategias estacionarias óptimas mediante la ecuación de optimalidad
de Shapley (1953). Asimismo, Guo y Hernández-Lerma (2005a) propo-
nen un esquema de iteración de valores y demuestran su convergencia.
El esquema converge hacia el valor del del juego y también hacia es-
trategias estacionarias óptimas. Por otra parte, cuando las tasas de
transición son acotadas, se demuestra que la convergencia de esquema
de iteración de valores es exponencial.

Otro trabajo relacionado es el de Hernández-Lerma y Lasserre
(2001a) quienes analizan el caso de juegos estocásticos de suma cero
con dos jugadores en espacios de Borel bajo el criterio de pago prome-
dio en tiempo discreto. Este criterio de ganancia (esperada) promedio
se precisa a continuación. Para cada poĺıtica de control medible f y
x ∈ Rn se define la ganancia promedio esperada de f dado el estado
inicial x ∈ Rn, bajo la tasa de ganancia r(t, x(t), f), como

J(x, f, r) := lim
T→∞

inf
1

T
Efx

[
T−1∑
t=0

r(t, x(t), f)

]
.

La función

J∗(x, r) := sup
f
J(x, f, r)

con x ∈ Rn es llamada la ganancia promedio óptima. Si existe una
poĺıtica f∗ para la cual

J(x, f∗, r) = J∗(x, r)

para toda x ∈ Rn, entonces se dice que f∗ es una poĺıtica promedio
óptima.

Asimismo, Guo y Hernández-Lerma (2003d) han estudiado juegos
de suma cero de dos personas para cadenas de Markov en tiempo con-
tinuo con un criterio de ganancia media (o promedio). Las tasas de
transición pueden ser no acotadas, y las tasas de ganancia pueden no
tener cotas superiores ni inferiores. Con respecto de las condiciones de
tendencia y monotonicidad de los procesos de Markov en tiempo con-
tinuo, estos autores proporcionan las condiciones en los datos primitivos
de un sistema controlado bajo las cuales se garantiza la existencia del

7Véase también Guo y Hernández-Lerma(2003b).
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valor del juego y un par de estrategias estacionarias óptimas mediante
el uso de la ecuación de optimalidad de Shapley (1953). Por último,
presentan una caracterización de martingala de un par de estrategias
óptimas estacionarias.

Por otro lado, Guo and Hernández-Lerma (2005b) realizan un es-
tudio sobre juegos de suma no cero de dos personas para cadenas de
Markov en tiempo continuo bajo el criterio de pago descontado en es-
pacios de acción de Borel. Las tasas de transición son, posiblemente, no
acotadas, y las funciones de pago podŕıan no tener cotas superiores ni
inferiores. En este trabajo se proporcionan las condiciones que garan-
tizan la existencia de equilibrios de Nash en estrategias estacionarias.
Para el caso de juegos de suma cero, demuestran la existencia del valor
del juego, y también proporcionan una forma recursiva de calcularlo,
o al menos aproximarlo. Estos autores también demuestran que si las
tasas de transición están uniformemente acotadas, entonces un juego de
tiempo continuo es equivalente, en cierto sentido, a un juego markoviano
en tiempo discreto.

Por último, Guo y Hernández-Lerma (2007) extienden sus investiga-
ciones de juegos de suma cero de dos personas para procesos de Markov
de saltos en tiempo continuo con un criterio de pago con descuento.
Los espacios de estados y de acciones son espacios polacos (espacios
métricos, separables y completos), las tasas de transición pueden ser no
acotadas, y las tasas de ganancia pueden no tener cotas superiores ni
inferiores. En este trabajo, los autores extienden los resultados en Guo
y Hernández-Lerma (2003d) a procesos markovianos de saltos en tiempo
continuo.

Suponga que JT (f) denota la ganancia total esperada durante el
intervalo de tiempo [0, T ] cuando se utiliza la poĺıtica de control f . Sea

g(f) := lim
T→∞

inf
1

T
JT (f)

la ganancia promedio correspondiente. Si f y f ′ son dos poĺıticas tales
que

JT (f) = JT (f ′) + T θ

para toda T > 0 y algún θ ∈ (0, 1), entonces se tienen dos poĺıticas
que producen la misma ganancia promedio aunque sus ganancias en un
horizonte finito son diferentes. Aśı, el criterio de ganancia promedio no
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distingue entre las poĺıticas f y f ′. Para evitar este comportamiento, se
imponen condiciones bajo las cuales las ganancias en un horizonte finito
de poĺıticas estacionarias son necesariamente de la forma

JT (f) = Tg(f) + hf (·) + e(f, T ),

donde hf (·) es el sesgo de f y e(f, T ) es el término residual que tiende
a 0 cuando T → ∞. En consecuencia, si f y f ′ son dos poĺıticas esta-
cionarias con la misma ganancia promedio, entonces

JT (f)− JT (f ′) = hf (·)− hf ′(·) + [e(f, T )− e(f ′, T )]

Si además se supone que hf (·) ≥ hf ′(·), entonces la poĺıtica f la cual
tiene un sesgo mayor, eventualmente rebasará a f ′ en el sentido de que
para cualquier ε > 0 dado

JT (f) ≥ JT (f ′)− ε

para toda T suficientemente grande. En otras palabras, la maximización
de la función de sesgo, dentro de la clase de poĺıticas de ganancia
óptima, permite obtener la poĺıtica con mayor crecimiento. Al respecto,
Escobedo-Trujillo, López-Barrientos y Hernández-Lerma (2012) tratan
con juegos diferenciales estocásticos de suma cero con ganancias prome-
dio en el largo plazo. Su principal objetivo es proporcionar las condi-
ciones para la existencia y caracterización de equilibrios óptimos en sesgo
y rebasantes. Primero caracterizan la familia de estrategias óptimas de
ganancias promedio. Posteriormente, en esta familia, se imponen condi-
ciones adecuadas para determinar las subfamilias de los equilibrios en
sesgo y rebasantes. Un aspecto esencial para conseguir esto es demostrar
la existencia de soluciones de las ecuaciones de optimalidad de ganan-
cia promedio. Esto se hace mediante el enfoque usual del “descuento
desvaneciente”.

Por su parte, Álvarez-Mena y Hernández-Lerma (2006) consideran
juegos estocásticos no cooperativos de N personas con los criterios de
ganancias descontadas. El espacio de estados se supone que es nume-
rable y los conjuntos de acción son espacios métricos compactos. Estos
autores obtienen varios resultados importantes. El primero se refiere
a la sensibilidad o la aproximación de juegos restringidos. El segundo
muestra la existencia de equilibrios de Nash para juegos restringidos
con un espacio de estados finito (y un espacio acciones compacto). El
tercero extiende las condiciones para la existencia de una clase de juegos
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restringidos que se pueden aproximar por juegos restringidos con un
número finito de estados y espacios de acción compactos.

Otras contribuciones que son relevantes en juegos estocásticos son:
Rincón-Zapatero (2004) y Rincón-Zapatero et al. (1998) y (2000) quie-
nes caracterizan en juegos diferenciales equilibrios de Nash de subjuegos
perfectos; Nowak (2003a) y (2003b), y Nowak y Szajowski (2003) y
(2005) analizan equilibrios de Nash de juegos estocásticos de suma cero
y no cero; y Neck (1985) y (1991) estudia juegos diferenciales entre la
autoridad fiscal y el banco central.

4 Optimalidad en sesgo y optimalidad rebasante

Jasso-Fuentes y Hernández-Lerma (2008) proporcionan las condiciones
para la existencia de poĺıticas rebasantes óptimas para una clase ge-
neral de procesos de difusión controlados. La caracterización es de tipo
lexicográfico, es decir, en primer lugar se identifica la clase de las lla-
madas poĺıticas canónicas y, posteriormente, dentro de esta clase se bus-
can poĺıticas con alguna caracteŕıstica especial, por ejemplo, poĺıticas
canónicas que además maximizan el sesgo.8

Por otro lado, Escobedo-Trujillo y Hernández-Lerma (2011) estudian
difusiones controladas moduladas con una cadena de Markov. Una di-
fusión controlada modulada con una cadena de Markov es una ecuación
diferencial estocástica de la forma

dx(t) = b(x(t), ψ(t), u(t))dt+ σ(x(t), ψ(t))dWt, x(0) = 0, ψ(0) = i,

donde ψ(t) es una cadena de Markov irreducible en tiempo continuo
con un espacio de estados finito S = {1, 2, ..., N} y probabilidades de
transición

P{ψ(s+ dt) = j | ψ(s) = i} = qijdt+ o(dt).

Para estados i 6= j la cantidad qij es la tasa de transición de pasar de i
a j, mientras que

qii = −
∑
j 6=i

qij .

8La optimalidad rebasante fuerte es un concepto introducido inicialmente por
Ramsey (1928). Una noción más débil se introdujo, de forma independiente, por
Atsumi (1965) y von Weizsäcker (1965).
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Estos autores proporcionan las condiciones para la existencia y la carac-
terización de poĺıticas rebasantes óptimas. Para ello, primero, utilizan el
hecho de que la ganancia promedio de la ecuación de Hamilton-Jacobi-
Bellman asegura que la familia de las poĺıticas de control canónicas
es no vaćıo. Posteriormente, dentro de esta familia, se caracterizan
las poĺıticas canónicas que maximizan el sesgo y que son rebasantes
óptimas. Otros resultados importantes sobre optimalidad en sesgo y
optimalidad rebasante se encuentran en Prieto-Rumeau y Hernández-
Lerma (2006) y (2009).

Asimismo, Prieto-Rumeau y Hernández-Lerma (2005) tratan con
juegos markovianos de suma cero en tiempo continuo con un espacio de
estados numerable, espacios de Borel arbitrarios de acciones y tasas de
transición y de ganancia (o costo) posiblemente no acotadas. Analizan
también la optimalidad en sesgo y los criterios de optimalidad rebasante.

5 Optimalidad de Blackwell para procesos
de difusión controlados

Los criterios de optimalidad más comunes para problemas de control
óptimo con horizonte infinito son los de utilidad descontada esperada y
utilidad promedio esperada. Estos dos criterios tienen objetivos
opuestos: el primero distingue el desempeño en el corto plazo, ya que se
desvanece para intervalos de tiempo grandes, mientras que el segundo
considera la conducta asintótica, ignorando simplemente lo que pasa en
intervalos de tiempo finito. Como alternativa a estas dos situaciones
extremas se consideran refinamientos del criterio de utilidad promedio
tales como optimalidad rebasante, optimalidad en sesgo y los llamados
criterios sensibles al descuento, los cuales incluyen optimalidad con m-
descuentos para un entero m ≥ −1 y optimalidad de Blackwell para
m = +∞. Se les llama “refinamientos” porque se refieren a poĺıticas
de control que optimizan la utilidad promedio y que, además, satisfacen
alguna otra propiedad adicional. Al respecto, es importante resaltar
que Jasso-Fuentes y Hernández-Lerma (2009) proporcionan algunos de
estos refinamientos. Estos autores dan condiciones que garantizan la op-
timalidad con m-descuentos para cada entero m ≥ −1 y también para
la optimalidad de Blackwell cuando el sistema controlado es un proceso
de difusión markoviano de la forma

dx(t) = b(x(t), u(t))dt+ σ(x(t))dB(t) para todo t ≥ 0 y x(0) = x,
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donde b(·, ·) : Rn×U → Rn y σ(·) : Rn → Rn×d son funciones dadas que
satisfacen un conjunto de condiciones estándar y B(·) es un movimiento
browniano de dimensión d. El conjunto U ⊂ Rm es llamado el conjunto
de control (o de acciones) y u(·) es un proceso estocástico con valores
en el conjunto U , el cual representa la acción del controlador a cada
tiempo t ≥ 0.

6 Control óptimo con procesos markovianos de
difusión

En esta sección se establece el problema general de control óptimo es-
tocástico donde las restricciones son procesos markovianos de difusión
y se formula la técnica de programación dinámica con la cual se obtiene
la ecuación diferencial parcial no lineal de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB), cuya solución caracteriza el control óptimo y con ello las trayec-
torias de las variables que optimizan a la función objetivo9. De acuerdo
con Hernández-Lerma (1994), el control óptimo estocástico es una téc-
nica matemática utilizada para resolver problemas de optimización de
sistemas dinámicos en ambientes de incertidumbre.

A continuación se establece el modelo matemático general del proble-
ma de control óptimo estocástico en tiempo continuo. Considere un
sistema dinámico en tiempo continuo con un horizonte temporal finito,
[0, T ]. Se consideran, primero, funciones adecuadas µ(t, x, u) y σ(t, x, u)
que satisfacen

µ : R+ × Rn × Rk → Rn,

σ : R+ × Rn × Rk → Rn+d.

Para un punto x0 ∈ Rn considere la ecuación diferencial estocástica

dXt = µ(t,Xt, ut)dt+ σ(t,Xt, ut)dWt

X0 = x0,

en donde se considera al proceso n-dimensional Xt, como el proceso de
variables de estado, que se requiere controlar, el proceso k-dimensional
ut como el proceso de control, cuya correcta elección controlará a Xt,
y Wt es un proceso de Wiener d-dimensional, definido sobre un espacio
fijo de probabilidad equipado con una filtración (Ω,F , (FWt )t∈[0,T ],P).

9Para más detalles sobre el problema de control óptimo estocástico en tiempo
continuo véase, por ejemplo, Björk, Myhrman y Persson (1987).
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Se define a continuación una regla de control admisible. Para tal
efecto se considera la clase de procesos de control admisible como pro-
cesos cuyo valor ut en el tiempo t es adaptado al proceso de estado Xt,
el cual se obtiene mediante una función u(t, x)

u : R+ × Rn → Rk,

de manera que

ut = u(t,Xt),

u aśı definida es llamada regla de control de retroalimentación o estrate-
gia markoviana. Ahora se impone a u la restricción de que para cada
t, ut ∈ U ⊂ Rk donde U es la clase de controles admisibles. Una regla
de control u(t, x) es admisible si:

1) u(t, x) ∈ U , ∀ t ∈ R+ y ∀ x ∈ Rn,

2) Para cualquier punto inicial (t, x) dado, la ecuación diferencial
estocástica

dXs = µ(s,Xs,u(s,Xs))ds+ σ(s,Xs,u(s,Xs))dWs

Xt = x

tiene una única solución.

Dado que el problema de control óptimo se establecerá en un esquema
estocástico, y toda vez que el proceso de estados es n-dimensional, será
necesario definir las siguientes funciones y establecer el teorema funda-
mental del cálculo estocástico, llamado el lema de Itô (para el caso de
n variables). Para cualquier regla de control u, las funciones µu y σu

son definidas por:

µu(t, x) = µ(t, x,u(t, x)),

σu(t, x) = σ(t, x,u(t, x)),

y se suponen con segundas derivadas continuas. El lema de Itô para n
variables de estado se establece a continuación.

Considere la función y = f(t,x), x = (x1, x2, ..., xn) y las ecuaciones
diferenciales estocásticas

dxi = µi(xi, t)dt+ σi(xi, t)dWit, i = 1, 2, ..., n,
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y cualquier vector fijo ut ∈ Rk, entonces para cualquier regla de control
u, se tiene

dy =

∂f (t,x)

∂t
+

1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f (t,x)

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t) ρij

+

n∑
i=1

∂f (t,x)

∂xi
µui (xi, t)

]
dt+

n∑
i=1

∂f (t,x)

∂xi
σui (xi, t) dWit,

donde ρij es el coeficiente de correlación entre dWj,t y dWit, de tal forma
que ρijdt = Cov(dWit,dWjt). Ahora bien, dada una regla de control
ut = u(t,Xu

t ) con su correspondiente proceso controlado Xu se utilizará
la notación

dXu
t = µudt+ σudWt.

Para definir la función objetivo del problema de control se consideran
las funciones:

F : R+ × Rn × Rk → R dada por (t,Xu
t ,ut)→ F (t,Xu

t ,ut)

y
Φ : Rn → R dada por Xu

t → Φ(Xu
t ),

donde F evalúa el desempeño del sistema a través del tiempo y Φ evalúa
el final. Se supone que tanto F como Φ son de clase C2. Se define la
funcional objetivo del problema de control como J0 : U → R,

J0(u) = E

[∫ T

0
F (t,Xu

t ,ut)dt+ Φ(Xu
T ) | F0

]
,

donde F0 representa la información disponible al tiempo t = 0. El
problema de control puede ser escrito como uno de maximización de
la funcional J0(u), sobre u ∈ U . Se define la funcional óptima por
Ĵ0 = max

u∈U
J0(u). Si existe un control admisible û tal que Ĵ0 = J0(û) se

dice entonces que û es un control óptimo para el problema dado. Si se
supone una pareja (t, x) fija donde t ∈ [0, T ] y x ∈ Rn , el problema de
control se puede definir como:

max
us

E

[∫ T

t
f(s,Xu

s ,us)dt+ Φ(Xu
T ) | Ft

]
sujeto a

dXu
s = µ(s,Xu

s ,u(s,Xu
s ))ds+ σ(s,Xu

s ,u(s,Xu
s ))dWs, Xt = x,
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y a la restricción

u(s, y) ∈ U para todo (s, y) ∈ [t, T ]× Rn.

La función de valor J : R+ × Rn × U → R es definida mediante

J(t, x,u) = E

[∫ T

t
F (s,Xu

s ,us)ds+ Φ(Xu
T ) | Ft

]
.

La función de valor óptimo es Ĵ : R+ × Rn → R y está definida por

Ĵ(t, x) = max
u∈U

J(t, x,u).

El objetivo, ahora, es caracterizar la función de valor en el control
óptimo mediante una ecuación diferencial parcial, mejor conocida como
la ecuación diferencial parcial de HJB10. Es importante destacar que
la derivación que, a continuación, se hace de la ecuación de HJB es
informal, pero ilustrativa. Suponga que:

1) Existe una regla de control óptimo,

2) La función de valor óptimo Ĵ es de clase C2.

Considere el par (t, x) ∈ (0, T ) × Rn fijo pero arbitrario, y suponga
un incremento muy pequeño, de hecho diferencial, dt ∈ R tal que t <
t + dt < T . También se considera una regla de control u fija pero
arbitraria. Por lo tanto, dada la definición de la función de valor óptimo
y el incremento dt, se tiene la relación recursiva temporal

Ĵ(t, x) = max
u∈U

J(t, x,u) = max
u∈U

E

[∫ T

t
F (s,Xu

s ,us)ds+ Φ(Xu
T ) | Ft

]
= max

u∈U
E

[∫ t+dt

t
F (s,Xu

s ,us)ds+

∫ T

t+dt
F (s,Xu

s ,us)ds+ Φ(Xu
T ) | Ft

]
= max

u∈U
E

[∫ t+dt

t
F (s,Xu

s ,us)ds+ Ĵ(t+ dt,Xu
t + dXu

t ) | Ft
]
.

En esta expresión se aplica al primer sumando el teorema del valor medio
de cálculo integral y al segundo una expansión en serie de Taylor, de lo
cual resulta

Ĵ(t,Xu
t ) = max

u∈U
E
[
F (t,Xu

t ,ut)dt+ o(dt) + Ĵ(t,Xu
t )

+dĴ(t,Xu
t ) + o(dt) | Ft

]
.

10La ecuación HJB es el resultado central en la teoŕıa de control óptimo. La
ecuación correspondiente en tiempo discreto se conoce como la ecuación de Bellman.
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Después de simplificar, se tiene

0 = max
u∈U

E
[
F (t,Xu

t ,ut)dt+ o(dt) + dĴ(t,Xu
t ) | Ft

]
.

En la expresión anterior se aplica el lema de Itô para obtener la dife-
rencial estocástica de Ĵ , aśı

0 = max
u∈U

E

{
F (t,Xu

t ,ut) dt+ o (dt)

+

[
∂Ĵ (t,Xu

t )

∂t
+

n∑
i=1

∂Ĵ (t,Xu
t )

∂xi
µui (xi, t)

+
1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2Ĵ (t,Xu
t )

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t) ρij

dt

+

n∑
i=1

∂Ĵ (t,Xu
t )

∂xi
σui (xi, t) dWit |Ft

}
,

donde, como antes, ρij satisface ρijdt = Cov(dWit,dWjt). Después de
tomar valores esperados a los términos aleatorios de la ecuación anterior
y dado que dWit ∼ N(0,dt), se obtiene

0 = max
u∈U

F (t,Xu
t ,u) +

∂Ĵ (t,Xu
t )

∂t
+

n∑
i=1

∂Ĵ (t,Xu
t )

∂xi
µui (xi, t)

+
1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2Ĵ (t,Xu
t )

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t) ρij

 .
Toda vez que el análisis ha sido realizado sobre un punto fijo pero arbi-
trario, entonces la ecuación es válida para todo (t, x) ∈ (0, T )× Rn, de
tal forma que:

1) Ĵ satisface la ecuación de HJB:

0 = max
u∈U

F (t,Xu
t , u) +

∂Ĵ(x,Xu
t )

∂t
+

n∑
j=1

∂Ĵ(t,Xu
t )

∂xi
µui (xi, t)

+
1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2Ĵ(t,Xu
t )

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t)ρij


∀(t, x) ∈ (0, T )× Rn, Ĵ(T, x) = Φ(x) ∀ x ∈ Rn.
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2) Para cada (t, x) ∈ (0, T ) × Rn, el máximo en la ecuación HJB
es alcanzado por u = u(t, x).

A partir de la ecuación HJB se sigue que u es única ya que x y t son
fijos y las funciones F, Ĵ, µui , σ

u
i y σuj son consideradas como dadas. Si se

supone que u ∈ U es óptimo, entonces se obtiene la siguiente ecuación
diferencial parcial de segundo orden en Ĵ ,

0 = F (t,Xu
t , u) +

∂Ĵ(t,Xu
t )

∂t
+

n∑
i=1

∂Ĵ(t,Xu
t )

∂xi
µui (xi, t)

+
1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2Ĵ(t,Xu
t )

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t)ρij .

Al derivar esta ecuación con respecto de la variable de control, u, se
tiene la siguiente condición de primer orden (condición necesaria):

0 =
∂F (t,Xu

t , u)

∂u
+
∂2Ĵ(t,Xu

t )

∂u∂t
+

∂

∂u

(
n∑
i=1

∂Ĵ(t,Xu
t )

∂xi
µui (xi, t)

)

+
∂

∂u

1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2Ĵ(t,Xu
t )

∂xj∂xi
σui (xi, t)σ

u
j (xi, t)ρij

 .

La ecuación anterior caracteriza al control óptimo u en función de x
y t y Ĵ ; es decir û = û(t, x, Ĵ). Para resolver la ecuación anterior y en-
contrar la trayectoria óptima del control, se procede a utilizar el método
de funciones en variables separables, aunque es necesario recordar que,
en general, es dif́ıcil obtener una solución explicita de la ecuación HBJ.
Sin embargo, en diversas aplicaciones en las ciencias naturales y sociales
la ecuación de HJB tiene una solución anaĺıtica; véanse, por ejemplo,
Merton (1990) y Hakansson (1970).

7 Conclusiones

La forma en que los agentes definen su actuar requiere de un proceso
de abstracción en el que el individuo escoge y organiza sus acciones, en
su propio beneficio, de acuerdo con un criterio preestablecido, elabo-
rando con ello un plan para anticipar posibles efectos no deseados. En
esta investigación se ha realizado una revisión de las contribuciones de
Onésimo Hernández-Lerma a la teoŕıa y práctica de los procesos marko-
vianos. Se resaltan los avances recientes de Onésimo Hernández-Lerma
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que han impulsado el potencial y las bondades técnicas de los procesos
markovianos en el modelado de los procesos de toma de decisiones de
agentes racionales incorporando dinámicas más realistas a diversas vari-
ables (económicas y financieras) de interés. Particularmente, se desta-
can las extensiones y reformulaciones de Onésimo Hernández-Lerma en
los procesos markovianos de decisión, los juegos estocásticos, la optima-
lidad de Blackwell para procesos de difusión controlados y el control
óptimo estocástico donde las restricciones son procesos markovianos de
difusión.

Varios temas de gran potencial para la investigación en sistemas con-
trolados con procesos markovianos has sido ampliamente estudiados por
Hernández-Lerma, entre ellos destacan los refinamientos de los criterios
de utilidad promedio tales como optimalidad rebasante, optimalidad en
sesgo y los llamados criterios sensibles al descuento, los cuales incluyen
la optimalidad de Blackwell. En este sentido, se destacan los trabajos
de Hernández-Lerma y varios coautores sobre las condiciones para la
existencia y caracterización de equilibrios óptimos en sesgo y rebase, so-
bre todo en lo que se refiere a la caracterización de estrategias óptimas
de ganancia promedio.
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[1] Álvarez-Mena J.; Hernández-Lerma O., Existence of Nash equili-
bria for constrained stochastic games, Math. Methods Oper. Res.
63 (2006), 261–285.

[2] Atsumi H. Neoclassical growth and the efficient program of capital
accumulation, Rev. Econ. Stud. 32 (1965), 127–136.

[3] Björk T.; Myhrman J.; Persson M., Optimal consumption with
stochastic prices in continuous time, J. Appl. Probab. 24 No. 1
(1987), 35–47.



24 Francisco Venegas-Mart́ınez

[4] Cerra V.; Saxena S. C., Did output recover from the Asian crisis?,
IMF Staff Papers 52 (2005), 1–23.

[5] Escobedo-Trujillo B. A.; López-Barrientos J. D.; Hernández-
Lerma O., Bias and overtaking equilibria for zero-sum stochas-
tic differential games, J. Optim. Theory Appl. 153 No. 3 (2012),
662–687.

[6] Escobedo-Trujillo B. A.; Hernández-Lerma O., Overtaking opti-
mality for controlled Markov-modulated diffusion, Optimization
(2011), 1–22.

[7] Feinberg E. A., Controlled Markov processes with arbitrary nu-
merical criteria, Theor. Probability Appl. 27 (1982), 486–503.

[8] Federgruen A.; Schweitzer P. J., Nonstationary Markov decision
problems with converging parameters, J. Optim. Theory Appl. 34
(1981), 207–241.

[9] Goldfeld S. M.; Quandt R. E., A Markov model for switching
regressions, J. Econom. 1 (1973), 3–16.

[10] Guo H.; Hsu W., A survey of algorithms for real-time bayesian
network inference, Joint Workshop on Real-Time Decision Sup-
port and Diagnosis Systems, Edmonton, Canada (2002).

[11] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Continuous-time controlled
Markov chains, Ann. Appl. Probab., 13 (2003a), 363–388.

[12] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Drift and monotonicity condi-
tions for continuous-time Markov control processes with an aver-
age criterion, IEEE Trans. Automat. Control, 48 (2003b), 236–
245.

[13] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Continuous-time controlled
Markov chains with discounted rewards, Acta Appl. Math., 79
(2003c), 195–216.

[14] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Zero-sum games for continuous-
time Markov chains with unbounded transition and average payoff
rates, J. Appl. Probab., 40 No. 2 (2003d), 327–345.

[15] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Zero-sum continuous-time
Markov games with unbounded transition and discounted payoff
rates, Bernoulli 11 No. 6 (2005a), 1009–1029.



Procesos markovianos en la toma de decisiones 25

[16] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Nonzero-sum games for con-
tinuous-time Markov chains with unbounded discounted payoffs,
J. Appl. Probab. 42 No. 2 (2005b), 303–320.

[17] Guo X. P.; Hernández-Lerma O., Zero-sum games for continuous-
time jump Markov processes in polish spaces: discounted payoffs,
Adv. in Appl. Probab. 39 No. 3 (2007), 645–668.

[18] Guo X.P.; Hernández-Lerma O., Continuous-Time Markov Deci-
sion Processes: Theory and Applications, Springer-Verlag, New
York, 2009.

[19] Hakansson N., Optimal investment and consumption strategies un-
der risk for a class of utility functions, Econometrica, 38 No. 5
(1970), 587–607.

[20] Hernández-Lerma O., Control óptimo y juegos estocásticos, Es-
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