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Resumen

En esta investigacién se lleva a cabo una revision de algunas de
las aportaciones de Onésimo Herndndez-Lerma a las matematicas
y, especificamente, a la teoria y practica de los procesos marko-
vianos en la toma de decisiones de agentes racionales. Se desta-
can, particularmente, sus extensiones, reformulaciones y nuevos
planteamientos en los procesos markovianos de decisién, juegos
estocasticos, optimalidad de Blackwell, optimalidad en sesgo, op-
timalidad rebasante y control 6ptimo estocéstico.
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Abstract

This paper conducts a review of some of the contributions of
Onésimo Hernandez-Lerma to the mathematics and specifically
to the theory and practice of Markov processes in the decision
making of rational agents. It highlights, in particular, his ex-
tensions, reformulations and new approaches to Markov decision
processes, stochastic games, Blackwell optimality, bias optimality,
overtaking optimality, and stochastic optimal control.

Keywords: Markov decision procesess, stochastic games, stochastic op-
timal control.

1 Introduccion

En las ultimas décadas, los modelos matematicos de toma de decisiones
de agentes racionales han experimentado una serie de cambios y trans-
formaciones profundas. Estos cambios han abierto nuevos paradigmas
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que resaltan la exposicién de los agentes a diferentes tipos de ries-
gos. Esto, por supuesto, es una necesidad irremisible para modelar
apropiadamente la realidad contingente y no sélo una sofisticacién mas
en el tratamiento matematico. En este sentido, las investigaciones de
Onésimo Hernandez-Lerma han abierto un sinnimero de horizontes a la
teoria de los procesos markovianos y, como consecuencia, han conducido
a la utilizacién de herramientas matemédticas mas robustas, las cuales
permiten una mejor comprension de qué hacen y porqué lo hacen los
agentes al tomar decisiones en ambientes de riesgo e incertidumbre. En
este contexto, los procesos markovianos ocupan un lugar privilegiado,
ya sea por sus bondades técnicas en el modelado del proceso de toma
de decisiones o bien por su potencial riqueza en diversas aplicaciones.

Es también importante destacar que la crisis mundial de 2007-2009
y sus multiples lecciones han sido un factor determinante en las diver-
sas reformulaciones recientes de la teoria de los procesos markovianos,
haciendo ineludible replantear el modelado del riesgo y la incertidumbre
en los procesos de toma de decisiones de los agentes. Las exigencias mis-
mas de la realidad contingente han motivado diversas extensiones de las
teorias existentes y, en muchas ocasiones, ha sido necesaria la reformu-
lacién de nuevos paradigmas tedricos. En particular, los procesos marko-
vianos de decisién, los juegos estocasticos, la optimalidad de Blackwell,
la optimalidad en sesgo, la optimalidad rebasante y el control 6ptimo
estocédstico, han tenido un desarrollo notable en los ultimos afios, y esto
en gran parte por las contribuciones de Onésimo Hernandez-Lerma y a
sus colaboradores en todo el mundo. Esto se puede apreciar en: Prieto-
Rumeau y Herndndez-Lerma (2012) en juegos markovianos y cadenas
de Markov en tiempo continuo; Guo y Hernandez-Lerma (2009) en pro-
cesos markovianos de decisién en tiempo continuo; Hernandez-Lerma y
Lasserre (1996) sobre criterios de optimalidad de proceso markovianos
controlados en tiempo discreto; Herndndez-Lerma y Lasserre (1999)
en sus investigaciones en procesos markovianos controlados en tiempo
discreto; Herndndez-Lerma y Lasserre (2003) en cuanto a cadenas de
Markov y probabilidades invariantes!; Hernandez-Lerma (1989) por sus
aportaciones en procesos markovianos adaptativos; y Hernandez-Lerma
(1990) y (1994) por sus contribuciones a los procesos markovianos en
tiempo discreto y tiempo continuo, respectivamente.

!Véase también el trabajo de Herndndez-Lerma y Lasserre (2001b) sobre cadenas
de Markov y procesos de Harris.
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La formacién y trayectoria de Onésimo Hernédndez-Lerma se susten-
tan en su ardua y constante labor en el desarrollo de las matematicas.
Obtuvo la Licenciatura en Fisica y Matematicas en la Escuela Supe-
rior de Fisica y Matematicas (ESFM) del Instituto Politécnico Nacional
(IPN) en 1970. Posteriormente, obtuvo la maestria, en 1976, y el doc-
torado, en 1978, en la Divisién de Matemédticas Aplicadas de Brown
University en los Estados Unidos de Norteamérica. Actualmente es
Profesor Emérito y Jefe del Departamento de Matematicas del Centro
de Investigacién y de Estudios Avanzados (CINVESTAV) del IPN.

Por su reconocida trayectoria y multiples e importantes contribu-
ciones a las matematicas a través de la investigacion, la formacion de
recursos humanos y la divulgacién cientifica, Onésimo Herndndez-Lerma
recibié, en 2009, el Premio Thomson Reuters por ser el matematico
mexicano con el mayor nimero de citas, (alrededor de 1200); en 2008,
obtuvo el Premio Scopus de la Editorial Elsevier por el alto impacto
de sus publicaciones; en 2008, la Presea Lazaro Cardenas del IPN, la
maxima distincién que otorga esta Institucién a un investigador; en
2003, el Doctor Honoris Causa por la Universidad de Sonora (UNI-
SON); y, en 2001, el Premio Nacional de Ciencias y Artes otorgado por
el Gobierno de los Estados Unidos Mexicanos a través de la Secretaria
de Educacién Piblica. Asimismo ha sido distinguido como miembro del
Consejo Consultivo de Ciencias de la Presidencia de la Republica. Es
también miembro del Sistema Nacional de Investigadores (SNI) con el
nivel IIT desde 1993. Las areas de investigaciéon de Onésimo Hernandez-
Lerma son muchas y entre ellas destacan: el control 6ptimo de sistemas
estocdsticos, la teoria de juegos estocdsticos, la programacion lineal in-
finita y los procesos markovianos. Sobre estos temas, ha publicado
alrededor de 140 articulos de investigacion en revistas especializadas
con estricto arbitraje y pertenecientes a indices internacionales de gran
prestigio, asi como 11 libros y monografias en casas editoriales de amplio
reconocimiento. Su labor en la formacion de recursos humanos a nivel
de posgrado ha sido excepcional, habiendo graduado 18 estudiantes de
doctorado y 39 de maestria. Ademads, por su liderazgo en el d&mbito
mundial ha recibido visitantes posdoctorales de Francia, Espana y la
Republica Popular China, entre otros paises.

El propésito del presente trabajo consiste en realizar una revision,
la cual no pretende ser exhaustiva, sobre las contribuciones y reformula-
ciones de Onésimo Herndndez-Lerma en procesos markovianos. Muchas
de las contribuciones recientes en procesos markovianos de decisién,
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juegos estocdsticos y control 6ptimo estocastico se deben a Onésimo
Hernandez-Lerma y a sus coautores en todo el mundo. Una ventaja
didactica de las aportaciones de sus investigaciones en el modelado del
proceso de la toma secuencial de decisiones de agentes racionales, en
tiempo discreto o continuo y en ambientes con riesgo e incertidumbre,
es que todas sus investigaciones proporcionan una visién unificada y
consistente.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la préxima
seccién se revisan los procesos markovianos de decisién; en la tercera
seccién se estudian los juegos markovianos; a través de la cuarta seccién
se analiza la optimalidad en sesgo y optimalidad rebasante; en el quinto
apartado se examina la optimalidad de Blackwell para procesos marko-
vianos de difusién controlados; en el transcurso de la sexta seccién se
revisa la teoria de control éptimo estocédstico con procesos markovianos
de difusién; por ultimo, en la séptima seccién se proporcionan las con-
clusiones, destacando las areas de oportunidad para extender la teoria
de los procesos markovianos.

2 Procesos markovianos de decision

Existen muchos sistemas en ciencias naturales y sociales en donde los
eventos futuros tienen asociada una distribucién de probabilidad que
depende sélo del presente, en cuyo caso podria ser idéneo modelarlos
con cadenas de Markov. Varias preguntas surgen en el comportamiento
de una cadena de Markov: ;Cémo evoluciona un proceso de este tipo?
. Converge, en algin sentido, a un estado estacionario? ;Qué tan rapido
converge? Estas preguntas han sido ampliamente contestadas en la lite-
ratura cuando la cadena de Markov tiene un nimero finito de estados
. Pero qué sucede cuando hay un ntmero infinito de estados, numerable
o continuo? Al respecto, Herndndez-Lerma y Lasserre (2003) se ocupan
de las cadenas de Markov homogéneas en tiempo discreto con espacios
arbitrarios de estados y con un comportamiento ergédico descrito con
medidas de probabilidad invariantes. En particular, esta seccién se con-
centra en procesos markovianos controlados en tiempo discreto y con
horizonte de planeacién finito o infinito. Muchos fenémenos y situa-
ciones de interés son susceptibles de ser modelados bajo este esquema?;

2Este esquema es también conocido como programacién dindmica estocéstica en
tiempo discreto.
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por ejemplo, la toma de decisiones de consumo, produccion, inversién, y
la valuacion de proyectos de inversion, ya sea en el corto o largo plazo.

Una clase relevante de procesos de control la constituyen los proce-
sos de control markovianos. La evolucién de estos procesos en tiempo
discreto se puede describir como sigue. El sistema se encuentra, inicial-
mente, en el estado iyg = = entonces el controlador elige una accién (o
control) ag = a, lo que genera un costo, r(x, a), que depende del estado
y el control. Posteriormente, el sistema se mueve a un nuevo estado
i1 = y de acuerdo con una ley de transicién en la que el futuro sélo esta
determinado por el presente. Este procedimiento se repite y los costos
se acumulan. Se dice que {i, : n = 1,2,...} es un proceso de con-
trol markoviano, en tiempo discreto, si para cualquier estrategia 7 (una
funcién de las sucesiones de estados y acciones) y cualquier n =0, 1,. ..,
la distribucién en n + 1, dada toda la historia del proceso hasta n, de-
pende sélo del estado y la accién en n. Los estados y las acciones son
colecciones de variables aleatorias, definidas en un espacio de probabi-
lidad adecuado, y el objetivo es encontrar una politica de control que
optimice un criterio de desempeno (en términos de valores esperados).

A continuacién se presentan, en forma breve, los elementos que in-
tegran un proceso markoviano de decisién, abreviado mediante

{S,A,K,q,r}.

Para simplificar la exposicién se supone que el espacio de estados, S,
es discreto. Considere una cadena de Markov controlada en tiempo
discreto con:

i) Un espacio de estados, finito o numerable S.

i7) Un espacio medible de acciones, A, equipado con una o-algebra
A de A. En este caso, el conjunto de restricciones se representa
mediante K = .S x A.

i1i) Para cada estado i € S existe un conjunto de acciones A(7) dispo-
nibles. Estos conjuntos se suponen elementos de A.

iv) Una matriz de probabilidades de transicion [¢(j | 7, a)]. Para cada
i,j € Syac A(i) la funcién ¢(j | i,a) es no negativa y medible,
v Zjesq(j | i,a) =1 para cadai € S'y a € A(i).

v) Una funcién r : K — R, llamada la utilidad, ganancia o costo,
dependiendo del contexto.
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Sea H,, = S x (S x A)™ el espacio de historias hasta el tiempo

n=0,1,.... Sea H= |J H, el espacio de todas las historias finitas.
0<n<oo
Los espacios H, y H estdn equipados con las o-algebras generadas por

2% y A. Una estrategia m es una funciéon que asigna a cada historia de
estados y acciones hy,, = (i, 0,91, - - in—1,@n—1,1n) € Hy,n=0,1,...,
una medida de probabilidad (- | hy,) definida en (A,.A) que satisface
las siguientes condiciones:

a) m(A(in) | hn) =1,
b) Para cualquier B € A la funcién 7(B | -) es medible en H.

Una estrategia de Markov ¢ es una sucesién de funciones ¢, : S — A,
n=0,1,..., tal que ¢, (i) € A(i) para cualquier ¢ € S. Se dice que una
estrategia de Markov ¢ es (NN, 0o)-estacionaria, donde N = 0,1,..., si
on(i) = ¢n (i) para cualquier n = N+ 1, N +2 y cualquier i € S. A una
estrategia (0, 0o)-estacionaria se le llama, simplemente, estacionaria. De
esta manera, una estrategia estacionaria se determina por una funcién

¢:S — Atal que ¢(i) € A(i), i € S.

Una estrategia estacionaria aleatorizada ¢ es definida por sus dis-
tribuciones condicionales ¢(- | i), i € S, sobre (4, .A) de tal forma que
¢(A(i) | i) = 1 para cualquier ¢ € S. Observe que en esta construccién
“candnica”, los procesos de estados y de acciones son colecciones de
variables aleatorias. El conjunto H, de todas las sucesiones de estados-
acciones

(i(], agp, ’il, A1y ey Z'nfl, an—1, in, Anp, )
y su correspondiente sigma-algebra producto, F', forman un espacio
medible (H, F'). Asi, cada estrategia 7 y estado inicial ig = z in-
ducen una unica medida de probabilidad P] sobre H.,, en cuyo caso
se denota al operador de esperanza por ET. Asi, la utilidad total de-
scontada3 cuando el estado inicial es i y la estrategia utilizada es 7 est4

dada por:
Zﬁtr(z't,at)]
t=0

donde # € (0,1) es el factor de descuento. La funcién de valor del
problema planteado se define mediante

V(i) =sup V(i | m),

V(i| )= EF

3Se pueden utilizar diversos criterios de desempefio; véase, por ejemplo, Fein-
berg(1982).
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Sea € una constante no negativa. Una estrategia 7* se llama e-6ptima
si para todo estado inicial ¢

V(i |m)>V(i)—e.
Una estrategia 0-6ptima se llama, simplemente, 6ptima.

Con respecto del esquema anterior, Herndndez-Lerma (1989) consi-
dera sistemas de control estocédstico parcialmente observables en tiempo
discreto. El autor estudia el problema de control adaptativo no paramé-
trico, en un horizonte infinito, con el criterio de ganancia total descon-
tada y proporciona las condiciones para que una politica adaptativa sea
asintéticamente éptima, asi mismo establece condiciones para aproxi-
mar uniformemente, casi seguramente, la funcién de ganancia 6ptima.
Su trabajo combina resultados de convergencia con problemas de control
estocastico adaptativo y paramétrico.

Asimismo, Herndndez-Lerma (1986) proporciona procedimientos de
discretizacion de procesos markovianos de control adaptativo, en tiempo
discreto, con un nimero finito de estados y en un horizonte de planeacién
infinito, los cuales dependen de parametros desconocidos. En su inves-
tigacién las discretizaciones se combinan con un esquema coherente de
estimacién de parametros para obtener aproximaciones uniformes a la
funcién de valor 6ptimo, asi como para determinar politicas de control
adaptativas asintoticamente éptimas.

Por otro lado, Herndndez-Lerma (1985), bajo el criterio de ganancia
descontada y con un espacio de estados numerable, estudia los pro-
cesos semi-markovianos de decision que dependen de parametros des-
conocidos. Y dado que los valores verdaderos de los parametros son
inciertos, el autor proporciona un esquema iterativo para determinar
asintoticamente la méxima ganancia total descontada. Las soluciones
toman el esquema iterativo de valor no estacionario de Federgruen y
Schweitzer (1981) y se combinan con el principio de estimacién y con-
trol para el control adaptativo de procesos semi-markovianos de Schal
(1987).4

Asimismo, Jasso-Fuentes y Herndndez-Lerma (2007) estudian una
clase general de los procesos markovianos de difusién con ganancia me-
dia esperada (también conocido como ganancia ergddica) y proporcio-
nan algunos criterios “sensibles” al descuento. Estos autores dan las

“Véase también Hernandez-Lerma y Marcus (1987).
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condiciones bajo las cuales varios criterios de optimalidad son equiva-
lentes. Otros trabajos relacionados se encuentran en: Guo y Hernandez-
Lerma (2003a) al estudiar cadenas de Markov controladas en tiempo
continuo; Guo y Hernédndez-Lerma (2003b) al proporcionar condiciones
de tendencia y monotonicidad para procesos markovianos de control en
tiempo continuo bajo el criterio de pago promedio; Guo y Hernandez-
Lerma (2003c) que analizan cadenas de Markov controladas en tiempo
continuo con el criterio de pagos descontados; y Hernindez-Lerma y
Govindan (2001) quienes investigan el caso de procesos markovianos de
control no estacionarios con pagos descontados en un horizonte infinito.

Por dltimo es importante destacar que Hernédndez-Lerma (1986)
extiende el esquema iterativo introducido por White (1980) para un
numero finito de estados con el propdsito de aproximar la funcién de
valor de un proceso markoviano con un conjunto numerable de estados
a un espacio multidimensional numerable de estados. Bajo los mis-
mos supuestos de White (1980), el autor proporciona un esquema ite-
rativo para determinar asintéticamente una politica éptima descontada,
la cual, a su vez, se puede utilizar para obtener una politica éptima esta-
cionaria.’

3 Juegos markovianos en tiempo continuo

En esta seccién se formaliza un juego estocastico de suma cero con
dos jugadores en tiempo continuo y homogéneo®. Los elementos que
conforman dicho juego se expresan en forma abreviada como

{Sv A,B,KA,KB,(],T}-

Aqui, S es el espacio de estados, el cual se supone numerable, y Ay B
son los espacios de acciones para los jugadores 1 y 2, respectivamente.
Estos espacios se suponen espacios polacos (i.e., espacios métricos, sep-
arables y completos). Los conjuntos K4 € S x Ay Kp C S x B
son espacios de Borel que representan conjuntos de restricciones. Es
decir, para cada estado i € S, la i-seccién en K4, a saber, A(i) :=

®Otros trabajos relacionados con el tema son Hernandez-Lerma (1985) y Hernén-
dez-Lerma y Marcus (1984) y (1985).

SEn Herndndez-Lerma (1994) se encuentra una introduccién a los procesos marko-
vianos de control en tiempo continuo. Asimismo, el caso discreto es tratado en
Hernandez-Lerma y Lasserre (1999).
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{a € A | (i,a) € K4} representa el conjunto de acciones admisibles
para el jugador 1 en el estado ¢; similarmente, la i-seccién en Kp,
B(i) := {b € B (i,b) € Kp}, representa la familia de acciones admi-
sibles para el jugador 2 en el estado i. Considere ahora el subconjunto
de Borel dado S x A x B y defina

K :={(,a,b)|i €S, acAl), be B(i)}

La componente g denota la matriz [¢(j|i, a, b)] de tasas de transicién del
juego, la cual satisface [¢(j|i,a,b)] > 0 para toda (i,a,b) € K, i # j, y
se supone conservativa, es decir,

> laGjli,a,b)] =0 V (i,a,b € K)
jes

y estable, esto es,

q(i) :== sup gi(a,b) < oo, Vies,
a€A(i), beB(i)
donde ¢;(a,b) = —q(i | i,a,b) para toda a € A(i) y b € B(i). Ademaés,
q(j | i,a,b) es una funcién medible en A x B para i,j € S fijas. Por
ultimo, 7 : K — R es la tasa de ganancia (o utilidad) del jugador 1 (o
la tasa de costo para el jugador 2).

Los jugadores 1 y 2 observan continuamente el estado presente del
sistema. Siempre que el sistema esté en el estado i € S en el tiempo
t > 0, los jugadores eligen de manera independiente las acciones a € A(%)
y b € B(i), conforme a algunas estrategias admisibles introducidas més
adelante. Como una consecuencia de esto, ocurre lo siguiente: (1) el
jugador 1 recibe una ganancia r(i,a, by); (2) el jugador 2 incurre en
una pérdida r(i,a, by) (se dice que el juego es de suma cero porque lo
que un jugador gana, el otro irremediablemente lo pierde) y (3) el sis-
tema se mueve a un nuevo estado j # ¢ con una funcién de transicion
posiblemente no homogénea determinada por las tasas de transicién
[q(j | i,a,b)]. El objetivo del jugador 1 es maximizar su ganancia, mien-
tras que para el jugador 2 es minimizar su costo o pérdida con respecto
a algtn criterio de desempeno, V,, el cual definird posteriormente.

Sea X un espacio polaco. Dendtese por B(X) su o-algebra de Borel,
y por P(X) el espacio de Borel de medidas de probabilidad definidas
sobre X, equipado con la topologia de convergencia débil. Una es-
trategia markoviana para el jugador 1, denotada por 7!, es una familia
{r}, t > 0} de nicleos estocdsticos que satisfacen:
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(1) Paracadat > 0ei € S, m}(- | i) es una medida de probabilidad

|
sobre A tal que 7} (A(i) | i) = 1;
(2) Para cada E € B(A) ei € S, la funcién t — 7}(E | i) es Borel
medible para t > 0.

Sin pérdida de generalidad, en virtud de (1), también se puede ver a
7t (- | i) como una medida de probabilidad sobre A(i). Asimismo, se
denotara por IIT" a la familia de todas las estrategias markovianas del
jugador 1. Una estrategia markoviana 7! = {m}(- | i), t > 0} € TI7* es
llamada estacionaria si para cada ¢ € S existe una medida de probabi-
lidad 7} (- | i) € P(A(3)) tal que 7} (-i) = 7'(- | i) para toda t > 0; esta
politica se denota mediante {7!(- | i), i € E}. El conjunto de todas las
estrategias estacionarias del jugador 1 es representada por IIj. La misma
notacién es utilizada para el jugador 2, con P(B(i)) en lugar de P(A(7)).
Para cada par de estrategias, (711,772) = {(n},72), t >0} € I x 1
las tasas de ganancia y de transicién se definen, respectivamente, para
cada i,j € Syt >0, como:

0 it 7?) = / / 4 | iya,b)r (da | ) (db | i)
B(i) J A()

r(t,i, wtn?) / )/ r(i,a,b)m}(da | )w2(db | 7).

En particular, cuando 7! y 72 son ambas estacionarias, las expresiones
anteriores se escriben, usualmente, como ¢(j | i, 7', 72) y r(i, 7!, 72),
respectivamente. Considere ahora la matriz Q(t,7*, 7%) = [q(j | i,t, 7,
72)] una funcién de transicién (tal vez subestocastica) p(s,,t, j, 7' , 72)

para la cual Q(t, !, 72) es su matriz de tasas de transicién, es decir,

8279(87 i? tﬂj? 7r17 7-‘—2)
ot t=s

=q(j|i,s, 7", 72)

paratodoi,j € Sys > 0 es llamada un proceso de tipo . Un proceso
de tipo Q, P(s,i,t,7, 7", 7%), es llamado honesto si Zjesﬁ(s,i,t,j, 7t
72) =1 paratodai € Syt>s>0.

En lo que sigue se definen I1; y IIs como subconjuntos de estrategias
markovianas que contienen a II y II5 y que satisfacen la condicién de
continuidad de las correspondientes tasas de transicién para t > 0 y
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para toda estrategia en II; y IIy. De esta manera, ¢(j | t,i, 7', 72) es
continua en t > 0, para todo i,j € S, y (7!, 72) € I} x I,.

Para cada pareja de estrategias (7!, 72) € II; x I, los datos iniciales
(s,i) € S :=1[0,00) X S y un factor de descuento o > 0, el criterio de
pago descontado V(s,4, 7!, 72) se define como

o
Va(s i ot m?) = / S s it gt 72t jnt 7% | e .
5 |jes

Las siguientes dos funciones:

L(s,i) := sup inf V(s,i, 7wt 7°)
7r1€H17r2€H2

Ul(s,i):= inf sup Vu(s,i, 7', 7%)
m2€lly w10,
definidas sobre S son llamadas el valor inferior y el valor superior res-
pectivamente, del juego con pago descontado. Es claro que

L(s,i) < U(s,i) V (s,i) € S.

Si L(s,i) = U(s,i) para toda (s,i) € S, entonces a la funcién comin se
le llama el valor del juego y es denotada por V.

Suponga que el juego tiene un valor V', entonces una estrategia 7*
en II; se dice que es éptima para el jugador 1 si

1

inf V,(s,i, 7", 72%) = V(s,i) V (s,i) € S.

7!'261_[2
Similarmente, 7*2 en Il es éptima para el jugador 2 si

sup Va(s,i,7l, %) = V(s,i) V (s,i) € S.

mlelll

Si 7% ¢ IIj, es 6ptima para el jugador k (k = 1,2), entonces el par
(7*1, 7*2) es llamado una estrategia 6ptima.

Con respecto del planteamiento anterior es importante destacar que
Guo y Hernéndez-Lerma (2005a) estudian juegos de suma cero para ca-
denas de Markov en tiempo continuo con la posibilidad de que las utili-
dades y las tasas de transicion sean no acotadas, esto bajo el criterio de
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utilidad total descontada.” Estos autores proporcionan las condiciones
bajo las cuales se garantiza la existencia del valor del juego y obtienen
estrategias estacionarias optimas mediante la ecuacién de optimalidad
de Shapley (1953). Asimismo, Guo y Hernédndez-Lerma (2005a) propo-
nen un esquema de iteracién de valores y demuestran su convergencia.
El esquema converge hacia el valor del del juego y también hacia es-
trategias estacionarias éptimas. Por otra parte, cuando las tasas de
transicion son acotadas, se demuestra que la convergencia de esquema
de iteracion de valores es exponencial.

Otro trabajo relacionado es el de Hernandez-Lerma y Lasserre
(2001a) quienes analizan el caso de juegos estocasticos de suma cero
con dos jugadores en espacios de Borel bajo el criterio de pago prome-
dio en tiempo discreto. Este criterio de ganancia (esperada) promedio
se precisa a continuacion. Para cada politica de control medible f y
x € R” se define la ganancia promedio esperada de f dado el estado
inicial € R™, bajo la tasa de ganancia r(¢,x(t), f), como

T—1
Zr(t,w(t),f)] |
t=0

1
J(z, f,r) = TIEI;O infTEj;

La funcién
J*(z,r) :==sup J(z, f,r)
f
con z € R" es llamada la ganancia promedio éptima. Si existe una
politica f* para la cual

J(J}?f*:r) - J*((L',T)

para toda z € R™, entonces se dice que f* es una politica promedio
oOptima.

Asimismo, Guo y Herndndez-Lerma (2003d) han estudiado juegos
de suma cero de dos personas para cadenas de Markov en tiempo con-
tinuo con un criterio de ganancia media (o promedio). Las tasas de
transicion pueden ser no acotadas, y las tasas de ganancia pueden no
tener cotas superiores ni inferiores. Con respecto de las condiciones de
tendencia y monotonicidad de los procesos de Markov en tiempo con-
tinuo, estos autores proporcionan las condiciones en los datos primitivos
de un sistema controlado bajo las cuales se garantiza la existencia del

"Véase también Guo y Hernandez-Lerma(2003b).



Procesos markovianos en la toma de decisiones 13

valor del juego y un par de estrategias estacionarias éptimas mediante
el uso de la ecuacién de optimalidad de Shapley (1953). Por ultimo,
presentan una caracterizaciéon de martingala de un par de estrategias
Optimas estacionarias.

Por otro lado, Guo and Herndndez-Lerma (2005b) realizan un es-
tudio sobre juegos de suma no cero de dos personas para cadenas de
Markov en tiempo continuo bajo el criterio de pago descontado en es-
pacios de accién de Borel. Las tasas de transicién son, posiblemente, no
acotadas, y las funciones de pago podrian no tener cotas superiores ni
inferiores. En este trabajo se proporcionan las condiciones que garan-
tizan la existencia de equilibrios de Nash en estrategias estacionarias.
Para el caso de juegos de suma cero, demuestran la existencia del valor
del juego, y también proporcionan una forma recursiva de calcularlo,
o al menos aproximarlo. Estos autores también demuestran que si las
tasas de transicién estan uniformemente acotadas, entonces un juego de
tiempo continuo es equivalente, en cierto sentido, a un juego markoviano
en tiempo discreto.

Por 1dltimo, Guo y Herndndez-Lerma (2007) extienden sus investiga-
ciones de juegos de suma cero de dos personas para procesos de Markov
de saltos en tiempo continuo con un criterio de pago con descuento.
Los espacios de estados y de acciones son espacios polacos (espacios
métricos, separables y completos), las tasas de transicién pueden ser no
acotadas, y las tasas de ganancia pueden no tener cotas superiores ni
inferiores. En este trabajo, los autores extienden los resultados en Guo
y Herndndez-Lerma (2003d) a procesos markovianos de saltos en tiempo
continuo.

Suponga que Jr(f) denota la ganancia total esperada durante el
intervalo de tiempo [0, 7] cuando se utiliza la politica de control f. Sea

|
g(f) = Tlggo inf TJT(f)
la ganancia promedio correspondiente. Si f y f’ son dos politicas tales
que

Jr(f) = Jr(f") +1°

para toda 7" > 0 y algin 6 € (0,1), entonces se tienen dos politicas
que producen la misma ganancia promedio aunque sus ganancias en un
horizonte finito son diferentes. Asi, el criterio de ganancia promedio no
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distingue entre las politicas f y f’. Para evitar este comportamiento, se
imponen condiciones bajo las cuales las ganancias en un horizonte finito
de politicas estacionarias son necesariamente de la forma

Jr(f) =Tg(f) + hs() +e(f,T),

donde hy(-) es el sesgo de fy e(f,T) es el término residual que tiende
a 0 cuando T" — oo. En consecuencia, si f y f’ son dos politicas esta-
cionarias con la misma ganancia promedio, entonces

Jr(f) = Jr(f') = hy(:) = hp () + [e(f,T) = e(f', T)]

Si ademds se supone que hy(-) > hy(-), entonces la politica f la cual
tiene un sesgo mayor, eventualmente rebasard a f’ en el sentido de que
para cualquier € > 0 dado

Jr(f) = Jr(f') -«

para toda T suficientemente grande. En otras palabras, la maximizacion
de la funcién de sesgo, dentro de la clase de politicas de ganancia
Optima, permite obtener la politica con mayor crecimiento. Al respecto,
Escobedo-Trujillo, Lépez-Barrientos y Hernandez-Lerma (2012) tratan
con juegos diferenciales estocasticos de suma cero con ganancias prome-
dio en el largo plazo. Su principal objetivo es proporcionar las condi-
ciones para la existencia y caracterizacién de equilibrios 6ptimos en sesgo
y rebasantes. Primero caracterizan la familia de estrategias 6ptimas de
ganancias promedio. Posteriormente, en esta familia, se imponen condi-
ciones adecuadas para determinar las subfamilias de los equilibrios en
sesgo y rebasantes. Un aspecto esencial para conseguir esto es demostrar
la existencia de soluciones de las ecuaciones de optimalidad de ganan-
cia promedio. Esto se hace mediante el enfoque usual del “descuento
desvaneciente”.

Por su parte, Alvarez-Mena y Hernandez-Lerma (2006) consideran
juegos estocasticos no cooperativos de N personas con los criterios de
ganancias descontadas. El espacio de estados se supone que es nume-
rable y los conjuntos de accién son espacios métricos compactos. Estos
autores obtienen varios resultados importantes. El primero se refiere
a la sensibilidad o la aproximacién de juegos restringidos. El segundo
muestra la existencia de equilibrios de Nash para juegos restringidos
con un espacio de estados finito (y un espacio acciones compacto). El
tercero extiende las condiciones para la existencia de una clase de juegos
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restringidos que se pueden aproximar por juegos restringidos con un
numero finito de estados y espacios de accién compactos.

Otras contribuciones que son relevantes en juegos estocasticos son:
Rincén-Zapatero (2004) y Rincén-Zapatero et al. (1998) y (2000) quie-
nes caracterizan en juegos diferenciales equilibrios de Nash de subjuegos
perfectos; Nowak (2003a) y (2003b), y Nowak y Szajowski (2003) y
(2005) analizan equilibrios de Nash de juegos estocasticos de suma cero
y no cero; y Neck (1985) y (1991) estudia juegos diferenciales entre la
autoridad fiscal y el banco central.

4 Optimalidad en sesgo y optimalidad rebasante

Jasso-Fuentes y Herndandez-Lerma (2008) proporcionan las condiciones
para la existencia de politicas rebasantes 6ptimas para una clase ge-
neral de procesos de difusién controlados. La caracterizacion es de tipo
lexicografico, es decir, en primer lugar se identifica la clase de las lla-
madas politicas candnicas y, posteriormente, dentro de esta clase se bus-
can politicas con alguna caracteristica especial, por ejemplo, politicas
canénicas que ademds maximizan el sesgo.®

Por otro lado, Escobedo-Trujillo y Hernandez-Lerma (2011) estudian
difusiones controladas moduladas con una cadena de Markov. Una di-
fusién controlada modulada con una cadena de Markov es una ecuacién
diferencial estocastica de la forma

da(t) = b(2(t), ¥ (1), u(t))dt + o (z(t), ¢ (t))dWs, x(0) =0, (0) =i,

donde 9 (t) es una cadena de Markov irreducible en tiempo continuo
con un espacio de estados finito S = {1,2,..., N} y probabilidades de
transicién

P{y(s+dt) =7 | ¥(s) =i} = g;;dt + o(dt).
Para estados ¢ # j la cantidad ¢;; es la tasa de transicién de pasar de 4

a j, mientras que
Qii = — Z qij -
J#i

8La optimalidad rebasante fuerte es un concepto introducido inicialmente por
Ramsey (1928). Una nocién més débil se introdujo, de forma independiente, por
Atsumi (1965) y von Weizsécker (1965).
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Estos autores proporcionan las condiciones para la existencia y la carac-
terizacién de politicas rebasantes 6ptimas. Para ello, primero, utilizan el
hecho de que la ganancia promedio de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman asegura que la familia de las politicas de control canoénicas
es no vacio. Posteriormente, dentro de esta familia, se caracterizan
las politicas candnicas que maximizan el sesgo y que son rebasantes
optimas. Otros resultados importantes sobre optimalidad en sesgo y
optimalidad rebasante se encuentran en Prieto-Rumeau y Hernandez-
Lerma (2006) y (2009).

Asimismo, Prieto-Rumeau y Herndndez-Lerma (2005) tratan con
juegos markovianos de suma cero en tiempo continuo con un espacio de
estados numerable, espacios de Borel arbitrarios de acciones y tasas de
transicién y de ganancia (o costo) posiblemente no acotadas. Analizan
también la optimalidad en sesgo y los criterios de optimalidad rebasante.

5 Optimalidad de Blackwell para procesos
de difusion controlados

Los criterios de optimalidad m&ds comunes para problemas de control
optimo con horizonte infinito son los de utilidad descontada esperada y
utilidad promedio esperada. Estos dos criterios tienen objetivos
opuestos: el primero distingue el desempeno en el corto plazo, ya que se
desvanece para intervalos de tiempo grandes, mientras que el segundo
considera la conducta asintdtica, ignorando simplemente lo que pasa en
intervalos de tiempo finito. Como alternativa a estas dos situaciones
extremas se consideran refinamientos del criterio de utilidad promedio
tales como optimalidad rebasante, optimalidad en sesgo y los llamados
criterios sensibles al descuento, los cuales incluyen optimalidad con m-
descuentos para un entero m > —1 y optimalidad de Blackwell para
m = 4o0. Se les llama “refinamientos” porque se refieren a politicas
de control que optimizan la utilidad promedio y que, ademas, satisfacen
alguna otra propiedad adicional. Al respecto, es importante resaltar
que Jasso-Fuentes y Herndndez-Lerma (2009) proporcionan algunos de
estos refinamientos. Estos autores dan condiciones que garantizan la op-
timalidad con m-descuentos para cada entero m > —1 y también para
la optimalidad de Blackwell cuando el sistema controlado es un proceso
de difusiéon markoviano de la forma

dx(t) = b(x(t),u(t))dt + o(z(t))dB(t) paratodot >0y x(0) ==,
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donde b(-,-) : R" x U — R" y o(-) : R® — R™*? son funciones dadas que
satisfacen un conjunto de condiciones estandar y B(+) es un movimiento
browniano de dimensién d. El conjunto U C R™ es llamado el conjunto
de control (o de acciones) y u(-) es un proceso estocéstico con valores
en el conjunto U, el cual representa la acciéon del controlador a cada
tiempo t > 0.

6 Control 6ptimo con procesos markovianos de
difusion

FEn esta seccién se establece el problema general de control 6ptimo es-
tocdstico donde las restricciones son procesos markovianos de difusién
y se formula la técnica de programacién dinamica con la cual se obtiene
la ecuacion diferencial parcial no lineal de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB), cuya solucién caracteriza el control éptimo y con ello las trayec-
torias de las variables que optimizan a la funcién objetivo?. De acuerdo
con Herndandez-Lerma (1994), el control éptimo estocéstico es una téc-
nica matematica utilizada para resolver problemas de optimizacion de
sistemas dindmicos en ambientes de incertidumbre.

A continuacion se establece el modelo matemaético general del proble-
ma de control optimo estocastico en tiempo continuo. Considere un
sistema dindmico en tiempo continuo con un horizonte temporal finito,
[0,T]. Se consideran, primero, funciones adecuadas u(t,z,u) y o(t, z,u)
que satisfacen

p: Ry x R? x RF — R”,
o : Ry x R" x RF — R+,
Para un punto xg € R™ considere la ecuacién diferencial estocéastica

dXt = M(t, Xt, ut)dt + U(t, Xt, Ut)th

Xo = o,

en donde se considera al proceso n-dimensional X;, como el proceso de
variables de estado, que se requiere controlar, el proceso k-dimensional
u; como el proceso de control, cuya correcta elecciéon controlara a X,
y W es un proceso de Wiener d-dimensional, definido sobre un espacio
fijo de probabilidad equipado con una filtracién (€2, F, (}-J/V)te[o,T]a P).

9Para més detalles sobre el problema de control éptimo estocéstico en tiempo
continuo véase, por ejemplo, Bjork, Myhrman y Persson (1987).
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Se define a continuacién una regla de control admisible. Para tal
efecto se considera la clase de procesos de control admisible como pro-
cesos cuyo valor u; en el tiempo t es adaptado al proceso de estado X,
el cual se obtiene mediante una funcién u(¢, z)

u: R, xR" = RF,
de manera que
Uy = U(t,Xt),

u asi definida es llamada regla de control de retroalimentacién o estrate-
gia markoviana. Ahora se impone a u la restriccién de que para cada
t,uy € U C R¥ donde U es la clase de controles admisibles. Una regla
de control u(t, x) es admisible si:

1) u(t,z) eU,Vte Ry y Vo eR,

2) Para cualquier punto inicial (¢,z) dado, la ecuacién diferencial
estocéastica

dXs = u(s, Xs,u(s, Xs))ds + o(s, Xs, u(s, Xs))dWy

Xt =T
tiene una unica solucién.

Dado que el problema de control 6ptimo se establecerd en un esquema
estocéstico, y toda vez que el proceso de estados es n-dimensional, serd
necesario definir las siguientes funciones y establecer el teorema funda-
mental del cdlculo estocastico, llamado el lema de It6 (para el caso de
n variables). Para cualquier regla de control u, las funciones p" y o"
son definidas por:

Mu(t7 .T) = :U’(t’ L, u(tv .’L‘)),
o (t,x) = o(t,x,u(t,z)),

y se suponen con segundas derivadas continuas. El lema de It6 para n
variables de estado se establece a continuacién.

Considere la funcién y = f(t,x), x = (21, z2, ..., T,,) y las ecuaciones
diferenciales estocasticas

dl’i = Ml(xzat)dt =+ O-i(l'iat)dWita i = 17 27 ey 10,
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y cualquier vector fijo u; € R¥, entonces para cualquier regla de control
u, se tiene

0 t,X 1 & 62 t,X u u
dy = f()_|_22 L)Ui (w4,1) 0 (ziyt) Pij

ot , O0x;0x;
7j=1 =1
"Of (t,x) Of (£,%) 4
# 2ED yae Y0 D g oy a,
i=1 v i=1 v

donde p;; es el coeficiente de correlacion entre dW;; y dWj, de tal forma
que p;;dt = Cov(dWy,dWj;). Ahora bien, dada una regla de control
u; = u(t, X}') con su correspondiente proceso controlado X" se utilizara

la notacién
dX} = ptdt + o"dWy.
Para definir la funciéon objetivo del problema de control se consideran

las funciones:

F:Ry xR"xR¥ 5 R dada por (t, X u;) — F(t, X", w)

¢ :R" — R dada por X;' — ®(X}),

donde F' evalia el desempeno del sistema a través del tiempo y ® evalta
el final. Se supone que tanto F' como ® son de clase C?. Se define la
funcional objetivo del problema de control como Jy : U — R,

T
Jo(u) =FE [/ F(t, X", u)dt + ®(X7) | Fol,
0

donde Fy representa la informacién disponible al tiempo ¢ = 0. El
problema de control puede ser escrito como uno de maximizacién de
la funcional Jy(u), sobre u € U. Se define la funcional éptima por
jg = glea(}( Jo(u). Si existe un control admisible u tal que fo = Jo(u) se

dice entonces que U es un control 6ptimo para el problema dado. Si se
supone una pareja (t,z) fija donde ¢t € [0,T] y = € R™ | el problema de
control se puede definir como:

T
max F [/ f(s, X5 us)dt + ®(X7) | F
¢

Us

sujeto a

dXY = p(s, X3 u(s, X))ds + o(s, X u(s, X3))dWs, X, =z,
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y a la restriccién
u(s,y) € U para todo (s,y) € [t,T] x R™.

La funcién de valor J : Ry x R® x U — R es definida mediante
T
J(t,z,0) = E [/ F(s, X" ug)ds + 9(XP) | 7
t

La funcién de valor 6ptimo es E Ry x R® — R y estd definida por

~

t = t .
J(t,x) rlrlleaéi,]( , T, )

El objetivo, ahora, es caracterizar la funciéon de valor en el control
Optimo mediante una ecuacién diferencial parcial, mejor conocida como
la ecuacién diferencial parcial de HIB!. Es importante destacar que
la derivacién que, a continuacién, se hace de la ecuacién de HJB es
informal, pero ilustrativa. Suponga que:

1) Existe una regla de control éptimo,

2) La funcién de valor éptimo J es de clase C2.

Considere el par (t,xz) € (0,7) x R™ fijo pero arbitrario, y suponga
un incremento muy pequeno, de hecho diferencial, dt € R tal que t <
t +dt < T. También se considera una regla de control u fija pero
arbitraria. Por lo tanto, dada la definicién de la funcién de valor éptimo
y el incremento dt, se tiene la relacién recursiva temporal

~

T
J(t,x) = max J(t,z,u) = max E [/ F(s, X% us)ds + ®(X7) | ft}
uc t

uclU
T

t-dt
= max FE {/ F(s, X% us)ds +
uelU t

F(s, X1 us)ds + ®(X7) | .7-}]
t+dt

t+dt N

:maécE [/ F(s, X us)ds + J(t +dt, X' +dX}") |.7:t] .
uc t

En esta expresién se aplica al primer sumando el teorema del valor medio

de calculo integral y al segundo una expansion en serie de Taylor, de lo

cual resulta

~ ~

T(t,X}') = max B | F(t, X, u)dt + o(dt) + T (¢, X}')
uc

+dJ(t, XP) + o(dt) | }'t] .

1 ., , , .
9La ecuacién HIB es el resultado central en la teorfa de control éptimo. La
ecuacion correspondiente en tiempo discreto se conoce como la ecuacién de Bellman.
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Después de simplificar, se tiene

0 = max E [F(t, X9, up)dt + o(dt) + dJ(t, X2 | ft} :

uelU

En la expresion anterior se aplica el lema de It6 para obtener la dife-
rencial estocastica de J, asi

0 =max F {F (t, X}', uy) dt + o (dt)
uclU
OF (4, X)) =0T (LX)
TR o, M @t)

i=1

9T (t, X» u
T3 ZZ ) (:Ei?t) g (1'17 ),Oij dt

8:1:8:1c
]17,1 J v

oJ (t
+Zaxl)0' (LUZ, )dW1t|ft}
=1

donde, como antes, p;; satisface p;;dt = Cov(dW;;, dWj;). Después de
tomar valores esperados a los términos aleatorios de la ecuacién anterior
y dado que dW;; ~ N(0,dt), se obtiene
OJ (£, X)) <~ OJ (t, X»

XD 5 OTEXE

1

0= F(t, X
1111125( ( y <Xt ’u) + 8t —

2 u
42 Zza tX) oft (x4, 1) oF (i, 1) pij

0x;0x;
]111 J v

Toda vez que el analisis ha sido realizado sobre un punto fijo pero arbi-
trario, entonces la ecuacién es vélida para todo (t,x) € (0,T) x R™, de
tal forma que:

1) J satisface la ecuacién de HJB:

n

9?2 J t, X}
*ZZ “(xi,t)a (4, )PU
o O0x;0x;

V(t,z) € (0,T) x R, J(T,z) = ®(z) ¥V z € R™.
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2) Para cada (t,z) € (0,7) x R", el méximo en la ecuacién HJB

es alcanzado por u = u(t, ).

A partir de la ecuacién HJB se sigue que u es tinica ya que x y ¢ son
fijos y las funciones F, J. sl 07y o son consideradas como dadas. Si se
supone que u € U es 6ptimo, entonces se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial parcial de segundo orden en J. ,

OJ(t, X¥) <= OJ(t, X2
( t)+z (t, Xi)

0=F(t, X' u)+ oz, i (i, t)

ot —
2Tt X 1)
= Z Z ax]axz (wza t) ((Ez, )ng

lel

Al derivar esta ecuacién con respecto de la variable de control, u, se
tiene la siguiente condicién de primer orden (condicién necesaria):

COF(t, XM u) | PILXE) 0 [N=OTXP) L
0="%, ot T oa \ gy @)

i=1
I XE)
Z; 85(7]81‘1 (x“t)a (xl7t)plj

La ecuacién anterior caracteriza al control 6ptimo u en funcién de x
yty J; es decir 1 = u(t, x, J ). Para resolver la ecuacién anterior y en-
contrar la trayectoria 6ptima del control, se procede a utilizar el método
de funciones en variables separables, aunque es necesario recordar que,
en general, es dificil obtener una solucién explicita de la ecuaciéon HBJ.
Sin embargo, en diversas aplicaciones en las ciencias naturales y sociales
la ecuacion de HJB tiene una solucion analitica; véanse, por ejemplo,
Merton (1990) y Hakansson (1970).

7 Conclusiones

La forma en que los agentes definen su actuar requiere de un proceso
de abstraccion en el que el individuo escoge y organiza sus acciones, en
su propio beneficio, de acuerdo con un criterio preestablecido, elabo-
rando con ello un plan para anticipar posibles efectos no deseados. En
esta investigacién se ha realizado una revision de las contribuciones de
Onésimo Hernandez-Lerma a la teoria y préactica de los procesos marko-
vianos. Se resaltan los avances recientes de Onésimo Herndndez-Lerma



Procesos markovianos en la toma de decisiones 23

que han impulsado el potencial y las bondades técnicas de los procesos
markovianos en el modelado de los procesos de toma de decisiones de
agentes racionales incorporando dindmicas mas realistas a diversas vari-
ables (econémicas y financieras) de interés. Particularmente, se desta-
can las extensiones y reformulaciones de Onésimo Herndandez-Lerma en
los procesos markovianos de decision, los juegos estocasticos, la optima-
lidad de Blackwell para procesos de difusién controlados y el control
optimo estocastico donde las restricciones son procesos markovianos de
difusién.

Varios temas de gran potencial para la investigacion en sistemas con-
trolados con procesos markovianos has sido ampliamente estudiados por
Herndndez-Lerma, entre ellos destacan los refinamientos de los criterios
de utilidad promedio tales como optimalidad rebasante, optimalidad en
sesgo y los llamados criterios sensibles al descuento, los cuales incluyen
la optimalidad de Blackwell. En este sentido, se destacan los trabajos
de Hernandez-Lerma y varios coautores sobre las condiciones para la
existencia y caracterizacién de equilibrios 6ptimos en sesgo y rebase, so-
bre todo en lo que se refiere a la caracterizacién de estrategias optimas
de ganancia promedio.
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