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Grupoide de movimientos y modelos de
Gelfand para el grupo diédrico Dy, *

Gamaliel Cerda-Morales

Resumen

A cada accién de un grupo G sobre un conjunto X podemos asociar
naturalmente un grupoide de movimientos M (G, X) cuyos objetos
son puntos de X y sus flechas (g,xz) € G x X. Los caracteres uni-
dimensionales de M (G, X) permiten torcer la representacién natural
de G asociada al par (G, X). Esta construccién suministra, de modo
geométrico, un modelo de Gelfand, es decir, una suma directa de
todas las representaciones irreducibles del grupo G. En particular,
conjeturamos una aplicaciéon sobre la dimensién de las involuciones
en el grupo diédrico Day,.
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1 Introduccion

Los grupoides han sido introducidos en [1] por H. Brandt en 1926, para un
articulo sobre composicién de formas cuadraticas. En topologia algebraica,
P. Higgins, R. Brown y otros, exploran grupoides fundamentales asociados
a un espacio topoldgico, generalizando en el contexto de teoria de grafos,
propiedades fundamentales de grupos y generadores. Desde un aspecto
categorico observado en [3] por A. Connes, analizamos una aplicacién del
grupoide de movimientos a la representacién del grupo diédrico.

*Tesis de Maestria en Matemédticas presentada en la Pontificia Universidad Catélica
de Valparaiso, Chile, 2011, bajo la direccién del Dr. Jorge Soto Andrade. Una versién
extensa de este trabajo ha sido enviado para evaluar su posible publicacién en el Boletin
de Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia.
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1.1 Desde una pequena categoria

Un conjunto C de morfismos, que conecta elementos de un conjunto de ob-
jetos, denotados por Obj(C) se llama categoria, si posee la siguiente estruc-
tura: (1) existen dos aplicaciones i,t : C — Obj(C), que especifican objetos
de inicio y término de cada morfismo en C, (2) existe una operacién de
composicién asociativa sobre morfismos en C° = {(f1, f2) : i(f1) = t(f2)},
y finalmente, (3) para cada A € Obj(C), existe una identidad e4 € C que
asocia un morfismo cerrado a todo objeto; es decir, i(es) = t(ea) = A.

Para nuestro estudio, un grupoide es una categoria, donde todo mor-
fismo es invertible. Entonces, para cada f € Hom¢(A, B) morfismo de A
en B, existe f~1 € Home(B,A), tal que fofl=epy f~lof=cea.

1.2 Nociones de grupos a grupoides

Sea A un objeto del grupoide C, el conjunto de todos los morfismos con
inicio y término A es un grupo. En efecto, para todo A € Obj(C) se tiene
asociada una identidad e 4, su ley de composiciéon es asociativa, y cada
morfismo tiene un inverso, que es Unico.

Observacién 1.2.1. Para A, B € Obj(C), si existe v € Hom¢(A, B), se
cumple Home(A, A) ~ Home(B, B), pues v~ 1 € Home(B, A) y para la
aplicacién conjugacién C, : Home(A, A) = Home(B, B), definida

Cy(f)=ryoforyh,

es un isomorfismo. Ademds, si f € Home(A, B), v € Home(A, B), ten-
emos v~ Lo f € Home(A, A).

Lo que muestra la suficiencia de:

Proposicién 1.2.2. Dados A, B € Obj(C). Si existe v € Home(A, B),
entonces Home(A,B) = ~v o Home(A, A), donde v o Home(A, A) es el
congunto {yo f: f € Hom¢c(A, A)}.

Todo grupoide C es conexo, si existe v € Home (A4, B), VA, B € Obj(C).
Este tipo de grupoide, muestra que Obj(C) es un G-conjunto, donde G es
un grupo, salvo isomorfia, asociado a dicho grupoide, llamado grupo de
holonomia generado por los morfismos con inicio y término un objeto de C.
Notar que en este caso, los grupos son isomorfos.

Definicién 1.2.3. Llamamos tipo de holonomia del grupoide C conexo, a
la clase de isomorfia del grupo Home¢ (A, A), asociado a A € Obj(C).
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Reciprocamente, dado un grupo finito G, es posible definir un grupoide
sobre un G-conjunto X, cuya acciéon o : G x X — X, estd dada por
multiplicacién izquierda o4(x) = gz. Vg € G,z € X. Si tal accién existe,
llamamos (G, X) un par geométrico.

Definicién 1.2.4. El grupoide de movimiento sobre X, denotado M (G, X),
es una categoria, donde Obj(M) = X y su conjunto de morfismos (o flechas)
es G x X, con multiplicacién sobre pares M° = {((h, gz), (g,z)) : g, h € G},
segin regla asociativa:

(1) (h,gz) o (9,2) = (hg, ),

donde las aplicaciones i,t : M (G, X) — X son la proyeccién en la segunda
componente y la accién de grupo, respectivamente.

1.3 Grupo de isotropia y G-accién

Sean z,y € X, los morfismos del grupoide M de z en y, denotados por
G(z,y). Es claro que el subgrupo de isotropia asociado a z, es isomorfo a
su grupo de holonomfa G(z) de morfismos de x en x, pues basta identificar
(9,2) — g de G(z) en G, un homomorfismo de grupos. En efecto, sean
g,h € G, tenemos gh € G, al aplicar regla de composicién (1).

Observacién 1.3.1. Denotemos por FI(M) el conjunto de flechas (o mor-
fismos) del grupoide M (G, X). Como M(G,X) = U, ,ex G(z,9), la car-
dinalidad de FI(M) es |G||X]|, en efecto, |G(z,y)| = |G(z)| = % cuando
X es un G-conjunto transitivo. En caso contrario, debemos considerar las
orbitas asociadas a la accién, pues G actua transitivamente sobre O, y
X = UzexO;. En este caso, FI(M) = U,epaFI(M(G,O,)), donde A es un
sistema de representantes para la G-accién.

Ejemplo 1.3.2. Sea D,, el grupo de simetrias del n-agono regular, con
accién natural sobre sus vértices I, = {1,2,...,n}. Esta accién es transi-
tiva, y el subgrupo de isotropia asociado a i € I,,, denotado por G, es el
conjunto {1, s;}, donde 1 es la identidad del grupo, y s; la simetria que fija
el vértice 7. Entonces, el conjunto de flechas G(7) del grupoide M (Day, I,,)
estd representado por {(1,4), (s;,7)}, el grupo ciclico de orden 2, Zs.

2 Accién de grupos de simetria

2.1 Representacion natural torcida

Un cardcter asociado a M (G, X), es una aplicacién w : M (G, X) — C*,
que satisface w(f o h) = w(f)w(h), para todo elemento f,h € M(G,X).

El grupo de caracteres asociado al grupoide, se denota M (G, X). De esto:
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Observacién 2.1.1. Si w(g,z) = z, entonces w(g~!,gr) = 271, pues
(97, g7)o(g,2) = (1,2), y w(l,x) = 1. Dada g € G una reflexién, que fija
el objeto » € X, tenemos w?(g,x) = 1, pues w(g, gv)w(g,x) = w(g? x)
sobre C*. Sean z,y sobre X, un conjunto G-transitivo, notemos que G(x)
es isomorfo a G(y), por lo tanto, el cardcter restringuido a dichos grupos
de isotropfa, satisface w(G(x)) ~ w(G(y)).

Para el grupoide M (Day, I,,), asociado a la accién del grupo Do, sobre
los vértices del n-adgono regular, obtenemos:

Proposiciéon 2.1.2. El grupo de caracteres M\(Dzn, I,,), estd parametrizado
por el conjunto:

(2) Zo x {(v1,v2,...,u,) € C" : v1v9...0, = 1}.

Demostracion. Como G(z,y) = vG(x), para algin v € G(z,y), Vz,y €
I, notemos que |G(z,y)| = 2. Luego, los morfismos que conectan z con
sus vértices adyacentes estan parametrizados por una rotacién de orden n,
f, y una reflexién n que envia x en y. Por lo tanto, existe una reflexién
¢ € Do, que fija x, tal que (n,z) = (0,2) o ({,x). Aplicando el cardcter w,
tenemos w(n, x) = zw(f, r), donde z € C, tal que 22 = 1. Por la propiedad
de funtor covariante, aplicada sobre T[]/ (,6°1) = (1,1), obtenemos la
proposicién si v; = (6,0'1). Ahora, si los vértices son no adyacentes, el
argumento es andlogo sobre las rotaciones y reflexion asociada. [

Dado w € ]/\Z(Dgn,ln), obtenemos representaciones (C,w|p,, (;)) del
grupo de isotropfa Da,, (j) asociado al vértice j. En general, dada (L*(X), p)
la representacién natural de G, definida por p, € Autc(L*(X)), segin
pe(f)(z) = f(g7'x); Aubert y Soto-Andrade, definen en [6], una repre-

sentacioén torcida por elementos w € ]\/Z(G, X):

Definicién 2.1.3. Sea (L*(X), p) representacién natural de G. La repre-
sentacién natural torcida por @, se define como py, : G — Aut(L*(X)), tal
que

3) (p=)g(f)(@) = (g, 97 2)(pgf) (),

denotada por (L*(X), pw), para @ € M(G, X).

Observacién 2.1.4. Notar que (L*(X), pw) es una representacién de G,
tal que (pw)y € End(L?(X)),

(P)g(p=)n(f)(x) = =(
= w(
(

g

97 2) (pg (pe)n () ()

g w)w(h, b g™ ) (pg(pn (£)) (g™ )
gh,h g~ o) f(h~ g )

= (p=)gn(f) (),

9,
g

= w
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luego, (pw)g-1 = (pw),'s con lo cual (p)y € Aut(L*(X)) y (pw) es una
representacién del grupo G, denominada representacién natural torcida por
el caricter w del grupo G.

Un modelo de Gelfand para G, es la descomposicién de (L?(X),p) en
suma directa de todas sus representaciones irreducibles con multiplicidad
uno. En [6], el G-conjunto X define un espacio de Gelfand, si (L*(X), p)
es un modelo de Gelfand para G. Una proposicién 1util para construir este
tipo de espacios, verifica:

Proposicién 2.1.5. Sea X un G-conjunto. Si X = U;_10; es la de-
scomposicion en G-orbitas de X, donde Oy es la orbita asociada al punto
xr € X. Si Gy, es el grupo de isotropia de cada punto xp para cada
k=1,..,s, entonces,

(4) (L*(X), pe) ~ P Indc,, 16(w@ |, ),
k=1

tal que (w |G1k)(g) = w(g,:z:k),Vg S ka'

Demostracion. (C,w |g,, ) es una representacién 1-dimensional de G,
pues w es un cardcter del grupoide M (G, X); en particular, si consideramos
r =ux,y f € L*xy), para todo g € Gy,, obtenemos (pw)y(f)(zk) =
w(g, zx) f(zr). Por lo tanto, (pm)e(f) = (w \Grk)(f), sobre {zy}, donde
L?({z1}) se identifica con el subespacio G, -estable de L?*(X) formado por
las funciones de soporte contenido en {zy}. En general, L?(Oy) es suma
directa de L2({x}), si z € Oy. O

Observacién 2.1.6. Si u es otro cardcter asociado al grupoide M (G, X),
tal que w |ka: 1 |sz, para todo k =1, .., s, entonces, pm = p,.

2.2 Un pequeno ejemplo diédrico

Tlustremos la proposicién (2.1.5) sobre el grupo de simetrias del tridngulo
equilatero, isomorfo al grupo diédrico de orden 6, Dg. Consideremos el Dg-
conjunto X = {1,2,3} U {b}, donde b es el baricentro del tridngulo. Dado
que G = {r,s), donde r es la rotacién en 27/3 grados, y s es la reflexién
que fija el vértice 1. La accién de G sobre X es natural sobre los vértices,
y 04(b) = b, para todo g € G, es claramente una accién no transitiva, tal
que X = 01 U, donde O1 ={1,2,3} y Oy = {b}.

Los grupos de isotropia asociados son G; = {1,s} ~ Za y G, = G. Si
w es un caracter del grupoide M (G, X), su restriccién a los subgrupos G,
con ¢ € I3, es la misma, deducimos

(5) Pw = Indg,1c(@|z,) ® Indg,rc(®|c),
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y basta considerar w un cardcter tal que w|z, = sgn y w|c = 1. Luego, es
claro que Indg,1¢(w|a) = 1, veamos que la representacién Indg,+q(@|z,)
de dimensién 3, se descompone como suma de dos representaciones irre-
ducibles, una de dimensién 1 y otra de dimensién 2. Usando la inducida
de Mackey, la aplicacién w|z, = sgn corresponde al conjunto {f : G —
C: f(gs) = —f(9),Yg € G}, y es claro que sgn € Indg,+a(w|z,); pues
sgn(gs) = sgn(g)sgn(s) = —sgn(g). De esto, tenemos Indg,+¢(w|z,) =~
sgn D sgnl.

Observacion 2.2.1. Este udltimo isomorfismo, se obtiene de la siguiente
condicién: si f € Indg,+q(w|z,), tal que (sgn, f) = 0; al identificar f con
el vector f(Dg) € CO, obtenemos f(1) = —f(r) — f(r?), basta considerar
el C-espacio U = (sgn), para tener UL = (fi, f2), cuyos vectores son
fi=(-1,1,0,1,0,-1)y fo =(-1,0,1,1,-1,0).

El espacio (U, p|y71) es una subrepresentacién de Indg, ¢ (w|z,), pues
en caso contrario, existe Uy < UL generado por un vector no nulo fp, si
fo € UL, entonces fo = 21 f1 + z2f2, para algtin 21,2, € C. Entonces, por
estabilidad, podemos aplicar la accién py, y obtenemos:

(6) pg(fo) = z1f1(g™'t) + 22f2(g7't) = 2(21f1(t) + 22.f2(1)),

para algun z € C, y t,g € G. En particular, si ¢ = r y t = sr en Dg,
obtenemos de (6), 2o = 221, lo que es una contradiccidn, pues no pueden ser
ambos nulos 21 y 2. Finalmente, si denotamos m = p|y 1, la representacién
irreducible de dimensién dos, tenemos:

(7) Pw =1D®sgndm,

un modelo de Gelfand para el grupo diédrico Dg.

3 Generalizaciéon de un modelo para D,

3.1 Simetrias del cuadrado

Antes de la generalizacién al grupo diédrico de orden 2n, veamos el caso
n = 4, para el grupoide de movimientos asociado al Dg-conjunto, dado
por {1,2,3,4} U {{1,3},{2,4}}. Este grupo actia naturalmente sobre los
vértices del cuadrado, mientras que

og({{1,3},{2,4}}) = {{9(1),9(3)},{9(2), 9(4)}},

determina una accién no transitiva, cuyas orbitas son O; = {1,2,3,4}
y Op,3y igual a {{1,3},{2,4}}. A su vez, el estabilizador del vértice 1
es {(1,1),(s,1)} isomorfo a Zs, y de {1,3}, denotado por G({1,3}), es
{1,8,7%, 812} ~ Zy @ Zs.
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Observacién 3.1.1. Sea w un cardcter asociado al grupoide M (Ds, I4),
entonces p =~ Indgyra(@|z,) ®Indg(1,31)16(@|2,02,). Consideremos el
cardcter w tal que wlz, = sgn y @wl|z,ez, = 1; ocupando para la inducida
el modelo izquierdo de Mackey, tenemos Indg({1,31)1¢(@|z,) isomorfo a
1@ B, donde 3 = 1*. Considerando un vector f € Indz,az,(w@|z,), tal
que (1, f) = 0 e identificando f con el vector f(Dg) € C?, se deduce 8 =
(1,-1,1,-1,1,-1,1, -1).

Por otro lado, Indgaya(w@lz,) ~ sgn @ sgn®, mas ain, el espacio
sgnt ~6@6+, cond = (1,1,1,1,—1,—1,—1,—1). Finalmente, al igual que
en ejemplo anterior, podemos mostrar que la representacién 2-dimensional
7 = 6T es irreducible, tal que

(8) pe=1@sgn@d® LD,

es un modelo de Gelfand para el grupo Ds.
Para el caso general, sobre el niimero de vértices del n-agono:

Proposicidon 3.1.2. Sea X un espacio de Gelfand para G = Do, entonces,
sin es impar | X|=n+1ysin espar|X|=n+2.

Demostracion. Sea C), el n-dgono regular y la accién natural de G sobre
sus vértices I,,. Basta considerar los G-espacios siguientes:

e Casonpar. X = I,,U{Xy, X}, donde X7 y X3 son los dos 5-dgonos,
que surgen al colorear los nodos del n-agono alternadamente con sélo
dos colores. Es decir, X; ={1,3,..,2n — 1} y X5 = {2,4,..,2n}, con
la accién o4(X;) definida por {g(x) : z € X;}, para i =1,2.

e Caso n impar. X = I, U {b}, donde b es el baricentro del n-dgono.
En este caso, la accién trivial sobre b, se define por o4(b) = b,Vg € G.

En el caso par, existen dos orbitas, a saber I,, y {X;, X2}, v los estabi-
lizadores, son isomorfos (salvo conjugacién) a Gy = {1,s} ~ Zy y para
Gx, = Gx,, (r?,s) isomorfo a D,,, donde s es la reflexién que fija los
nodos 1y 5 + 1; y r la rotacién en 27“ En el otro caso, las érbitas son
Gi{l,s} ~Zy y Gy = G, donde s es la reflexién que fija el vértice 1 de
c,. O

Proposicion 3.1.3. Sea G = D,,,. Los G-espacios X de la proposicion
(3.1.2), son espacios de Gelfand para el grupo G, segin su paridad.

3.2 Conjugacién sobre involuciones

Lo anterior, nos permite identificar una correspondencia entre el cardinal
del conjunto de involuciones de G = Ds, y el cardinal de su espacio de
Gelfand X. A suma, las involuciones del grupo, resultan ser otro modelo
de Gelfand, dado por la accién de conjugacién o,(t) = gtg—*,Vg,t € G.
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Observacién 3.2.1. Si n es impar, existen dos dérbitas, O1 = {1} y Os =
{sr* : 1 < k < n}, donde s es la reflexién que fija el vértice 1. Luego, existen
dos grupos de holonomia, a saber, G(1) = Gy G({s}) = {1, s} ~ Z3. Como
en el caso particular, consideramos el cardcter w de la forma w|g =1y
wl|z, = sgn, cuyos grupos asociados a cada vértice coinciden, como en la
accién natural del grupo diédrico.

Es fécil notar, que éste es un modelo de Gelfand, como

9) pw = Indgyra(@la) © Indasyra(@z,),

utilizamos el teorema de Frobenius, sobre el caracter torcido por w. Es
decir:

(Pes x) = (Indcyra(@la), x) + (Inda(s1yra(@lz, ), X)
= <(w‘G)7X> + <(W|Z2);X>

- % D_(@le)(9)x(9) + % Y (@lz)(9)x(9),

geG gE€Zs

por eleccion de @, tenemos (pe, X) = 51 2 e X(9) + 5 2 gez, 597(9)X(9),
y al comparar con el cardcter escogido, w, tenemos (P, 1) = (pw, sgn) = 1.

Y para algin cardcter de representacion, de dimensién 2, xi, se concluye
que {pw, Xk) = 1, para 1 < k < %. El caso par, se presenta en el siguiente
resultado:

Proposicién 3.2.2. Sea G = Dy, conn par, y X = {g € G:g?> =1} el
conjunto de involuciones del grupo G, entonces X es un espacio de Gelfand
para G.

Demostracion. Si s es la reflexién que fija los vértices 1y § + 1, y

r la rotacién en 2% grados de C,. Existen cuatro érbitas, O; = {1},
032 = {rz}, O, las involuciones que fijan dos vértices, y O, las que no
fijan vértices, tales que |O,| = |O,| = 4. Entonces, salvo conjugacion,

existen 4 estabilizadores, cuyos tipos de holonomia son G(1) = G(r?) =G
y G(8) = G(sr) = Za xZs respectivamente. Como la restriccién del cardcter
w coincide en los grupos de isotropia conjugados, tenemos p, isomorfo a
1@ sgn @ I’I’LdHT(;(w|H) (5] IndKTG(w|K),

donde H = G(s), K = G(sr), y @ es tal que w|gn) =1y w\G(Tg) = sgn.
Para el caso § par, consideramos @|x = « tal que a(r?) =1y a(srf) = -1,
sik=1,..,n—1;y w|yg = B donde 3(1) = B(sr) = 1y B(r?) = B(srzT1).
Finalmente, usando notacién anterior, (pm, @) = (pw,B) = 1; y si xx es el
cardcter de una representacién 2-dimensional de G, entonces (P, Xk) = 1,
para ambos casos de paridad. [
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3.3 Un ejemplo sobre el grupo del tetraedro

Como extensién de los modelos geométricos de representacién por caracter
de grupoide inducido, tenemos los grupos simétrico S5 y S4, que aparecen
en los poliedros regulares. Por ejemplo, el grupo del tetraedro, un resultado
conocido, sobre su grupo de simetria, determina que Sy es suma semidirecta
de los grupos S3 y Zs X Zs.

Ejemplo 3.3.1. Si T es un tetraedro de nodos Iy, el grupo G = Sy actia
naturalmente sobre ellos. Consideremos el G-conjunto X = I,U{a1, az,as},
donde a; aparece como el par de aristas opuestas del tetraedro, conteniendo
el nodo i: definida la accién o4(a;) = {g(k) : k € a;},Vg € G. Es claro que,
la accién no es transitiva, |X| = 10, y los grupos de isotropia asociados al
grupoide M (G, X) son G(1) = (r1,s14) >~ S5 y el grupo G,, isomorfo a
Zo X Zso, donde 11 es la rotacion del tetraedro que fija el nodo 1, y s14 la
reflexién que intercambia los nodos 2 y 3.

4 A modo de conclusion

En este tipo de construccién, existe una correspondencia explicita entre
involuciones de un grupo simétrico, y su modelo de Gelfand. Aplicando,
resultados de teoria de caracteres e induccion finita de Mackey, los grupos de
holonomia, nos permiten descomponer la representacién de grupo, en todas
sus representaciones irreducibles, libre de multiplicidad. Asi, generaliza
resultados probados para grupos de tipo A,,_1, desde un ambito geométrico
a poliedros regulares, en la descomposicion usual de sus simetrias. Seria
importante, deducir en un estudio posterior, los casos de accién del grupo
simétrico Sy, sobre su conjunto de involuciones, y proponer un analogo de
Kodiyalam y Verma, en [4], sobre la accién signada.
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