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Hasta 1940, las matematicas en México eran unicamente para los
aficionados; existan pocos matematicos y la investigacion era algo casi
desconocido. Esto cambié en forma decisiva cuando Solomon Lefschetz
comenzo una serie de visitas a la Ciudad de México. Matematico brillan-
te y de un caracter indomable, puede decirse que él personalmente jugd
un papel critico en la aparicién de matematicos a nivel internacional en
México. Su método fue sencillo: interesar a jévenes en la investigacién y
posteriormente colocarlos como estudiantes de doctorado en Princeton
y otras universidades de primer nivel en los Estados Unidos.

Asi fue como José Adem Chahin, quien se interesaba en aspectos
de algebra y topologia, fue a dar a Princeton. Una vez ahi, tuvo el
acierto de escoger a Norman Steenrod como su asesor. Steenrod es con-
siderado un gigante de la topologia algebraica, una figura que cimentd
esta disciplina como una de las mas importantes de las matematicas
modernas. Adem estudi6 en Princeton alrededor del afio 1950. Esta
era una época de esplendor en la topologia: Lefschetz, Hopf, Hurewicz,
Eilenberg, MacLane y Steenrod (entre otros) habfan desarrollado las
herramientas y conceptos formales, y el campo se hallaba colmado de
problemas de gran relevancia y naturalidad, esperando ser atacados con
esta nueva tecnologia. En los anos subsecuentes ocurrié una verdadera

*Basado en los articulos [1, 2] del autor escritos en ocasién de los homenajes post
mortem al Dr. José Adem Chahin. Se agradece el permiso del Boletin de la Sociedad
Matematica Mexicana y del Colegio Nacional por permitir la reproduccién de partes
de esos textos.
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explosion de teoremas en la topologia algebraica, con la tesis magistral
de Serre y el trabajo de Borel, Thom, Milnor, Adams y Atiyah.

El trabajo de José Adem debe considerarse una contribuciéon fun-
damental en este caudal del avance matematico. Es dificil exagerar la
importancia de las “Relaciones de Adem” en la teoria de homotopia,
no solamente por su trascendencia sino también por la influencia de es-
tos resultados en el trabajo de otros. Como veremos posteriormente, la
contribucién de Adem sirvié como motivacién para los métodos desa-
rrollados por J. F. Adams, que hoy en dia son la base de la homotopia
estable.

A continuacién haré un bosquejo del trabajo de José Adem, procu-
rando evitar detalles técnicos con el fin de hacer accesible el material a
aquellos que no son especialistas en la topologia algebraica.

Un invariante calculable e importante de un espacio topolégico X es
su cohomologia con coeficientes modulo 2. El funtor

X — H*(X,Fy)

le asocia a un espacio X un espacio vectorial (sobre Fa) con graduacién
natural. Estos grupos difieren de la homologia en que poseen una es-
tructura de algebra graduada, es decir vienen dotados de un producto
(suprimimos coeficientes de ahora en adelante):

HP(X)® HY(X) — HPT(X)
rR®y —xUy.

Es facil convencerse de que la cohomologia es un invariante mas
efectivo que la homologia para distinguir espacios no homeomorfos o del
mismo tipo de homotopia (por ejemplo, para distinguir S™ v S* v 2"
de S™ x S™).

Un problema central en la topologia algebraica es el de entender
las clases de homotopia de aplicaciones de un complejo X en otro Y,
conjunto denotado por

xv1={

En particular si X = S™ (la esfera de dimensién n) y consideramos un
punto base, se puede dotar a este conjunto de un producto, y obtenemos
asi

clases de homotopia de funciones
continuas f: X — Y

7 (Y) = n-ésimo grupo de homotopia de Y.
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Para analizar estos objetos matematicos, Eilenberg y MacLane in-
trodujeron espacios denotados por K (mw,n) donde 7 es un grupo abeliano
(sin > 1) tales que

™ si g =n,
(K = .
mma={ %I
La relevancia de estos espacios se sigue de la relacion

H"(Y,m) = [Y, K(m,n)],

es decir, estos espacios representan a la cohomologia.

Distinguir el tipo de homotopia de un espacio o de una aplicacién
puede ser sumamente dificil, aun con el uso de la cohomologia. Este
proceso depende de propiedades homotdpicas dificilmente detectables
sin alguna estructura adicional.

Steenrood introdujo esta estructura adicional, en la forma de sus
célebres “cuadrados de Steenrod”. Los Sq’ son transformaciones natu-
rales de funtores

H"( ,Fy) — H"( | Fy)

es decir, si f: X — Y es continua, entonces el diagrama

H™(Y,F) BN H"™ (Y, Fy)

| |
H(X,Fy) —3s H™H(X,TFy)

conmuta. Estos cuadrados satisfacen los siguientes axiomas, y son ca-
racterizados por ellos:

1. Sq' es un homomorfismo Vi > 0.

2 mientras que Sq’(z) = z.

2. Sidimz =n, Sq"z ==z
3. Sii>dimz, Sq'z = 0.

4. (Férmula de Cartan)

k
Sq*(zy) =D Sq'z - Sq* .
=0
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La siguiente es una construccién homoldgica de los Sq. Sea X un
espacio topoldgico, entonces Zo actiia por permutacion en el producto
X x X. Ahora sea x € H"(X), representado por

f:C(X) — Fo (f(u) =0, siu¢Cyh(X)).
En estas condiciones definimos
P:C*"X)— C*"(EZy xz, (X x X))

mediante
P(f)(w®z1 ® z2) = e(w) f(21) f(22)

donde EZs denota al Zg-espacio universal y € : Cy(E Zg) — Fa la au-
mentacién (ndtese que esto se debe a que P es equivariante con respecto
a la permutacién anterior a nivel de cocadenas). Esto define una funcién
natural

HY(X) — H*(EZs x7, (X x X))

tal que sii: X x X — EZy xz, (X x X) es la inclusién de la fibra del
haz asociado, entonces i*P(f) = f x f € H**(X x X).

Por otro lado la inclusiéon de puntos fijos 7 : X — X x X induce
3, H¥(EZy xz, (X x X)) = H*"(BZy x X)
donde BZ-y denota al espacio clasificante. Por definicién,
n . .
j*Pxr = Z " @ Sqx
j=0
donde H*(BZ3y) = Fsle], con dime = 1.

Serre introdujo el concepto de operaciones cohomoldgicas como
transformaciones naturales de funtores

e: H'( ,A) —» HY( ,B)

y demostré que éstas corresponden en forma biunivoca con elementos
del grupo
HY(K(A,n),B) = [K(A,n), K(B,q)].

Si X es un espacio y

gz X = K(A,n)
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representa a x € H"(X, A), tenemos un diagrama conmutativo

(id) H™(K(A,n),A) —“ H'(X,A)

| | etxcamy [0

o HY(K(A,n),B) —— H%X,B)
9z

El elemento ¢(K(A,n))(id) € HI(K(A,n), B) representa a la ope-
racién e. Serre demostré que las operaciones estables' (es decir que
conmutan con la suspensién y asi dan lugar a homomorfismos) forman
un algebra, generada por los Sq’, la denominada dlgebra de Steenrod,
A(2). Esto significa que la estructura adicional, que generaliza al pro-
ducto, estd contenida totalmente en el dlgebra de Steenrod. Ante esto
es evidente que conocer las relaciones globales entre estas operaciones
es de singular importancia, ya que repercutirdn en la cohomologia de
cualquier complejo. En 1951, José Adem obtuvo una colecciéon completa
de relaciones entre los Sq’. La formula exacta, conocida como las Rela-
ciones de Adem, es la siguiente (los coeficientes binomiales se reducen
modulo 2): Para 0 < a < 20,

b—c—1 o e
Sq*Sq® = Z <a—20 >Sq“+b Sq°.

0<c<a/2

Adem también obtuvo relaciones parecidas entre las operaciones co-
homoldgicas correspondientes a primos impares. Preferible a discutir la
demostracién, mencionaré algunas aplicaciones inmediatas.

Teorema 1 (Adem). Sq" es factorizable si y solamente si n no es una
potencia de 2; es decir los Sq* generan el dlgebra A(2).

Corolario 2. Si x € HY(X) con 2® # 0, entonces existe alguna i tal
que 0 < 28 < q ySq® x # 0.

Demostracion. 0 # x? = Sq?z = Y monomios en Sq2i33. O

Corolario 3. Si H*(X) es un anillo polinomial o un anillo polinomial
truncado generado por x € HI(X) y x? # 0, entonces q = 2F para
alguna k.

'En el caso A = B = Fo.
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Demostracion. Como H*(X) es polinomial, H72'(X) = 0 para 0 <
2! < ¢, de modo que Sq? z = 0 para 0 < 2 < ¢. El corolario anterior
implica que g = 2. O

Ahora consideraremos algunas aplicaciones concretas de estos resul-
tados. Dada una funcién continua f : S?"~! — S" construimos el
complejo

Xf =9" Uf 62n
tal que
Z]2 *=0,n,2n
* ~ s 10y 9
H™(Xy) = { 0 otros casos.

El invariante de Hopf médulo 2 de f, denotado por H(f), se define
mediante la relacién

= H(f) b

donde a y b denotan generadores de H"(Xy) y H*"(Xy), respectiva-
mente. Una pregunta clasica de la topologia es la de saber para qué
valores de n existe un mapeo f con H(f) # 0. La importancia de este
problema puede verse por su relaciéon a un problema algebraico: ;Para
qué valores de n admite R™ una estructura de algebra de divisién? Esta
segunda propiedad implica la existencia de un mapeo f con H(f) # 0
(se usa

multiplicacién normalizacién

IV (L J——— {0} — st
y una construccién de Hopf para obtener
f . S2n—1 — Sn—l ” Sn—l N ESn_l — Sn)

Por otro lado la existencia de tal f es equivalente a la existencia de una
estructura de “grupo salvo homotopia” (H-espacio) en S~ 1. Ademds,
si S™7! tiene estructura de H-espacio, entonces es paralelizable. Los
resultados de Adem implican:

Teorema 4 (Adem). Los unicos valores de n para los que alguna de las
siguientes condiciones puede suceder son de la forman =2F k> 0:

1. Eziste f : S?"~1 — S™ con H(f) # 0.
2. R™ admite estructura de dlgebra de division.

3. S™1 tiene estructura de H -espacio.
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4. S™1 es paralelizable.

Estos resultados son un modelo del poder de la topologia algebraica
cuando se aplica a ciertos problemas geométricos. Inspirado por los re-
sultados de Adem, J. F. Adams extendi6 este teorema en forma notable,
obteniendo una de las méas impresionantes aplicaciones de métodos al-
gebraicos en la topologia hasta la fecha:

Teorema 5 (Adams). En el teorema anterior n sélo puede ser 1, 2,
4, u 8. En (2) se tienen los reales, complejos, cuaternios y octonios de
Cayley, respectivamente.

La demostracién del teorema de Adams utiliza de forma esencial
las operaciones cohomoldgicas, en particular la nocién de operaciones
secundarias introducidas por Adem.

Quizds mas importante que el resultado fue la herramienta que
Adams introdujo (la sucesién espectral de Adams) para calcular clases
de homotopia a partir de la cohomologia como médulo sobre el dlgebra
de Steenrod. La idea seminal de esta revolucionaria técnica radica en
los resultados descritos anteriormente, y el trabajo de Adem fue una
fuente importante de motivacion.

Podemos concluir observando que los resultados de Adem no sola-
mente son de interés general, sino que de hecho representan un trayecto
fundamental en la evolucién de la teoria de la homotopia a su estado
actual. Ademads, su visién clara y bien determinada de lo que debe ser
el trabajo en matematicas y su deseo de materializar en México un mo-
delo de desarrollo del area de la matematica se hizo patente en su labor
como iniciador, a partir de 1956, de la II Serie del Boletin de la So-
ciedad Matematica Mexicana, y como editor de dicha publicacién desde
entonces hasta su fallecimiento. El propdsito de esta revista ha sido
proporcionar a los matematicos mexicanos y extranjeros un medio para
publicar en México los resultados de sus investigaciones, con el nivel de
una revista internacional de prestigio.

Alejandro Adem Diaz de Leén
Departamento de Matemdticas,
Universidad de la Columbia Britanica,
Vancouver, Canada.
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