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Algunas dlgebras C* y su K-teorfa

Blanca Estela Bravo Silverio

Resumen

La idea bésica de la K-teoria para algebras C* es asociar a cada
algebra C* A dos grupos abelianos, Ko(A) y K1(A), los cuales
reflejan propiedades importantes de A. La K-teoria C* algebraica
tiene un comportamiento funtorial covariante y es invariante bajo
homotopias.

En este trabajo se calcula la K-teoria del algebra de Toeplitz
T, utilizando la sucesion exacta larga de 6 términos inducida por
Ky y K;. También se calcula el grupo Ky de K-teoria del algebra
de Cuntz O,,.
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1. Introduccion

Sea A un &lgebra C*, denotamos por K((A) al grupo de Groethen-
dieck del semigrupo abeliano de clases de equivalencia estable en el con-
junto de proyecciones en My (A) = J My (A). Sea T := {z € C||z| = 1}
y S(A)={f: T — A: f continua, f(1)= 0}, los grupos de K-teoria
superior estan definidos de la siguiente manera K,(A) := Ky(S™A),
donde S"A = S(S"LA).

Algunas referencias sobre K-teoria de algebras C* son el libro de
Rordam [9] y el libro de Blackadar [2], este dltimo es el que usamos
para el Teorema de periodicidad de Bott, el cuél plantea que K, (A) =
Kp42(A) para toda édlgebra C* A.

“Este trabajo es parte de la tesis de maestria de la autora realizada en
el Departamento de Matematicas del CINVESTAV.
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Dos de los ejemplos més importantes de dlgebras de operadores son
el dlgebra de Cuntz y el algebra de Toeplitz. En este trabajo se calculan
los grupos de K-teoria para estas algebras.

Sea H un espacio de Hilbert, denotemos por B(H) al espacio de
operadores lineales y acotados de H. Supongamos que H es separable
con base {e,}°°; y sea S € B(H) definido por S(ey) = en41. El dlgebra
de Toeplitz T es el algebra C'* generada por S. Para calcular los grupos
de K-teoria de 7, se demuestra que el ideal de operadores compactos
K estd contenido en 7 y que la imagen de S en el dlgebra de Calkin
Q(H) := T/K, denotada por w(S), es un elemento normal en Q(H).
Siendo 7(S) un generador normal para Q(H) tenemos que Q(H) =
C(o(n(S))), donde o(m(s)) es el espectro de 7(S5).

Lo anterior da origen a la sucesién exacta corta

0 K¢ T C(o(n(S))) —=0,

la cudl induce una sucesién exacta larga que nos permite conocer los
grupos de K-teoria del dlgebra de Toeplitz 7 si se conocen previamente
los grupos de K-teoria de K y C(o(7(5))).

En [6] Joachim Cuntz describe el dlgebra C* universal generada por
un conjunto de isometrias {S;}} ; con la propiedad > 5;S} = Isin € N
0> i<, SiSF < I conreNsin=oo. Esta dlgebra se llama dlgebra de
Cuntz y se denota por O,. En [5] se estudia la relacién de equivalencia
de Murray-von Neumann en las dlgebras de Cuntz. Y se demuestra que
el orden de [I]p, que es la clase de la identidad del dlgebra de Cuntz O,
en el grupo Ko(O,,), es n— 1. Posteriormente, en [4] se demuestra que el
grupo de elementos unitarios de O,, es conexo y utilizando el Teorema
de Periodicidad de Bott se demuestra que K;(O,) = {0}.

En los articulos de Cuntz, los grupos de K-teoria se describen en
base a las propiedades de las &lgebras simples. En el presente trabajo
primero se da una descripcion de los grupos de K-teoria para cualquier
algebra C'* y posteriormente se trabaja con las propiedades bésicas de
las élgebras de Cuntz para el célculo del grupo Ko(O,,). La idea bésica
de la demostracién de que Ky(O,,) es isomorfo a Z, 1 es acotar el orden
de Ko(O,,) por n—1y después demostrar que todo elemento de Ky(O,,)
es de la forma k[1]p, donde [1]g es la clase de la identidad en el grupo
Ky(O,) y k es un entero, ademas el orden de [1]y es exactamente n — 1.

En este trabajo se utilizan herramientas y propiedades basicas del
algebra de Toeplitz y del dlgebra de Cuntz para calcular sus grupos de
K-teorfa.
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2. Preliminares

Es posible asociar a cada semigrupo abeliano un grupo abeliano tal
como se obtienen los enteros de los nimeros naturales. En [1], seccién
8.1, puede encontrar una descripcién detallada de la construccién de
este grupo, llamado el grupo de Grothendieck.

Sea (S,+) un semigrupo abeliano. Definimos la relacién de equi-
valencia ~ en S x S por (x1,y1) ~ (x2,y2) si existe z € S tal que
r1+Y2 +2=y1 +x9+ 2.

Denotamos por G(S) al cociente S x S/ ~ y por [z,y] a la clase de
equivalencia de (z,y). La operacién

[z1,y1] + [72, 2] = [21 + 72,91 + v

estd bien definida e implica que (G(5), +) es un grupo abeliano. Observe
que —[z,y] = [y, z] y que [z,z] = 0 para todo z,y € S.

El grupo G(S) se llama el grupo de Grothendieck de S.

Sea y € S fijo, definamos la funcién

vs: 8 = G(S), z— [r+y,yl

Esta funcién es aditiva e independiente de la eleccién de y. La funcién
~vs se llama la funcion de Grothendieck.

El semigrupo (S, +) se dice que tiene la propiedad de cancelacion si,
dados x,y,z € S con z + z = y + z, se sigue que x = y.

Proposicion 2.1.1 El grupo de Grothendieck tiene las siguientes pro-
piedades.

(i) Propiedad universal. Si H es un grupo abeliano y si ¢ : S — H

es una funcion aditiva, entonces existe un unico homomorfismo
de grupos v : G(S) — H que hace al diagrama

§—F
WSl )%

G(s

H

conmutativo.
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(ii) Funtorialidad. Para cada funcion aditiva ¢ : S — T entre semi-
grupos S y T existe un homomorfismo de grupos G(¢) : G(S) —
G(T) que hace al diagrama

§—"—1
S
G(S) WQ(T)

conmutativo.
(iii) G(5) =A{vrs(@) —vs(y) : v,y € S}

(iv) Sean x,y € S. Entonces vs(x) = vs(y) si y solo siz+z=1y+ z
para algun z € S.

(v) La funcion de Grothendieck vs : S — G(S) es inyectiva si y sdlo si
S tiene la propiedad de cancelacion.

(vi) Sea (H,+) un grupo abeliano, y sea S un subconjunto no vacio
de H. Si S es cerrado bajo la suma, entonces (S,+) es un semi-
grupo abeliano con la propiedad de cancelacion. El grupo G(S) es
isomorfo al subgrupo Hy generado por S y Hy = {x—y:xz,y € S}.

2.2. K-teoria en algebras C*

Los resultados de esta seccién se encuentran en [2] y en [9].

Sea A un algebra C*, una proyecciéon E € A es un elemento autoad-
junto, £ = E*, e idempotente, E = E2. Se denota por P(A) al conjunto
de proyecciones de A. Sean E, F € P(A), se dice que E es Murray-von
Neumann equivalente a F, se escribe E ~ F, si existe V € A tal que
E=V*V y F =VV* No es dificil demostrar que la equivalencia de
Murray-von Neumann es una relacién de equivalencia.

Para cadan € N, sea M,,(A) el dlgebra de matrices nxn con entradas
en A. El algebra M, (A) es un algebra C* con la norma ||(4;;)| =
sup|[¢'(Aij)||; donde

@'+ Mp(A) B(H™)
(Aij) —— (p(4i5))

y (o, H), ¢ : A — B(H), es la representacién universal' de A.

Véase [10], pagina 94.
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Sea Pp(A) := P(M,(A)). Para
Poo(A) = | Pul(A),
n=1

se define la relacién de equivalencia ~q de la siguiente manera. Sean
E € Py(A) y F € Pn(A), E ~g F si existe V € M, ,,(A) tal que
E =V*V yF = VV* Aqui M, ,(A) es la x-algebra de matrices
n xm con entradas en A. Claramente la relacién ~ restringida a P,,(\A)
coincide con la equivalencia de Murray-von Neumann.

Definamos una operacion binaria en Py (A) de la siguiente manera,

@ : Poo(A) X Po(A) Poo(A) ,
(BE,F)—FE&®F

E 0
por-(£0).

De la definicién de & se deduce facilmente la siguiente proposicion.

donde

Proposicién 2.2.1 Sean A un dlgebra C* y E,F,G,E', F' € Py (A),
entonces

i) E ~¢ E® 0, donde 0, es la identidad aditiva de M, (A).
iil) Si E~yE' yF ~¢F entonces EGF ~yE' @ F'.
iii) FQF ~y) FOE.

iv) Si E,F € P,(A) son tales que EF = 0, entonces E+ F € P,(A) y
E+F~yE®F.

V) (E@F)aG=E® (Fadq).

Para cualquier dlgebra C* A se tiene que Poo(A)/ ~p es un semigrupo
abeliano.
Sea

(1) D(A) = Poc(A)/ ~o -

Denotemos por [E]p € D(A) a la clase de equivalencia que contiene a
E € Pxo(A). Definimos la operacién suma sobre D(A) como sigue,

[E]p + [Flp = [E @ F]p.
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Por la Proposicién 2.2.1, la operacién “+” estd bien definiday (D(A), +)
es un semigrupo abeliano.
El grupo K((.A) se define como el grupo de Grothendieck de D(A),

Ko(A) := G(D(A)).
Sea [-]o : Poo(A) — Ko(A) la funcién definida por
(2) [Elo =([E]p) € Ko(A), E € Pos(A),

donde 7y := yp(4) : D(A) — Ko(A) es la funcién de Grothendieck.
Sea A un algebra C* con identidad. Entonces

Ko(A) = {[Elo = [Flo: E, F € Poo(A)}

(3) = {[E]o — [Flo : E,F € P,(A),n € N}.

Sea X un espacio topoldgico, decimos que dos puntos a,b € X
son homotdpicos en X, a ~p b en X, si existe una funcién continua
v :[0,1] — X tal que v(0) = a y v(1) = b. La relacién ~j, se llama
equivalencia homotépica.

Proposicién 2.2.2 El grupo Ko(A) tiene las siguientes propiedades.
(i) [E @ Flo = [Elo + [Flo para todas las proyecciones E, F en Pu.

(i) [04]o =0, donde 04 es la proyeccion cero en A.

(iii) Si E, F estin en Pp(A) para alginn y E ~p, F en P, (A), entonces
[Elo = [Flo-

(iv) Si E,F son proyecciones mutuamente ortogonales en Pp(A), en-
tonces [E + Flo = [Elo + [Flo-

Sean A y B algebras C* con identidad, y sea ¢ : A — B un *-homo-
morfismo. El homomorfismo ¢ se puede extender a un *-homomorfismo
¢ : My (A) — M, (B), para cada n, de la siguiente manera:

(4) ‘P(Aij)?,jzl = (@(Aij))Zj:I'

Puesto que la imagen de una proyeccién bajo un *-homomorfismo es una
proyeccion, ¢(Pso(A)) C Poo(B). Luego, se define ko(p) : Ko(A) —
Ko(B) como ko(¢)[Elo = [¢(E)]o para E € Pso(A). De la Eenacion (3),
ko(p) estd bien definido para todo g € Ko(A).
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El funtor Ky es un funtor covariante de la categoria de algebras
C*, donde los morfismos son los *x-homomorfismos, a la categoria de
grupos abelianos con los homomorfismos de grupos. En categorias, es
comtun denotar por ¢, al morfismo inducido por un funtor covariante.
La raz6n de que nosotros denotemos por k() al morfismo inducido por
Ky es que en algebras C* existe una involucién denotada por *. Algunos
autores denotan a k() por Ko(p). Hemos decidido usar la letra k para
hacer notar la diferencia entre el objeto y el morfismo.

Sea A un algebra C* y X un espacio topolégico Hausdorff, local-
mente compacto. Sea Cp(X, A) el conjunto

() {feC(X A
Ve >0, 3K C X compacto con ||f(z)|| <eVz e X\K}.

El n-ésimo grupo de K-teoria de un algebra C* A se define como
Kn(A) := Ko(5"A),
donde S A es la suspencién de A:
SA:={feC(T,A)[f(1) =0} = Co((0,1), A)

y S"A = S(S"1A).

Existe otra forma de calcular el grupo Ki(A) de un algebra C* A.
Sea A un algebra C* con identidad 1. Denotamos al grupo de elementos
unitarios de A por U(A). Sea Uy(.A) el conjunto de todos los u € U(A)
tal que u ~p, 1 en U(A). Es facil demostrar que

i) Para cada elemento autoadjunto h € A, exp(ih) € Uy(A).
ii) Siu es un elemento unitario en A con o(u) # T, entonces u € Uy(A).

Si u,v € Up(A), entonces existen trayectorias t — wug, s — vs que
unen u y v con la identidad respectivamente. La trayectoria producto
t — wv; une wv con la identidad. Ademds, la trayectoria ¢ — wu; L es
continua y une u~! con la identidad. Asi Uy(A) es un subgrupo de U(A).

Si A y B son dos dlgebras C* con identidad y ¢ : A — B es un

x-homomorfismo sobreyectivo. Entonces

iii) o(Uo(A)) = Up(B).
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Sea A un algebra C* con identidad. Para cada n € N, denotemos
por Uy, (A) al conjunto de elementos unitarios del algebra M, (A), esto
es

Sea Uso (A) = U, Un(A).

Definamos la operacién @ en U (A) de la siguiente manera

0
uPv= (g ; > € Uptm(A),

con u € Up(A) y v € Up(A). Claramente @ es asociativa, es decir
(udv)Dw=ud (v w) para cualesquiera u, v, w € Ux(A).

Denotaremos por 1, a la identidad en M,(A) y u ® 1p = u para
cualquier u € Uso(A).

Ahora definamos la relacién ~; como sigue. Para u € U, (A) y v €
U (A), se escribe u ~q v si existe un nimero natural k& > max{n, m}
tal que u @ 1g_p ~p 0 D 1y, en Ui (A).

Es claro que ~; es una relacién de equivalencia en Uy (A). Ademés

i) u~1 ud 1, para todo u € Uss(A) y n € N,

ii) si u,v € U,(A) para algin n, entonces uv ~1 vu ~1 u ® v,

iii) u ® v ~1 v ® u para cualesquiera u,v € Uy (A),

iv) siu,u,v,v" € Uso(A) conu ~1 v y v ~1 v, entonces udv ~1 '@’
Para cada dlgebra C* A se define

(7) Ki(A) = Us(A)/ ~1,

Si A denota la unitalizacién? del dlgebra A es ficil demostrar que
K1 (A) = K1(A). Si A es un algebra C* sin identidad, el grupo Ki(A)
se define como K1 (A).

Denotemos por [u]; a la clase de equivalencia de u € Uy, (A). Defi-

nimos la operacién + en K;(A) por
[u]1 + [’U]l = [u % U]l,

donde u,v € Uso(A).

La operacién + estd bien definida, es asociativa, conmutativa y tiene
como elemento neutro a [1];. El grupo (K1(A),+) es un grupo abeliano
donde —[u]; = [u*]; para cada u € Uso(A).

*Véase [11], seccién 15.1
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Lema 2.2.3 Sean A un dlgebra C*, G un grupo abeliano y v una fun-
cion de Uso(A) en G con las siguientes propiedades

1. v(u®v) =v(u) +rv(v),
2. v(l) =0,
3. siu,v € Up(A) con u~p, v en U, (A) entonces v(u) = v(v).

Entonces eziste un dnico homomorfismo de grupos o : Ki(A) — G
que hace al siguiente diagrama conmutativo.

Uso(A)
[-hl 4
Ki(A) —G

«

Sean A y B dos algebras C* con identidad, y sea ¢ : A — B
un *-homomorfismo unitario (p(14) = 1p). Entonces ¢ induce un *-
homomorfismo unitario ¢ : M,(A) — M,(B) para cada n € N. Con
esto, obtenemos una funcién ¢ : Uy, (A) — Uso(B) v definimos

V:ilUsx(A) — Kq(B)

por v(u) = [p(u)]; para cada u € Ux(A). Es inmediato ver que existe
un homomorfismo de grupos k1(¢) : K1(A) — Ki(B) tal que

(8) k() ([ul1) = [p(w)h, U € Uso(A).

Podemos resumir las propiedades de la K-teoria para algebras C*
como sigue

1. Continuidad: para cada sucesién inductiva de algebras C*

A1i>,42£>~-

con limite inductivo (A, {un}), existe un isomorfismo entre Ko(.A)
y GG, donde G es el limite inductivo de

Ko(Ay) L(%) Ky(A2) L(W) e

2. Funtorialidad Covariante: un *-homomorfismo ¢ : A — B induce
un homomorfismo de grupos k,(p) : K,(A) — K, (B).
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3. Invariancia homotopica: Si ¢ es una equivalencia homotodpica, en-

tonces cada k() es un isomorfismo.

. Periodicidad de Bott: para cada n, se tiene un isomorfismo natural

Kn2(X) = Kn(X).

. Excision: cualquier sucesién exacta corta

(9) 0 T eq-tn 0

da origen a la sucesién exacta ciclica.

(10) Ko(Z) — Ko(A) — Ko(B) .

i |

KY(B)<— Ki(A) <— Ki(T)

La funcién ¢; : K1(B) — Ko(Z) se llama la funcién de indice.
Esta funcién se construye de la siguiente manera. Sea

K
0—>A—>4_——C—>0,
donde ¢ es la funcién inclusién, 7(a,) = a y Ma) = (0, ). Sea
s=Aom: A— A Paracada x € A se tiene que s(z) =
C — D es un *x-homomorfismo entre algebras C* y ¢ :

su extensién unitaria, entonces ¢(x,\) = (¢(x), A) y

s(¢(a)) = s(a), VaeC.

Qrp
| =
(W)

Si tenemos la sucesion exacta (9) entonces
Vo @(z) = s(z) = s(@(x)), Va € 1.

Luego a € A estd en la imagen de @ si y sélo si 9(a) = s(¢(a)).

Lema 2.2.4 Consideremos la sucesion exacta corta (9) y seau €

U, (B), entonces existen v € Uap(A) y p € Pan(I) tales que
w0 o (10N . . (1,0

los elementos v y p son unicos en el sentido que, si w € Ugn(fl),
q € Pan(I) satisfacen las mismas condiciones que v y p entonces

s(q) = s(p) yp~ q en Pan(I).
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La funcién v : Uso (B) — Ko(Z) definida por v(u) = [plo— [s(p)]o,
donde p es como en el Lema 2.2.4, esta bien definida y satisface las
condiciones del Lema 2.2.3. Asi existe un homomorfismo de grupos
01 : K1(B) — Ko(Z) que hace al siguiente diagrama conmutativo

Uso(B)

]

K1(B) —— Ko(Z)

1

La K-teoria C* algebraica tiene la propiedad adicional

= Estabilidad: para cualquier n se tiene un isomorfismo natural

K (My(A)) =2 K (A).

Esta dltima propiedad, junto con la continuidad de Ky, nos permite
conocer los grupos de K-teoria del dlgebra de operadores compactos IC
sobre un espacio de Hilbert ya que K es el limite inductivo de la sucesion
de matrices con entradas complejas M, (C). De esta manera

Es sencillo demostrar que Ko(C) 2 Z y que K;(C) 0.

Sea Co(R™, A) = {f € C(R", A)|limy_o || f(2)| = 0}. Como R es
homeomorfo a (0, 1) podemos escribir la suspensién de un algebra C* A
como

SA=Cy((0,1),A) = Cp(R, A).

Cuando A = C escribiremos Cy(X) para Cy(X, C).

Si X y Y son espacios topolégicos Hausdorff, localmente compactos,
claramente Cp(X,Cp(Y)) = Co(X x Y). En consecuencia, S"(C) =
Co(R, S"1(C)) = Co(R™).

Como K,(C) := Ko(S™(C)) vy Knt1(C) = K1(S™(C)) se sigue que
Kn(C) = Ko(Co(R")) y Kn41(C) = K1(Co(R™)).

Por el Teorema de periodicidad de Bott se cumple que Ka,41(C) =
Kl((c) y K2n((c) = KO((C)a luego

Ko(C)
K(C)

Z, N par;
{0}, n impar.

11

Ko(Co(R™) = K, (C) = {



28 Blanca Estela Bravo Silverio

De igual forma,

AN 0}, n par;
Ky (Co(R)) :{ ;} n ?mpar.

Para cada n > 0, sea
™ = {(xl, L. ,wn+1) S Rn+1 : ‘1'1’2 + ...+ ‘xn—&—l‘Q = 1}

La compactificacion unipuntual de R™ es homeomorfa a T", n > 1. De
esta manera, obtenemos un isomorfismo

—_—

Co(R™) @& C = Cp(Rn) = C(T™).

En consecuencia

n\ ~ | L& L, n par;
Ko(C(T") _{ Z, n impar.
na ~ J 10}, n par;
K (C(T) _{ Z, n impar.
En particular
(13) Ko(C(T)) = Z = K1 (C(T)).

3. El algebra de Toeplitz

Sea T el circulo unitario sobre el plano complejo y p la medida de
Lebesgue normalizada sobre T, es decir u(T) = 1.

Como es usual, L*°(T) denota el espacio de Banach de funciones
complejas medibles y acotadas en T con la norma

I flloo :=min{M € R: u({z € T:|f(z)] > M}) =0}

El espacio de Hardy H?(T) es el subespacio cerrado de L?(T)

{f € LA(T) : /fond,u =0paran=—-1,-2,-3,...}

donde x,(z) = 2". El conjunto {xn(z) : n € NU{0}} forma una base
para H?(T).

Sea g € L>(T), el operador de multiplicacién M, : L*(T) — L*(T)
se define por f —— gf. Notemos que M, es un operador normal con
norma || My = [|g|co-
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Para ¢ € L°°(T), el operador de Toeplitz T, : H*(T) — H?*(T) se
define por
Ts(f) = PMy(f),

donde P es la proyeccion de L?(T) sobre H?(T).

Asi ¢(z) = z € L>°(T) define al operador de Toeplitz T’,. Observemos
que T.(Xn) = Xn+1. Esto es, T, es un operador de desplazamiento y
T, = M,. Es facil ver que T} = T3 y que si 1 denota a la funcién
constante 1 entonces T3(1) = 0.

Ademads T7 es el operador identidad en H 2('JI‘) por lo que T} €
C*(T,), donde C*(T}) es la subalgebra C* de B(H?(T)) generada por
T,.Sin > 0es claro que Tn = M = (M,)" = (1)"™. Esto implica que
T.n € C*(T),).

Sea n < 0, entonces T,n = Tzn = T}n. Es decir T,n € C*(T}) tam-
bién. Asi si p(2) = >, czanz" entonces T, = >, a,Ton € C*(1%).
Es decir si ¢ € L*(T) entonces T, € C*(T. ) Como L*®(T) C L*(T) se
sigue que el algebra C*(T) contiene a todos los operadores de Toeplitz.

Sea H un espacio de Hilbert separable, y por lo tanto isomorfo al
espacio de Hardy H?(T), y sea {e, }°; una base ortonormal para H.

Sea S el operador acotado en H dado por S(e,) = e,41 para cada
n € N. El operador S* estd dado por S*(e;) = 0y S*(en) = en—1
para n > 2. Asi S*S = I, donde I denota al operador identidad en H.
El operador S se llama el operador de desplazamiento unilateral, con
respecto a la base {e, }5°

El dlgebra de Toeplitz T se define como la subdlgebra C* de B(H)
generada por S, 7 := C*(S). Note que, dado que T, es el operador
de desplazamiento unilateral en el espacio de Hilbert H?(T), el dlgebra
C* T es isomorfa a C*(T,) mediante el isomorfismo que actia en el
generador de la siguiente forma S — T5.

Para i,j € N, sea E;; € B(H) el operador dado por E;j(x) =
(x,ei)ej, donde (-, -) es el producto interno de H. Definamos

n
Fo=> Ej.
j=1

Es obvio que F;, es la proyeccion de H en el subespacio H, generado
por {ei,...,en} vy B(Hy) = F,B(H)F, = span{E;;|1 <i,j <n}.

Como SS*(ej) = ej, para j # 1y SS*(e1) = 0, entonces

(14) Fi=Ey, =1- 85"
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donde I denota al operador identidad de B(H). Ademés
(15) Eij = Si_lFl(S*)j_l, 1,7 € N.

Por lo tanto, cada Fj; es un elemento de 7.

Sea K el ideal de B(H) formado por los operadores compactos en
H. El espacio K es la cerradura de la unién® | J°°, F,, B(H)F, y por lo
tanto K C 7.

Consideremos el algebra cociente Q(H) := B(H)/K, usualmente
llamada el dlgebra de Calkin. Sea m : B(H) — Q(H) la proyeccién
canonica.

Un operador T' € B(H) es un operador de Fredholm si 7" es invertible
en el dlgebra de Calkin Q(H). El indice de Fredholm se define sobre el
conjunto de operadores de Fredholm ®(H) de la siguiente manera:

index : ®(H) ——7Z
T +—— dim ker(7") — dim ker(7™)

La funcién index es continua?, por lo tanto si 77 y T5 son homotépicos
entonces tienen el mismo indice de Fredholm.

Dado que S*S es la identidad y F} = I — SS* € K, 7(S) es un
elemento unitario en Q(H) y como consecuencia S es un operador de
Fredholm. Ademds, ker(S) = 0 y ker(S*) = span(ey) por lo que

(16) index(7(S)) = index(S) = —1.

Sea a un elemento de un dlgebra C*, denotamos por o(a) al espectro
de a. En un algebra C* todo elemento unitario con espectro distinto
de T es homotépico a la identidad. Por lo tanto o(w(S)) = T pues
index(7(S)) = index(S) # index(I) = 0, es decir [7(5)]1 # [1]1 = 0.

Observemos que 7 /K = C*(m(S)). Por el Teorema de Gelfand®
C*(m(S)) = C(o(w(S))) = C(T). De esta manera, obtenemos la si-
guiente sucesion exacta corta

‘T o(T) 0.

(17) 0 K

3Véase [12], Lema 3.3.2 y Teorema 3.3.3.
“Véase [10], Teorema 1.4.17.
>Véase [10], Teorema 2.1.10.
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donde ¢ es la inclusion y ¢ es la composicién de 7 con la transformada
de Gelfand que identifica C*(7(S)) con C(T) y tal que manda 7(S5) a
la funcién f(z) = z de C(T). De aqui obtenemos que ¥ (S5)(z) = z para
todo z € T. Dado que la funcién index es invariante bajo homotopias,
definimos index(f) := index(V}) para todo f € U(C(T)), donde Vy € T
es tal que 9(Vy) = f. En este caso index(¢(S)) = —1.

3.1. K-teoriade 7

La sucesion exacta corta (17) induce la sucesién exacta larga

K1 () 2 k(1) 2k (o))

| lo
KO(C(T))W Ko(T) o) Ko(K)

donde §; es la funcién de indice definida en (10).
Observemos que

(S 1-88* [ 1-(1-85%) 0
"Z\lo s yp= 0 0

satisfacen las condiciones del Lema 2.2.4 para 1(S), luego d1([¢(5)]1) =
[plo — [s(p)lo = [1 = (1 = 55™)]o — [L]o = —[1 — 55"]o = —[Fi]o-

Si E'y F son dos proyecciones compactas, entonces son de dimensién
finita y es facil ver que E ~ F siy sélo si dim(E) = dim(F'). Luego

(18) a: Ko(K) Z
[E]o — [F]o—— dim(E) — dim(F)

es un isomorfismo. Por lo tanto a(—[F;]) = —1.

Por la Ecuacién (13), tenemos que Ko(C(T)) = Z = K;(C(T)).
Usando la ecuacién (12) identificamos K7 (K) con {0}. Asi obtenemos
la sucesion exacta
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Del hecho que 1 ([10(S)]1) = —1 se sigue que 91 es sobreyectivo, y como
index : K;(C*(T)) — Z es un isomorfismo con index(y)(5)) = —1 se
sigue que d1 es inyectivo y por lo tanto es un isomorfismo.

Asi, el homomorfismo k() es 1 a 1y como Im(k1(¢))) = ker(d;) =0

entonces
Ki(T) = {0}.

Por otra parte, como ker(ko(t)) = Im(d1) = Z entonces ko(¢) = 0.
Ademas ker(ko(¢)) = Imko(c) = 0, concluimos que k(7)) es 1-1 y por
tanto un isomorfismo. Esto es

Ko(T) = Z.
Hemos demostrado el siguiente Teorema

Teorema 3.1.1 Los grupos de K-teoria Ko(7T) y K1(7) para el dlgebra
de Toeplitz son Z y {0}, respectivamente.

4. El grupo Kj del algebra de Cuntz O,

Sea H un espacio de Hilbert. Una isometria en H es un operador
S en B(H) tal que S*S = 1. Sean € Ny sea {S;}"; una familia de
isometrias en H tal que Y ;" S;S = I. El algebra C* generada por
{Si}ie, y denotada por C*({S;}i 1), es universal en el sentido que, si

{S;}7_, es otro conjunto de isometrias que satisface Y1, S;SF = 1,
entonces
(19) C*({Sitiy) = C ({8 i),

Para la demostracién de este hecho vea [6], Teorema 1.12.
Denotaremos por O,, al dlgebra generada por n isometrias {S;}7" ,

tales que > | S;S; = I. El dlgebra O, se llama el dlgebra de Cuntz.
Notemos que Z?:L#j SiSFS;=0.S8iz € Hyy= S;z, entonces

:< En: S;SiS;z, y> = i: (5i5; Sjr, y)

i=Li#] i=Li#]
n n
= > (SrSx, Sfy) = (57 Sz, S7S;x)
i=1i#] i=Li#]

n

= > lIsisl®.

i=1,i#]
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Lo anterior implica que

En [4] Joachin Cuntz calcula la K-teorfa de las algebras O, de-
mostrando primero una serie de resultados en K-teoria para algebras
simples. Demuestra que el grupo unitario de O,, es conexo y, usando el
Teorema de periodicidad de Bott en K-teorfa, demuestra que K;(O,,)
es trivial.

En el presente seccién se utilizaron las propiedades de O, como
algebra C* de operadores, para calcular el grupo Ky(O,,). Para ello se
tomaron conceptos de [9] para los célculos iniciales y se complementé con
los resultados previos de [4] y [6].

4.1. El orden de Ky(O,)

Si A es un dlgebra C*, s € A es una isometria si s*s = 14, donde
14 es el elemento identidad de A. El siguiente resultado es valido para
cualquier algebra C*.

Proposiciéon 4.1.1 Sea A un dlgebra C* y s una isometria en A. La
funcion
por A A

a—— sas”

es un endomorfismo de A, es decir un *-homomorfismo de A en si mis-
mo. Ademds ko(p) = Id, donde Id es el homomorfismo identidad de
K()(.A) en K()(A)

Demostracion: Es claro que p es un endomorfismo de A. Por otra
parte, para m € N fijo, se define

fn * Moy (A) M, (A)

a = (aij) —— (p(aij))-

Sea
s 0 - 0
0 s - 0
Sm = .
0 O s

Notemos que pi,(a) = spash, v que p, es un endomorfismo de M, (A).
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Extendemos p a Poo(A) de la siguiente manera. Para p € Py (A)
existe m € N tal que p € P,,,(A). Definimos u(p) := pnm(p).

Claramente p(p) € P, (A) pues fi, es un x-homomorfismo. Sea r =
Smp, entonces

rir = p*sy, smp =Dp'p =D,
T = Smpp” S5, = SmPsy, = W(p).

Esto es p ~o p(p), por lo tanto [plo = [p(p)]o. Como ko(u1)[plo = [1(p)lo,
concluimos que ko(u)[plo = [plo para cada p € Poo(A).

Como Ko(A) = {[plo — [¢lo : P, q € Psc(A)},

ko(p)(g) =g

para todo g € Ky(A). 0

Proposicion 4.1.2 Sea A : O, — O, dado por
Ax) = S;zS;.
j=1

Entonces A\ es un endomorfismo de O, y ko(X)(g) = ng para todo g €

Demostracion: Para cada j € {1,2...,n}, la funcién

7R On, On
x> S;xS7
es un endomorfismo, por la Proposiciéon 4.1.1. Luego A = Z?Zl i es

también un endomorfismo.
La Ecuacién (20) implica que, para i # j,

pi(x)pi(z) = ij(S;Si):z:S;‘ =0

para todo x € O,.

Extendamos A y pj, 7 € {1,2,...,n}, a Poo(Oy,). Para cada E €
Poo(On), {1 (E), u2(E), ..., un(E)} es un conjunto de proyecciones or-
togonales a pares. Asi, por la Proposicién 2.2.2 (iv) se tiene

n

S (B =D (B
j=1

o J=1
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Luego
Elo) = ko(u)[Elo
j=1

Finalmente, por la Proposicion 4.1.1, se tiene que
Ko()\)[E]o = n[E]O O

Si U € O, es unitario entonces el conjunto {I; = US; : i =
1,2,...,n} satisface

» T, = SFUUS; = SfS; =1
LTI = YL USSIUT = U (Y0, SiS) U = UU™ = 1.
Por (19), existe un homomorfismo ¢y : O, — O,, tal que
ou(Si) = US;.

En la siguiente proposicion se demuestra que todos los homomorfis-
mos ¢ de O,, con ¥(I) = I satisfacen la propiedad anterior.

Proposicion 4.1.3 Sea ¢ : O, — O, un x-homomorfismo que pre-
serva la identidad, entonces existe U € U(Oy,) tal que ¥ (S;) = US; para
cadai=1,2,....n

Demostracion: Definase

(21) U=> 4(Si)8;.

Asi

<Z¢ ) sts* Zzzp ) S5 Sv(S])
> ow(s;

=1

=

.

De igual forma se demuestra que U*U = I. Notemos que, usando la
Ecuacion (20), para cada j € {1,2,...,n}

US; = <Z¢ S*)S _Zw Si)S;S; = 18;8;S; = ¥(S;). O
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Lema 4.1.4 Sea ) : O, — O,, dado por
Az) = Z S;rS;.
j=1

Entonces \ es un endomorfismo de Oy y ko(\)(g) = g para todo g €
Ko(O,).

Demostracion: De las Proposiciones 4.1.2 y 4.1.3 se sigue que A es un
endomorfismo y que A\ = ¢,, donde U estd dado por la Ecuacién (21).
En este caso,

U = zn: SiA(SF) = zn:Si(SiS?Sé‘)
i=1

i=1
- i(SiSiSZ‘)SS‘ = iA(Si)SZ.* —U
=1 i—1

Es decir, U ademads de unitario es autoadjunto. Usando Calculo funcio-
nal continuo®, el espectro o(U) estd contenido en {—1,1}. La funcién
In(z) = In(|z]) + iarg(z), donde 7/2 < arg(z) < 57/2, es continua en
o(U) y el elemento H := —iln(U) € O,, esta bien definido y es normal,
por lo tanto o(H) = o{—iln(2)|z € o(U)} C [r/2,57/2) C R. Es decir,
H es autoadjunto. Ademds exp(iH) = U, asi t — U; := exp(tiH) es una
trayectoria de elementos unitarios que une la identidad con U en O,.
Entonces U € Uy(Oy,), la componente conexa de la identidad en U(O,,).

Cada t € [0, 1] define el endomorfismo ¢, de O,. Entonces t — ¢,
es una trayectoria continua que une A con la identidad en O,.

De esta forma, ko(\) = ko(id) = id. Es decir ko(\)(g) = g, para todo
g € Ko(on) O

El siguiente resultado nos dice que K(O,,) es un grupo abeliano de,
a lo mas, orden n — 1.

Teorema 4.1.5 Sean € N fijo. Si g € Ko(O,,), entonces (n —1)g = 0.
En particular Ko(Oz) = 0.

Demostracion: Por la Proposicién 4.1.2 y el Lema 4.1.4 se sigue que
ng = g para todo g € Ky(O,,). Por lo tanto (n — 1)g = 0. O
Consideremos el dlgebra O,,4+1 generada por las isometrias

{V,Va...,Voga}

5Véase Zhu, seccién 10.3
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y su subélgebra A := C*(V1, Vs, ..., V,). Sea J el minimo ideal bilateral
cerrado de A que contiene a la proyeccién V, 1 V5 =1 — >0 ViVi*
El ideal 7 es isomorfo al ideal K de operadores compactos en un espacio
de Hilbert”.

Sea m : A — A/J la proyeccién canénica y sea S; = 7w(V;),
i=1,2,...,n. Asi, cada S; es una isometria en C*(V1,Va,...,V,,)/ T y
ademas

D S8 = (Vo Vi) + ) SiSr = (I > sz-s;) +Y8:SF=1.
=1 i=1 i=1 i=1

Asi A/J es isomorfo a O,, y podemos escribir 7 : A — O, con
m(V;) = S; paracadai=1,2...,n.
Para cada k € {1,2,...,n+ 1}, sea
Akt Onyt

k
z Zizl VZZUVZ*

On+1

Sea B C Op41 la minima élgebra C* que contiene a A y tal que
)\n+l(~A) Cc B.

Proposiciéon 4.1.6 Consideremos el x-homomorfismo restringido
Ayl A— B.
Entonces ko(An+1)[Elo = [Elo, F € A C B, donde
ko(An+1) : Ko(A) — Ko(B).

Demostracion: Enla demostracién del Lema 4.1.4 se demostrd que U =
Z?:Jrll Vidn+1(V;*) es un elemento autoadjunto de Uy(Oy41). Ademds
t — ¢y, es una trayectoria de *-homomorfismos unitarios de O,,+1 que
unen A, con la identidad en Opyq, y t — Up = exp(itH) es una
trayectoria de elementos unitarios tal que Uy = I y U; = U, donde
H = —iIn(U) es autoadjunto.

Por otra parte VA, +1(V;*) estd en B para 1 <1i < n. Como

VariVig =1 =) ViVi*
i=1

"Véase [6], Proposicién 3.1
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entonces

Vartdns1 (V1) = Vot (Vi Vi )Virpr = V(1= ViV Vi

n n
= A1 (1= D ViV = (1= D VW)
i=1 i=1

es un elemento de B también. Entonces H € B y por lo tanto, cada

U, € B. Asi ¢y, |4 es una trayectoria de *-homomorfismos de A en B.
Puesto que Ky es un functor invariante bajo homotopias, se sigue

que k()()\n—l—l)[E]O = [E]o para todo F € A C B. O
Sea

a:B B

Entonces, si x € B, A\pt+1() = A (z) + a(x). Como

(Q_ViaVi)a(z) = al@)(Y_ Vi) = 0

i=1 i=1
se sigue que

ko(An+1)([Elo) = nt1(E)]o
(22) = [An(E)]o + ko(a)[E]o

= n[E]o + ko(a)([E]o)-

Usando la Proposicién 4.1.6 se sigue que
(23)  [Elo = n[E]o + ko(a)([E]o) en Ko(B), para todo E € P(A).

Sea J' el ideal bilateral cerrado de B generado por Vg1 AV - El
ideal J' contiene al ideal J y A € J' pues si A € A\j con Aec J
entonces A = 0 ya que V;,41V;V,5; = 0 para i € {1,...,n}. Luego J’
es un ideal propio de B y

B/J =2 AT = O,.

Sea j : A — B la funcién de inclusién, entonces el siguiente diagrama
conmutativo

T

|

j/CHBHO
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induce el diagrama conmutativo en K-teoria

(25) Ko(7) 2% ko (4) 22 iy (0,,)

|y

Ko(j)HKo (B) *>K0

Lema 4.1.7 Para cada g € Ko(O,,) existe k € Z tal que g = k[I]o. Es
decir Ko(Oy) = Z[I]o.

Demostracion: Del diagrama (25) se sigue que ko(m) = ko(7')ko(j).
Notemos que si ko(7)([E]o) # 0 entonces ko(7)[F]o # 0. Luego, de la
Ecuacion (23) se tiene que

ko(7)([Elo) = nko(5)[E]o + ko(e)ko(5)([Elo) # nko(5)([E]o)-

Por lo tanto [E]o # n|[E]o en Ko(A). Es decir si ko(7)([E]o) # 0 entonces
[E]o # n[E]p. Por otra parte

ko(3)[]o = nko(5)([L]o) + ko(a)ko(5)([T]o)
= nko(j[{]o) + ko(5)[Sn+1Sn41l0
= ko(j)(n[I]o + [Sn+1Sn+1)0)-

Luego
(26) nll]o = o = [Sn+15541o-

Puesto que S, 115, genera a J se sigue que r = [S,115; 1]o genera
a ko(t)(Ko(J)), es decir ker ko(mw) = Zr. Luego para cada g € Koy(A)
existe k € Z tal que (n — 1)g = kr. Por la Ecuacién (26) se tiene

n(g + k[1]o) = g+ kr + k[1]o — kr = p + E[1]o.
Entonces, necesariamente
ko(m)(g) = —kko(m)([1]o) = —k[1]o en Ko(On). O

Por el Lema anterior, para cada proyeccion E € O, existe k €
{0,1,...,n — 2} tal que E ~ Zf:o S;S7 y esto implica que dim(E) =
dim(Zfzo S;S¥). Notemos que si k # 0 entonces dim(Zf:0 SiS¥) = o0

En consecuencia,

(27) [E]o = 0 para toda proyeccién finita E € O,.
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Para obtener el grupo Ky(O,,) consideremos ahora Vi, Va,... una
sucesion de isometrias en un espacio de Hilbert tales que

Svve <
i=1

Sea
O = C*(V1, V2, ...).

Sea n € N fijo. Denotemos por J al minimo ideal bilateral cerrado con-
tenido en C*(V1, Va, ..., Vi) que contiene a la proyeccién I —> "1 | V;V;*.
El ideal J es isomorfo a K, el ideal de operadores compactos sobre un
espacio de Hilbert de dimensién infinita(véase [6], Proposicién 3.1).

Sea m : C*(V1,Va,..., Vo) — C*(V1,Va,...,V,,)/T la proyeccién
canénica. Sea S; = w(V;). Es fécil ver que S; es una isometria para todo

t1=1,...,ny que
n
> 8i8; =1
i=1

Identificamos C*(Vi1, Va, ..., V,,)/J con O,. De esta manera, pode-
mos escribir 7 : C*(V1, Va,..., V) — O,, con w(V;) = S; para cada
1=1,2...,n.

Teorema 4.1.8 Sean r,s € Z, entonces r[I]g = s[I]o en Ko(O,) si y
solo si r = s modulo n — 1, donde I denota la identidad en O,

Demostracién: Sir = s médulo n — 1 entonces r = r'(n — 1)+t y
s=s'(n—1)+t donde ', s, t € Z. Luego, por el Teorema 4.1.5, se sigue
que r'(n —1)[I]o = §'(n — 1)[I]op = 0. Por lo tanto

rlIlo =1'(n = 1)[I]o + t[I]o = t[I]o = s'(n — 1)[I]o + t[I]o = s[I]o.

Reciprocamente, supongamos que r[I]o = s[I]p en Ko(O,). Por lo
anterior, podemos suponer que 1 <r,s <n — 1.
Consideremos las isometrias {V1, Va, ...} descritas anteriormente y

Sea k € {1,2,...,n} fijo, y como antes \; : O,, — O,, dada por

k
=1
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Siendo {S;xS;} un conjunto de proyecciones mutuamente ortogonales,
la Proposicién 2.2.2 (iv) y la Proposicién 4.1.1 implican que

ko(Ak)([2]o) = [Ae(@)]o = K[z]o.
Si tomamos z = [ se tiene
= ko(Ar)([L]o) = [Ar(D)]o = r{I]o,
= ko(As)([Tlo) = [As(D)]o = s[I]o.
como r[I]g = s[I]o se sigue que [A-(I)]o = [As({)]o, es decir existe una
isometria parcial U € O, tal que
Uu=M\I)= zT:SiSf,
i=1
uvu* = X\(I) = zs:SiS;-“.
i=1

Sea U € C*(V1, Va, ..., V,) tal que W(U) = U. Para cada k € N se define

k
By =) ViV
i=1
Notemos que

n(U*U) =U*U = Z S;SF = zr:n(viv;) = (Z vv> =7(E,).

=1 =1 i=1

Luego U*U = E,+k para algin ky € J. Analogamente UU* = Es+ks
para algin kg € J.

Observemos que w(UE,) = U, entonces podemos escribir k; =
E.kE,.. El espectro de U*U, J(ﬁ*U), contiene al cero. Esto es por-
que U*U es no invertible.

El cero es un punto aislado de U(U *U). En efecto, si

{\} € o(U*U)\{0,1} con A, — 0,

entonces U*U — A, I es no invertible en C*(V4, ..., V,,). Para esto existen
dos posibilidades:
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Caso 1 : U*U — \,I no es inyectivo. Entonces existe h € H — {0} tal
que

0= (UU - \I)h
= (B, — E;k1E. — MDA

Aplicando FE, se tiene que (E ki1 E, — (1 — A\,))Erh = 0 es decir
(1 — Ap) es un elemento del espectro del compacto E, k1 E,.

Caso 2 : UA*UA — And no es suprayectivo. Entonces existe h € H tal que
h ¢ (U*U — A\, I)H. Notemos que

(U*U — M) = (Eyp — Epky By — M)
= (B k1Ep + (I — Ey) — (1= M)

luego si U*U—M, I 1o es suprayectivo entonces (E,.ki1 E,+([—E,)—
(1 =Xy)I)g # h para todo g € H. Si (E k1B, — (1= A)I)f =h
para algin f € H entonces (E, k1E,+ (I —E,)—(1=X,)I)f'=h
para f' = E.(f) + (I — E;)h/\,. Esto es (E k1 E, — (1 — A\,)I)
tampoco es suprayectivo. Por lo tanto (1 — \,) es un elemento del
espectro del operador compacto E.kiFE,.

Es decir {1 — \,} C o(E,KE;) converge a 1, pero el inico punto de
acumulacién posible del espectro de un operador compacto es el cero.

Por lo tanto, cero es un punto aislado de a(ﬁ*f] ). De igual forma, usando
E; se puede demostrar que cero también es un punto aislado del espectro
de o(UU).

Sea f continua y positiva en el espectro de U*U tal que f(0)=0
y f(z) = 272 si 2 # 0. Definamos U = U f(U*U), donde f(U*U)
estd dado por el cdlculo funcional. Si g(z) =1 — xo(z) con xo(z) la fun-

cién caracterfstica de {0}, entonces g es continua en o(U*U) y g(U*U)
es una proyeccion. Asi

U*U = f(UU)*U*U f(U*U)
= AU UrU
= g(U*U)
=1—x0(U*D)
=E, — (B, — 1) — xo(U*D)
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Notemos que xo(z) =1 —zen o(};_; SiS;), luego

(D ViV —xo(U0) = > SiS; —xo(d_ 8iSY)
=1

i=r+1 i=r+41
n T
= >SS -1+ S8 =0.
i=r+1 i=1

Es decir, 332 . ViV — xo(U*U) € J.
Como U*U = U*U f2(U*U) = f2(U*U)U*U entonces
E.UU =U*UE, = U*U.
Sea P := -3 2, ViV — xo(U*U)), entonces
(28) P} =(U*U - E,)? = —(U*U — E,) = P,.

Por lo tanto, P; es una proyeccién compacta y en consecuencia de di-
mensién finita. Ademas

(29) U*U = E, — P,.

Analogamente se puede demostrar que existe una proyeccién de dimen-
sién finita P, € J tal que

(30) UU* = E; — P.

Luego r[I]p+ [P2]o = s[I]o + [P1]o en K¢(Os). Por la Ecuacién (27)
tenemos que [Pi]o = [P2]o = 0, luego r[I]o = s[{]p y por lo tanto r = s.
g

En resumen. El orden de [1]p es n — 1 y sabemos que el orden de
cada g € Ko(Oy,) es a lo mas n — 1, ademés por el Lema 4.1.7 también
se sabe que cada g € O,, es miltiplo de [I]p. Por lo tanto concluimos
que el orden del grupo Ky(O,,) es n — 1. Finalmente:

Teorema 4.1.9 FEl grupo Ko(O,,) es isomorfo a Zy_;.
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