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Algunas álgebras C∗ y su K-teoŕıa *

Blanca Estela Bravo Silverio

Resumen

La idea básica de la K-teoŕıa para álgebras C∗ es asociar a cada
álgebra C∗ A dos grupos abelianos, K0(A) y K1(A), los cuales
reflejan propiedades importantes de A. La K-teoŕıa C∗ algebraica
tiene un comportamiento funtorial covariante y es invariante bajo
homotoṕıas.

En este trabajo se calcula la K-teoŕıa del álgebra de Toeplitz
T , utilizando la sucesión exacta larga de 6 términos inducida por
K0 y K1. También se calcula el grupo K0 de K-teoŕıa del álgebra
de Cuntz On.

2000 Mathematics Subject Clasification: 16E20, 47L30 , 47L80.
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1. Introducción

Sea A un álgebra C∗, denotamos por K0(A) al grupo de Groethen-
dieck del semigrupo abeliano de clases de equivalencia estable en el con-
junto de proyecciones en M∞(A) =

⋃
Mn(A). Sea T := {z ∈ C||z| = 1}

y S(A) = {f : T −→ A : f continua, f(1) = 0}, los grupos de K-teoŕıa
superior están definidos de la siguiente manera Kn(A) := K0(SnA),
donde SnA = S(Sn−1A).

Algunas referencias sobre K-teoŕıa de álgebras C∗ son el libro de
Rørdam [9] y el libro de Blackadar [2], este último es el que usamos
para el Teorema de periodicidad de Bott, el cuál plantea que Kn(A) ∼=
Kn+2(A) para toda álgebra C∗ A.

*Este trabajo es parte de la tesis de maestŕıa de la autora realizada en
el Departamento de Matemáticas del CINVESTAV.
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Dos de los ejemplos más importantes de álgebras de operadores son
el álgebra de Cuntz y el álgebra de Toeplitz. En este trabajo se calculan
los grupos de K-teoŕıa para estas álgebras.

Sea H un espacio de Hilbert, denotemos por B(H) al espacio de
operadores lineales y acotados de H. Supongamos que H es separable
con base {en}∞n=1 y sea S ∈ B(H) definido por S(en) = en+1. El álgebra
de Toeplitz T es el álgebra C∗ generada por S. Para calcular los grupos
de K-teoŕıa de T , se demuestra que el ideal de operadores compactos
K está contenido en T y que la imagen de S en el álgebra de Calkin
Q(H) := T /K, denotada por π(S), es un elemento normal en Q(H).
Siendo π(S) un generador normal para Q(H) tenemos que Q(H) ∼=
C(σ(π(S))), donde σ(π(s)) es el espectro de π(S).

Lo anterior da origen a la sucesión exacta corta

0 // K Â Ä // T // C(σ(π(S))) // 0 ,

la cuál induce una sucesión exacta larga que nos permite conocer los
grupos de K-teoŕıa del álgebra de Toeplitz T si se conocen previamente
los grupos de K-teoŕıa de K y C(σ(π(S))).

En [6] Joachim Cuntz describe el álgebra C∗ universal generada por
un conjunto de isometŕıas {Si}ni=1 con la propiedad

∑
SiS

∗
i = I si n ∈ N

o
∑

i≤r SiS
∗
i ≤ I con r ∈ N si n = ∞. Esta álgebra se llama álgebra de

Cuntz y se denota por On. En [5] se estudia la relación de equivalencia
de Murray-von Neumann en las álgebras de Cuntz. Y se demuestra que
el orden de [I]0, que es la clase de la identidad del álgebra de Cuntz On
en el grupo K0(On), es n−1. Posteriormente, en [4] se demuestra que el
grupo de elementos unitarios de On es conexo y utilizando el Teorema
de Periodicidad de Bott se demuestra que K1(On) = {0}.

En los art́ıculos de Cuntz, los grupos de K-teoŕıa se describen en
base a las propiedades de las álgebras simples. En el presente trabajo
primero se da una descripción de los grupos de K-teoŕıa para cualquier
álgebra C∗ y posteriormente se trabaja con las propiedades básicas de
las álgebras de Cuntz para el cálculo del grupo K0(On). La idea básica
de la demostración de que K0(On) es isomorfo a Zn−1 es acotar el orden
de K0(On) por n−1 y después demostrar que todo elemento de K0(On)
es de la forma k[1]0, donde [1]0 es la clase de la identidad en el grupo
K0(On) y k es un entero, además el orden de [1]0 es exactamente n− 1.

En este trabajo se utilizan herramientas y propiedades básicas del
álgebra de Toeplitz y del álgebra de Cuntz para calcular sus grupos de
K-teoŕıa.
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2. Preliminares

Es posible asociar a cada semigrupo abeliano un grupo abeliano tal
como se obtienen los enteros de los números naturales. En [1], sección
8.1, puede encontrar una descripción detallada de la construcción de
este grupo, llamado el grupo de Grothendieck.

Sea (S,+) un semigrupo abeliano. Definimos la relación de equi-
valencia ∼ en S × S por (x1, y1) ∼ (x2, y2) si existe z ∈ S tal que
x1 + y2 + z = y1 + x2 + z.

Denotamos por G(S) al cociente S × S/ ∼ y por [x, y] a la clase de
equivalencia de (x, y). La operación

[x1, y1] + [x2, y2] = [x1 + x2, y1 + y2]

está bien definida e implica que (G(S),+) es un grupo abeliano. Observe
que −[x, y] = [y, x] y que [x, x] = 0 para todo x, y ∈ S.

El grupo G(S) se llama el grupo de Grothendieck de S.
Sea y ∈ S fijo, definamos la función

γS : S → G(S), x 7→ [x+ y, y].

Esta función es aditiva e independiente de la elección de y. La función
γS se llama la función de Grothendieck.

El semigrupo (S,+) se dice que tiene la propiedad de cancelación si,
dados x, y, z ∈ S con x+ z = y + z, se sigue que x = y.

Proposición 2.1.1 El grupo de Grothendieck tiene las siguientes pro-
piedades.

(i) Propiedad universal. Si H es un grupo abeliano y si ϕ : S → H
es una función aditiva, entonces existe un único homomorfismo
de grupos ψ : G(S) → H que hace al diagrama

S
ϕ //

γS

²²

H

G(S)
ψ

<<zzzzzzzz

conmutativo.
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(ii) Funtorialidad. Para cada función aditiva ϕ : S → T entre semi-
grupos S y T existe un homomorfismo de grupos G(ϕ) : G(S) →
G(T ) que hace al diagrama

S
ϕ //

γS

²²

T

γT

²²
G(S) G(ϕ)

// G(T )

conmutativo.

(iii) G(S) = {γS(x)− γS(y) : x, y ∈ S}.
(iv) Sean x, y ∈ S. Entonces γS(x) = γS(y) si y sólo si x + z = y + z

para algún z ∈ S.

(v) La función de Grothendieck γS : S → G(S) es inyectiva si y sólo si
S tiene la propiedad de cancelación.

(vi) Sea (H,+) un grupo abeliano, y sea S un subconjunto no vaćıo
de H. Si S es cerrado bajo la suma, entonces (S,+) es un semi-
grupo abeliano con la propiedad de cancelación. El grupo G(S) es
isomorfo al subgrupo H0 generado por S y H0 = {x−y : x, y ∈ S}.

2.2. K-teoŕıa en álgebras C∗

Los resultados de esta sección se encuentran en [2] y en [9].
Sea A un álgebra C∗, una proyección E ∈ A es un elemento autoad-

junto, E = E∗, e idempotente, E = E2. Se denota por P(A) al conjunto
de proyecciones de A. Sean E,F ∈ P(A), se dice que E es Murray-von
Neumann equivalente a F , se escribe E ∼ F , si existe V ∈ A tal que
E = V ∗V y F = V V ∗. No es dif́ıcil demostrar que la equivalencia de
Murray-von Neumann es una relación de equivalencia.

Para cada n ∈ N, seaMn(A) el álgebra de matrices n×n con entradas
en A. El álgebra Mn(A) es un álgebra C∗ con la norma ‖(Aij)‖ :=
sup‖ϕ′(Aij)‖, donde

ϕ′ : Mn(A) // B(Hn)

(Aij) Â // (ϕ(Aij))

y (ϕ,H), ϕ : A −→ B(H), es la representación universal1 de A.
1Véase [10], página 94.
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Sea Pn(A) := P(Mn(A)). Para

P∞(A) :=
∞⋃

n=1

Pn(A),

se define la relación de equivalencia ∼0 de la siguiente manera. Sean
E ∈ Pn(A) y F ∈ Pm(A), E ∼0 F si existe V ∈ Mn,m(A) tal que
E = V ∗V y F = V V ∗. Aqúı Mn,m(A) es la ∗-álgebra de matrices
n×m con entradas en A. Claramente la relación ∼0 restringida a Pn(A)
coincide con la equivalencia de Murray-von Neumann.

Definamos una operación binaria en P∞(A) de la siguiente manera,

⊕ : P∞(A)×P∞(A) // P∞(A)

(E,F ) Â // E ⊕ F

,

donde

E ⊕ F =
(
E 0
0 F

)
.

De la definición de ⊕ se deduce fácilmente la siguiente proposición.

Proposición 2.2.1 Sean A un álgebra C∗ y E,F,G,E′, F ′ ∈ P∞(A),
entonces

i) E ∼0 E ⊕ 0n donde 0n es la identidad aditiva de Mn(A).

ii) Si E ∼0 E
′ y F ∼0 F

′ entonces E ⊕ F ∼0 E
′ ⊕ F ′.

iii) E ⊕ F ∼0 F ⊕ E.

iv) Si E,F ∈ Pn(A) son tales que EF = 0, entonces E +F ∈ Pn(A) y
E + F ∼0 E ⊕ F .

v) (E ⊕ F )⊕G = E ⊕ (F ⊕G).

Para cualquier álgebra C∗ A se tiene que P∞(A)/ ∼0 es un semigrupo
abeliano.

Sea

(1) D(A) = P∞(A)/ ∼0 .

Denotemos por [E]D ∈ D(A) a la clase de equivalencia que contiene a
E ∈ P∞(A). Definimos la operación suma sobre D(A) como sigue,

[E]D + [F ]D = [E ⊕ F ]D.
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Por la Proposición 2.2.1, la operación “+” está bien definida y (D(A),+)
es un semigrupo abeliano.

El grupo K0(A) se define como el grupo de Grothendieck de D(A),

K0(A) := G(D(A)).

Sea [·]0 : P∞(A) → K0(A) la función definida por

(2) [E]0 = γ([E]D) ∈ K0(A), E ∈ P∞(A),

donde γ := γD(A) : D(A) → K0(A) es la función de Grothendieck.
Sea A un álgebra C∗ con identidad. Entonces

K0(A) = {[E]0 − [F ]0 : E,F ∈ P∞(A)}
= {[E]0 − [F ]0 : E,F ∈ Pn(A), n ∈ N} .(3)

Sea X un espacio topológico, decimos que dos puntos a, b ∈ X
son homotópicos en X, a ∼h b en X, si existe una función continua
υ : [0, 1] → X tal que υ(0) = a y υ(1) = b. La relación ∼h se llama
equivalencia homotópica.

Proposición 2.2.2 El grupo K0(A) tiene las siguientes propiedades.

(i) [E ⊕ F ]0 = [E]0 + [F ]0 para todas las proyecciones E,F en P∞.

(ii) [0A]0 = 0, donde 0A es la proyección cero en A.

(iii) Si E,F están en Pn(A) para algún n y E ∼h F en Pn(A), entonces
[E]0 = [F ]0.

(iv) Si E,F son proyecciones mutuamente ortogonales en Pn(A), en-
tonces [E + F ]0 = [E]0 + [F ]0.

Sean A y B álgebras C∗ con identidad, y sea ϕ : A −→ B un ∗-homo-
morfismo. El homomorfismo ϕ se puede extender a un ∗-homomorfismo
ϕ : Mn(A) −→Mn(B), para cada n, de la siguiente manera:

(4) ϕ(Aij)ni,j=1 = (ϕ(Aij))ni,j=1.

Puesto que la imagen de una proyección bajo un ∗-homomorfismo es una
proyección, ϕ(P∞(A)) ⊂ P∞(B). Luego, se define k0(ϕ) : K0(A) −→
K0(B) como k0(ϕ)[E]0 = [ϕ(E)]0 para E ∈ P∞(A). De la Ecuación (3),
k0(ϕ) está bien definido para todo g ∈ K0(A).
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El funtor K0 es un funtor covariante de la categoŕıa de álgebras
C∗, donde los morfismos son los ∗-homomorfismos, a la categoŕıa de
grupos abelianos con los homomorfismos de grupos. En categoŕıas, es
común denotar por ϕ∗ al morfismo inducido por un funtor covariante.
La razón de que nosotros denotemos por k0(ϕ) al morfismo inducido por
K0 es que en álgebras C∗ existe una involución denotada por ∗. Algunos
autores denotan a k0(ϕ) por K0(ϕ). Hemos decidido usar la letra k para
hacer notar la diferencia entre el objeto y el morfismo.

Sea A un álgebra C∗ y X un espacio topológico Hausdorff, local-
mente compacto. Sea C0(X,A) el conjunto

(5) {f ∈ C(X,A) |
∀ ε > 0, ∃K ⊂ X compacto con ‖f(x)‖ ≤ ε ∀ x ∈ X\K}.

El n-ésimo grupo de K-teoŕıa de un álgebra C∗ A se define como

Kn(A) := K0(SnA),

donde SA es la suspención de A:

SA := {f ∈ C(T,A)|f(1) = 0} ∼= C0((0, 1),A)

y SnA := S(Sn−1A).
Existe otra forma de calcular el grupo K1(A) de un álgebra C∗ A.

Sea A un álgebra C∗ con identidad 1. Denotamos al grupo de elementos
unitarios de A por U(A). Sea U0(A) el conjunto de todos los u ∈ U(A)
tal que u ∼h 1 en U(A). Es fácil demostrar que

i) Para cada elemento autoadjunto h ∈ A, exp(ih) ∈ U0(A).

ii) Si u es un elemento unitario en A con σ(u) 6= T, entonces u ∈ U0(A).

Si u, v ∈ U0(A), entonces existen trayectorias t 7→ ut, s 7→ vs que
unen u y v con la identidad respectivamente. La trayectoria producto
t 7→ utvt une uv con la identidad. Además, la trayectoria t 7→ u−1

t es
continua y une u−1 con la identidad. Aśı U0(A) es un subgrupo de U(A).

Si A y B son dos álgebras C∗ con identidad y ϕ : A → B es un
∗-homomorfismo sobreyectivo. Entonces

iii) ϕ(U0(A)) = U0(B).
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Sea A un álgebra C∗ con identidad. Para cada n ∈ N, denotemos
por Un(A) al conjunto de elementos unitarios del álgebra Mn(A), esto
es

(6) Un(A) = U(Mn(A)).

Sea U∞(A) =
⋃∞
n=1 Un(A).

Definamos la operación ⊕ en U∞(A) de la siguiente manera

u⊕ v =
(
u 0
0 v

)
∈ Un+m(A),

con u ∈ Un(A) y v ∈ Um(A). Claramente ⊕ es asociativa, es decir
(u⊕ v)⊕ w = u⊕ (v ⊕ w) para cualesquiera u, v, w ∈ U∞(A).

Denotaremos por 1r a la identidad en Mr(A) y u ⊕ 10 = u para
cualquier u ∈ U∞(A).

Ahora definamos la relación ∼1 como sigue. Para u ∈ Un(A) y v ∈
Um(A), se escribe u ∼1 v si existe un número natural k ≥ máx{n,m}
tal que u⊕ 1k−n ∼h v ⊕ 1k−m en Uk(A).

Es claro que ∼1 es una relación de equivalencia en U∞(A). Además

i) u ∼1 u⊕ 1n para todo u ∈ U∞(A) y n ∈ N,

ii) si u, v ∈ Un(A) para algún n, entonces uv ∼1 vu ∼1 u⊕ v,

iii) u⊕ v ∼1 v ⊕ u para cualesquiera u, v ∈ U∞(A),

iv) si u, u′, v, v′ ∈ U∞(A) con u ∼1 u
′ y v ∼1 v

′, entonces u⊕v ∼1 u
′⊕v′.

Para cada álgebra C∗ A se define

(7) K1(A) = U∞(A)/ ∼1,

Si Ã denota la unitalización2 del álgebra A es fácil demostrar que
K1(Ã) = K1(A). Si A es un álgebra C∗ sin identidad, el grupo K1(A)
se define como K1(Ã).

Denotemos por [u]1 a la clase de equivalencia de u ∈ U∞(A). Defi-
nimos la operación + en K1(A) por

[u]1 + [v]1 = [u⊕ v]1,

donde u, v ∈ U∞(A).
La operación + está bien definida, es asociativa, conmutativa y tiene

como elemento neutro a [1]1. El grupo (K1(A),+) es un grupo abeliano
donde −[u]1 = [u∗]1 para cada u ∈ U∞(Ã).

2Véase [11], sección 15.1
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Lema 2.2.3 Sean A un álgebra C∗, G un grupo abeliano y ν una fun-
ción de U∞(Ã) en G con las siguientes propiedades

1. ν(u⊕ v) = ν(u) + ν(v),

2. ν(1) = 0,

3. si u, v ∈ Un(Ã) con u ∼h v en Un(A) entonces ν(u) = ν(v).

Entonces existe un único homomorfismo de grupos α : K1(A) −→ G
que hace al siguiente diagrama conmutativo.

U∞(Ã)

[·]1
²²

ν

""EE
EE

EE
EE

E

K1(A) α
// G

Sean A y B dos álgebras C∗ con identidad, y sea ϕ : A −→ B
un ∗-homomorfismo unitario (ϕ(1A) = 1B). Entonces ϕ induce un ∗-
homomorfismo unitario ϕ : Mn(A) −→ Mn(B) para cada n ∈ N. Con
esto, obtenemos una función ϕ : U∞(A) −→ U∞(B) y definimos

ν : U∞(A) −→ K1(B)

por ν(u) = [ϕ(u)]1 para cada u ∈ U∞(A). Es inmediato ver que existe
un homomorfismo de grupos k1(ϕ) : K1(A) −→ K1(B) tal que

(8) k1(ϕ)([u]1) = [ϕ(u)]1, u ∈ U∞(A).

Podemos resumir las propiedades de la K-teoŕıa para álgebras C∗

como sigue

1. Continuidad: para cada sucesión inductiva de álgebras C∗

A1
ϕ1 // A2

ϕ2 // · · ·

con ĺımite inductivo (A, {µn}), existe un isomorfismo entre K0(A)
y G, donde G es el ĺımite inductivo de

K0(A1)
k0(ϕ1)// K0(A2)

k0(ϕ2)// · · · .

2. Funtorialidad Covariante: un ∗-homomorfismo ϕ : A −→ B induce
un homomorfismo de grupos kn(ϕ) : Kn(A) −→ Kn(B).
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3. Invariancia homotópica: Si ϕ es una equivalencia homotópica, en-
tonces cada kn(ϕ) es un isomorfismo.

4. Periodicidad de Bott: para cada n, se tiene un isomorfismo natural
Kn+2(X) ∼= Kn(X).

5. Excisión: cualquier sucesión exacta corta

(9) 0 // I ϕ // A ψ // B // 0

da origen a la sucesión exacta ćıclica.

(10) K0(I) // K0(A) // K0(B)

²²
K1(B)

δ1

OO

K1(A)oo K1(I)oo

.

La función δ1 : K1(B) −→ K0(I) se llama la función de ı́ndice.

Esta función se construye de la siguiente manera. Sea

0 // A ι // Ã
π // C
λ

oo // 0 ,

donde ι es la función inclusión, π(a, α) = α y λ(α) = (0, α). Sea
s = λ ◦ π : Ã −→ Ã. Para cada x ∈ A se tiene que s(x) = 0. Si φ :
C −→ D es un ∗-homomorfismo entre álgebras C∗ y φ̃ : C̃ −→ D̃
su extensión unitaria, entonces φ̃(x, λ) = (φ(x), λ) y

s(φ̃(a)) = s(a), ∀a ∈ C̃.
Si tenemos la sucesión exacta (9) entonces

ψ̃ ◦ ϕ̃(x) = s(x) = s(ϕ̃(x)), ∀x ∈ Ĩ .
Luego a ∈ Ã está en la imagen de ϕ̃ si y sólo si ψ̃(a) = s(ψ̃(a)).

Lema 2.2.4 Consideremos la sucesión exacta corta (9) y sea u ∈
Un(B̃), entonces existen v ∈ U2n(Ã) y p ∈ P2n(Ĩ) tales que

ψ̃(v) =
(
u 0
0 u∗

)
, ϕ̃(p) = v

(
1n 0
0 0

)
v∗, s(p) =

(
1n 0
0 0

)
.

los elementos v y p son únicos en el sentido que, si w ∈ U2n(Ã),
q ∈ P2n(Ĩ) satisfacen las mismas condiciones que v y p entonces
s(q) = s(p) y p ∼ q en P2n(Ĩ).



Algunas álgebras C∗ y su K-teoŕıa 27

La función ν : U∞(B̃) −→ K0(I) definida por ν(u) = [p]0− [s(p)]0,
donde p es como en el Lema 2.2.4, está bien definida y satisface las
condiciones del Lema 2.2.3. Aśı existe un homomorfismo de grupos
δ1 : K1(B) −→ K0(I) que hace al siguiente diagrama conmutativo

U∞(B̃)

[·]1
²²

ν

$$IIIIIIIII

K1(B)
δ1

// K0(I)

La K-teoŕıa C∗ algebraica tiene la propiedad adicional

Estabilidad: para cualquier n se tiene un isomorfismo natural
Km(Mn(A)) ∼= Km(A).

Esta última propiedad, junto con la continuidad de K0, nos permite
conocer los grupos de K-teoŕıa del álgebra de operadores compactos K
sobre un espacio de Hilbert ya que K es el ĺımite inductivo de la sucesión
de matrices con entradas complejas Mn(C). De esta manera

K0(K) ∼= K0(C),(11)
K1(K) ∼= K1(C).(12)

Es sencillo demostrar que K0(C) ∼= Z y que K1(C) ∼= 0.
Sea C0(Rn,A) = {f ∈ C(Rn,A)| ĺım|x|→∞ ‖f(x)‖ = 0}. Como R es

homeomorfo a (0, 1) podemos escribir la suspensión de un álgebra C∗ A
como

SA = C0((0, 1),A) ∼= C0(R,A).

Cuando A = C escribiremos C0(X) para C0(X,C).
Si X y Y son espacios topológicos Hausdorff, localmente compactos,

claramente C0(X,C0(Y )) ∼= C0(X × Y ). En consecuencia, Sn(C) =
C0(R, Sn−1(C)) = C0(Rn).

Como Kn(C) := K0(Sn(C)) y Kn+1(C) = K1(Sn(C)) se sigue que
Kn(C) = K0(C0(Rn)) y Kn+1(C) = K1(C0(Rn)).

Por el Teorema de periodicidad de Bott se cumple que K2n+1(C) =
K1(C) y K2n(C) = K0(C), luego

K0(C0(Rn)) ∼= Kn(C) ∼=
{
K0(C) ∼= Z, n par;
K1(C) ∼= {0}, n impar.
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De igual forma,

K1(C0(Rn)) ∼=
{ {0}, n par;
Z, n impar.

Para cada n ≥ 0, sea

Tn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : |x1|2 + . . .+ |xn+1|2 = 1}.
La compactificación unipuntual de Rn es homeomorfa a Tn, n ≥ 1. De
esta manera, obtenemos un isomorfismo

C0(Rn)⊕ C ∼= C̃0(Rn) ∼= C(Tn).

En consecuencia

K0(C(Tn)) ∼=
{
Z⊕ Z, n par;
Z, n impar.

K1(C(Tn)) ∼=
{ {0}, n par;
Z, n impar.

En particular

(13) K0(C(T)) ∼= Z ∼= K1(C(T)).

3. El álgebra de Toeplitz

Sea T el ćırculo unitario sobre el plano complejo y µ la medida de
Lebesgue normalizada sobre T, es decir µ(T) = 1.

Como es usual, L∞(T) denota el espacio de Banach de funciones
complejas medibles y acotadas en T con la norma

‖f‖∞ := mı́n{M ∈ R : µ({x ∈ T : |f(x)| > M}) = 0}.
El espacio de Hardy H2(T) es el subespacio cerrado de L2(T)

{f ∈ L2(T) :
∫

T
fχndµ = 0 para n = −1,−2,−3, . . .}

donde χn(z) = zn. El conjunto {χn(z) : n ∈ N ∪ {0}} forma una base
para H2(T).

Sea g ∈ L∞(T), el operador de multiplicación Mg : L2(T) −→ L2(T)
se define por f 7−→ gf . Notemos que Mg es un operador normal con
norma ‖Mg‖ = ‖g‖∞.
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Para φ ∈ L∞(T), el operador de Toeplitz Tφ : H2(T) −→ H2(T) se
define por

Tφ(f) = PMφ(f),

donde P es la proyección de L2(T) sobre H2(T).
Aśı φ(z) = z ∈ L∞(T) define al operador de Toeplitz Tz. Observemos

que Tz(χn) = χn+1. Esto es, Tz es un operador de desplazamiento y
Tz = Mz. Es fácil ver que T ∗z = Tz̄ y que si 1 denota a la función
constante 1 entonces Tz̄(1) = 0.

Además T1 es el operador identidad en H2(T), por lo que T1 ∈
C∗(Tz), donde C∗(Tz) es la subálgebra C∗ de B(H2(T)) generada por
Tz. Si n > 0 es claro que Tzn = Mzn = (Mz)n = (Tz)n. Esto implica que
Tzn ∈ C∗(Tz).

Sea n < 0, entonces Tz|n| = Tz̄n = T ∗zn . Es decir Tzn ∈ C∗(Tz) tam-
bién. Aśı si ϕ(z) =

∑
n∈Z anz

n entonces Tϕ =
∑

n∈Z anTzn ∈ C∗(Tz).
Es decir si ϕ ∈ L2(T) entonces Tϕ ∈ C∗(Tz). Como L∞(T) ⊂ L2(T) se
sigue que el álgebra C∗(Tz) contiene a todos los operadores de Toeplitz.

Sea H un espacio de Hilbert separable, y por lo tanto isomorfo al
espacio de Hardy H2(T), y sea {en}∞n=1 una base ortonormal para H.

Sea S el operador acotado en H dado por S(en) = en+1 para cada
n ∈ N. El operador S∗ está dado por S∗(e1) = 0 y S∗(en) = en−1

para n ≥ 2. Aśı S∗S = I, donde I denota al operador identidad en H.
El operador S se llama el operador de desplazamiento unilateral, con
respecto a la base {en}∞n=1.

El álgebra de Toeplitz T se define como la subálgebra C∗ de B(H)
generada por S, T := C∗(S). Note que, dado que Tz es el operador
de desplazamiento unilateral en el espacio de Hilbert H2(T), el álgebra
C∗ T es isomorfa a C∗(Tz) mediante el isomorfismo que actúa en el
generador de la siguiente forma S 7→ Tz.

Para i, j ∈ N, sea Eij ∈ B(H) el operador dado por Eij(x) =
〈x, ei〉ej , donde 〈·, ·〉 es el producto interno de H. Definamos

Fn =
n∑

j=1

Ejj .

Es obvio que Fn es la proyección de H en el subespacio Hn generado
por {e1, . . . , en} y B(Hn) = FnB(H)Fn = span{Eij |1 ≤ i, j ≤ n}.

Como SS∗(ej) = ej , para j 6= 1 y SS∗(e1) = 0, entonces

(14) F1 = E11 = I − SS∗,
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donde I denota al operador identidad de B(H). Además

(15) Eij = Si−1F1(S∗)j−1, i, j ∈ N.

Por lo tanto, cada Eij es un elemento de T .

Sea K el ideal de B(H) formado por los operadores compactos en
H. El espacio K es la cerradura de la unión3

⋃∞
n=1 FnB(H)Fn y por lo

tanto K ⊂ T .

Consideremos el álgebra cociente Q(H) := B(H)/K, usualmente
llamada el álgebra de Calkin. Sea π : B(H) −→ Q(H) la proyección
canónica.

Un operador T ∈ B(H) es un operador de Fredholm si T es invertible
en el álgebra de Calkin Q(H). El ı́ndice de Fredholm se define sobre el
conjunto de operadores de Fredholm Φ(H) de la siguiente manera:

index : Φ(H) // Z
T

Â // dim ker(T )− dimker(T ∗)

La función index es continua4, por lo tanto si T1 y T2 son homotópicos
entonces tienen el mismo ı́ndice de Fredholm.

Dado que S∗S es la identidad y F1 = I − SS∗ ∈ K, π(S) es un
elemento unitario en Q(H) y como consecuencia S es un operador de
Fredholm. Además, ker(S) = 0 y ker(S∗) = span(e1) por lo que

(16) index(π(S)) = index(S) = −1.

Sea a un elemento de un álgebra C∗, denotamos por σ(a) al espectro
de a. En un álgebra C∗ todo elemento unitario con espectro distinto
de T es homotópico a la identidad. Por lo tanto σ(π(S)) = T pues
index(π(S)) = index(S) 6= index(I) = 0, es decir [π(S)]1 6= [1]1 = 0.

Observemos que T /K = C∗(π(S)). Por el Teorema de Gelfand5

C∗(π(S)) ∼= C(σ(π(S))) = C(T). De esta manera, obtenemos la si-
guiente sucesión exacta corta

(17) 0 // K ι // T ψ // C(T) // 0 .

3Véase [12], Lema 3.3.2 y Teorema 3.3.3.
4Véase [10], Teorema 1.4.17.
5Véase [10], Teorema 2.1.10.
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donde ι es la inclusión y ψ es la composición de π con la transformada
de Gelfand que identifica C∗(π(S)) con C(T) y tal que manda π(S) a
la función f(z) = z de C(T). De aqúı obtenemos que ψ(S)(z) = z para
todo z ∈ T. Dado que la función index es invariante bajo homotoṕıas,
definimos index(f) := index(Vf ) para todo f ∈ U(C(T)), donde Vf ∈ T
es tal que ψ(Vf ) = f . En este caso index(ψ(S)) = −1.

3.1. K-teoŕıa de T
La sucesión exacta corta (17) induce la sucesión exacta larga

K1(K)
k1(ι) // K1(T )

k1(ψ)// K1(C(T))

δ1
²²

K0(C(T))

OO

K0(T )
k0(ψ)
oo K0(K)

k0(ι)
oo

donde δ1 es la función de ı́ndice definida en (10).
Observemos que

v =
(
S 1− SS∗

0 S∗

)
y p =

(
1− (1− SS∗) 0

0 0

)

satisfacen las condiciones del Lema 2.2.4 para ψ(S), luego δ1([ψ(S)]1) =
[p]0 − [s(p)]0 = [1− (1− SS∗)]0 − [1]0 = −[1− SS∗]0 = −[F1]0.

Si E y F son dos proyecciones compactas, entonces son de dimensión
finita y es fácil ver que E ∼ F si y sólo si dim(E) = dim(F ). Luego

(18) α : K0(K) // Z
[E]0 − [F ]0

Â // dim(E)− dim(F )

es un isomorfismo. Por lo tanto α(−[F1]) = −1.
Por la Ecuación (13), tenemos que K0(C(T)) ∼= Z ∼= K1(C(T)).

Usando la ecuación (12) identificamos K1(K) con {0}. Aśı obtenemos
la sucesión exacta

0
k1(ι)// K1(T )

k1(ψ) // Z

δ1

²²
Z

OO

K0(T )
k0(ψ)

oo Z
k0(ι)
oo
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Del hecho que δ1([ψ(S)]1) = −1 se sigue que δ1 es sobreyectivo, y como
index : K1(C∗(T)) −→ Z es un isomorfismo con index(ψ(S)) = −1 se
sigue que δ1 es inyectivo y por lo tanto es un isomorfismo.

Aśı, el homomorfismo k1(ψ) es 1 a 1 y como Im(k1(ψ)) = ker(δ1) = 0
entonces

K1(T ) = {0}.
Por otra parte, como ker(k0(ι)) = Im(δ1) = Z entonces k0(ι) = 0.

Además ker(k0(ψ)) = Imk0(ι) = 0, concluimos que k0(ψ) es 1-1 y por
tanto un isomorfismo. Esto es

K0(T ) ∼= Z.
Hemos demostrado el siguiente Teorema

Teorema 3.1.1 Los grupos de K-teoŕıa K0(T ) y K1(T ) para el álgebra
de Toeplitz son Z y {0}, respectivamente.

4. El grupo K0 del álgebra de Cuntz On

Sea H un espacio de Hilbert. Una isometŕıa en H es un operador
S en B(H) tal que S∗S = I. Sea n ∈ N y sea {Si}ni=1 una familia de
isometŕıas en H tal que

∑n
i=1 SiS

∗
i = I. El álgebra C∗ generada por

{Si}ni=1 y denotada por C∗({Si}ni=1), es universal en el sentido que, si
{Ŝi}ni=1 es otro conjunto de isometŕıas que satisface

∑n
i=1 ŜiŜ

∗
i = 1,

entonces

(19) C∗({Si}ni=1) ∼= C∗({Ŝi}ni=1).

Para la demostración de este hecho vea [6], Teorema 1.12.
Denotaremos por On al álgebra generada por n isometŕıas {Si}ni=1

tales que
∑n

i=1 SiS
∗
i = I. El álgebra On se llama el álgebra de Cuntz.

Notemos que
∑n

i=1,i6=j SiS
∗
i Sj = 0. Si x ∈ H y y = Sjx, entonces

0 =

〈
n∑

i=1,i 6=j
SiS

∗
i Sjx, y

〉
=

n∑

i=1,i6=j
〈SiS∗i Sjx, y〉

=
n∑

i=1,i6=j
〈S∗i Sjx, S∗i y〉 =

n∑

i=1,i6=j
〈S∗i Sjx, S∗i Sjx〉

=
n∑

i=1,i6=j
‖S∗i Sjx‖2.
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Lo anterior implica que

(20) S∗i Sj = δijI, i, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

En [4] Joachin Cuntz calcula la K-teoŕıa de las álgebras On, de-
mostrando primero una serie de resultados en K-teoŕıa para álgebras
simples. Demuestra que el grupo unitario de On es conexo y, usando el
Teorema de periodicidad de Bott en K-teoŕıa, demuestra que K1(On)
es trivial.

En el presente sección se utilizaron las propiedades de On como
álgebra C∗ de operadores, para calcular el grupo K0(On). Para ello se
tomaron conceptos de [9] para los cálculos iniciales y se complementó con
los resultados previos de [4] y [6].

4.1. El orden de K0(On)

Si A es un álgebra C∗, s ∈ A es una isometŕıa si s∗s = 1A, donde
1A es el elemento identidad de A. El siguiente resultado es válido para
cualquier álgebra C∗.

Proposición 4.1.1 Sea A un álgebra C∗ y s una isometŕıa en A. La
función

µ : A // A
a Â // sas∗

es un endomorfismo de A, es decir un ∗-homomorfismo de A en śı mis-
mo. Además k0(µ) = Id, donde Id es el homomorfismo identidad de
K0(A) en K0(A).

Demostración: Es claro que µ es un endomorfismo de A. Por otra
parte, para m ∈ N fijo, se define

µm : Mm(A) // Mm(A)

a = (aij) Â // (µ(aij)).

Sea

sm =




s 0 · · · 0
0 s · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · s


 .

Notemos que µm(a) = smas
∗
m y que µm es un endomorfismo de Mm(A).
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Extendemos µ a P∞(A) de la siguiente manera. Para p ∈ P∞(A)
existe m ∈ N tal que p ∈ Pm(A). Definimos µ(p) := µm(p).

Claramente µ(p) ∈ Pm(A) pues µm es un ∗-homomorfismo. Sea r =
smp, entonces

r∗r = p∗s∗msmp = p∗p = p,

rr∗ = smpp
∗s∗m = smps

∗
m = µ(p).

Esto es p ∼0 µ(p), por lo tanto [p]0 = [µ(p)]0. Como k0(µ)[p]0 = [µ(p)]0,
concluimos que k0(µ)[p]0 = [p]0 para cada p ∈ P∞(A).

Como K0(A) = {[p]0 − [q]0 : p, q ∈ P∞(A)},
k0(µ)(g) = g

para todo g ∈ K0(A). 2

Proposición 4.1.2 Sea λ : On −→ On dado por

λ(x) =
n∑

j=1

SjxS
∗
j .

Entonces λ es un endomorfismo de On y k0(λ)(g) = ng para todo g ∈
K0(On).

Demostración: Para cada j ∈ {1, 2 . . . , n}, la función

µj : On // On
x Â // SjxS

∗
j

es un endomorfismo, por la Proposición 4.1.1. Luego λ =
∑n

j=1 µj es
también un endomorfismo.

La Ecuación (20) implica que, para i 6= j,

µj(x)µi(x) = Sjx(S∗jSi)xS
∗
i = 0

para todo x ∈ On.
Extendamos λ y µj , j ∈ {1, 2, . . . , n}, a P∞(On). Para cada E ∈

P∞(On), {µ1(E), µ2(E), . . . , µn(E)} es un conjunto de proyecciones or-
togonales a pares. Aśı, por la Proposición 2.2.2 (iv) se tiene




n∑

j=1

µj(E)




0

=
n∑

j=1

[µj(E)]0.
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Luego

k0(λ)([E]0) =
n∑

j=1

k0(µ)[E]0.

Finalmente, por la Proposición 4.1.1, se tiene que

K0(λ)[E]0 = n[E]0. 2

Si U ∈ On es unitario entonces el conjunto {Ti = USi : i =
1, 2, . . . , n} satisface

T ∗i Ti = S∗i U
∗USi = S∗i Si = I,

∑n
i=1 TiT

∗
i =

∑n
i=1 USiS

∗
i U

∗ = U (
∑n

i=1 SiS
∗
i )U

∗ = UU∗ = I.

Por (19), existe un homomorfismo φU : On −→ On tal que

φU (Si) = USi.

En la siguiente proposición se demuestra que todos los homomorfis-
mos ψ de On con ψ(I) = I satisfacen la propiedad anterior.

Proposición 4.1.3 Sea ψ : On −→ On un ∗-homomorfismo que pre-
serva la identidad, entonces existe U ∈ U(On) tal que ψ(Si) = USi para
cada i = 1, 2, . . . , n.

Demostración: Def́ınase

(21) U =
n∑

i=1

ψ(Si)S∗i .

Aśı

UU∗ =

(
n∑

i=1

ψ(Si)S∗i

)


n∑

j=1

Sjψ(S∗j )


 =

n∑

i=1

n∑

j=1

ψ(Si)S∗i Sjψ(S∗j )

=
n∑

i=1

ψ(S∗i Si) = I

De igual forma se demuestra que U∗U = I. Notemos que, usando la
Ecuación (20), para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}

USj =

(
n∑

i=1

ψ(Si)S∗i

)
Sj =

n∑

i=1

ψ(Si)S∗i Sj = ψSjS
∗
jSj = ψ(Sj). 2
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Lema 4.1.4 Sea λ : On −→ On dado por

λ(x) =
n∑

j=1

SjxS
∗
j .

Entonces λ es un endomorfismo de On y k0(λ)(g) = g para todo g ∈
K0(On).
Demostración: De las Proposiciones 4.1.2 y 4.1.3 se sigue que λ es un
endomorfismo y que λ = ϕu donde U está dado por la Ecuación (21).
En este caso,

U∗ =
n∑

i=1

Siλ(S∗i ) =
n∑

i=1

Si(SiS∗i S
∗
i )

=
n∑

i=1

(SiSiS∗i )S
∗
i =

n∑

i=1

λ(Si)S∗i = U

Es decir, U además de unitario es autoadjunto. Usando Cálculo funcio-
nal continuo6, el espectro σ(U) está contenido en {−1, 1}. La función
ln(z) = ln(|z|) + i arg(z), donde π/2 ≤ arg(z) < 5π/2, es continua en
σ(U) y el elemento H := −i ln(U) ∈ On está bien definido y es normal,
por lo tanto σ(H) = σ{−i ln(z)|z ∈ σ(U)} ⊂ [π/2, 5π/2) ⊂ R. Es decir,
H es autoadjunto. Además exp(iH) = U , aśı t 7→ Ut := exp(tiH) es una
trayectoria de elementos unitarios que une la identidad con U en On.
Entonces U ∈ U0(On), la componente conexa de la identidad en U(On).

Cada t ∈ [0, 1] define el endomorfismo ϕUt de On. Entonces t 7→ φUt

es una trayectoria continua que une λ con la identidad en On.
De esta forma, k0(λ) = k0(id) = id. Es decir k0(λ)(g) = g, para todo

g ∈ K0(On). 2

El siguiente resultado nos dice que K0(On) es un grupo abeliano de,
a lo más, orden n− 1.

Teorema 4.1.5 Sea n ∈ N fijo. Si g ∈ K0(On), entonces (n− 1)g = 0.
En particular K0(O2) = 0.

Demostración: Por la Proposición 4.1.2 y el Lema 4.1.4 se sigue que
ng = g para todo g ∈ K0(On). Por lo tanto (n− 1)g = 0. 2

Consideremos el álgebra On+1 generada por las isometŕıas

{V1, V2 . . . , Vn+1}
6Véase Zhu, sección 10.3
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y su subálgebra A := C∗(V1, V2, . . . , Vn). Sea J el mı́nimo ideal bilateral
cerrado de A que contiene a la proyección Vn+1V

∗
n+1 = I −∑n

i=1 ViV
∗
i .

El ideal J es isomorfo al ideal K de operadores compactos en un espacio
de Hilbert7.

Sea π : A −→ A/J la proyección canónica y sea Si = π(Vi),
i = 1, 2, . . . , n. Aśı, cada Si es una isometŕıa en C∗(V1, V2, . . . , Vn)/J y
además

n∑

i=1

SiS
∗
i = π(Vn+1V

∗
n+1) +

n∑

i=1

SiS
∗
i =

(
I −

n∑

i=1

SiS
∗
i

)
+

n∑

i=1

SiS
∗
i = I.

Aśı A/J es isomorfo a On y podemos escribir π : A −→ On, con
π(Vi) = Si para cada i = 1, 2 . . . , n.

Para cada k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}, sea

λk : On+1
// On+1

x Â // ∑k
i=1 VixV

∗
i .

Sea B ⊂ On+1 la mı́nima álgebra C∗ que contiene a A y tal que
λn+1(A) ⊂ B.

Proposición 4.1.6 Consideremos el ∗-homomorfismo restringido

λn+1 : A −→ B.

Entonces k0(λn+1)[E]0 = [E]0, E ∈ A ⊂ B, donde

k0(λn+1) : K0(A) −→ K0(B).

Demostración: En la demostración del Lema 4.1.4 se demostró que U =∑n+1
i=1 Viλn+1(V ∗i ) es un elemento autoadjunto de U0(On+1). Además

t 7→ ϕUt es una trayectoria de ∗-homomorfismos unitarios de On+1 que
unen λn+1 con la identidad en On+1, y t 7→ Ut = exp(itH) es una
trayectoria de elementos unitarios tal que U0 = I y U1 = U , donde
H = −i ln(U) es autoadjunto.

Por otra parte Viλn+1(V ∗i ) está en B para 1 ≤ i ≤ n. Como

Vn+1V
∗
n+1 = I −

n∑

i=1

ViV
∗
i

7Véase [6], Proposición 3.1
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entonces

Vn+1λn+1(V ∗n+1) = Vn+1(Vn+1V
∗
n+1)V

∗
n+1 = Vn+1(1−

n∑

i=1

ViV
∗
i )V ∗n+1

= λn+1(1−
n∑

i=1

ViV
∗
i )− λn(1−

n∑

i=1

ViV
∗
i )

es un elemento de B también. Entonces H ∈ B y por lo tanto, cada
Ut ∈ B. Aśı ϕUt |A es una trayectoria de ∗-homomorfismos de A en B.

Puesto que K0 es un functor invariante bajo homotoṕıas, se sigue
que k0(λn+1)[E]0 = [E]0 para todo E ∈ A ⊂ B. 2

Sea
α : B // B

x Â // Vn+1xV
∗
n+1.

Entonces, si x ∈ B, λn+1(x) = λn(x) + α(x). Como

(
n∑

i=1

VixV
∗
i )α(x) = α(x)(

n∑

i=1

VixV
∗
i ) = 0

se sigue que

k0(λn+1)([E]0) = [λn+1(E)]0
= [λn(E)]0 + k0(α)[E]0
= n[E]0 + ko(α)([E]0).

(22)

Usando la Proposición 4.1.6 se sigue que

(23) [E]0 = n[E]0 + k0(α)([E]0) en K0(B), para todo E ∈ P(A).

Sea J ′ el ideal bilateral cerrado de B generado por Vn+1AV ∗n+1. El
ideal J ′ contiene al ideal J y A * J ′ pues si A ∈ A\J con A ∈ J ′

entonces A = 0 ya que Vn+1ViV
∗
n+1 = 0 para i ∈ {1, . . . , n}. Luego J ′

es un ideal propio de B y

B/J ′ ∼= A/J ∼= On.
Sea j : A ↪→ B la función de inclusión, entonces el siguiente diagrama

conmutativo

(24) J Â Ä ι //
Ä _

²²

A π //
Ä _

j

²²

On

J ′ Â Ä ι′ // B π′ // On
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induce el diagrama conmutativo en K-teoŕıa

(25) K0(J )
k0(ι) //

²²

K0(A)
k0(π) //

k0(j)

²²

K0(On)

K0(J ′)
k0(ι′) // K0(B)

k0(π′)// K0(On)

Lema 4.1.7 Para cada g ∈ K0(On) existe k ∈ Z tal que g = k[I]0. Es
decir K0(On) = Z[I]0.

Demostración: Del diagrama (25) se sigue que k0(π) = k0(π′)k0(j).
Notemos que si k0(π)([E]0) 6= 0 entonces k0(j)[E]0 6= 0. Luego, de la
Ecuación (23) se tiene que

k0(j)([E]0) = nk0(j)[E]0 + k0(α)k0(j)([E]0) 6= nk0(j)([E]0).

Por lo tanto [E]0 6= n[E]0 enK0(A). Es decir si k0(π)([E]0) 6= 0 entonces
[E]0 6= n[E]0. Por otra parte

k0(j)[I]0 = nk0(j)([I]0) + k0(α)k0(j)([I]0)
= nk0(j[I]0) + k0(j)[Sn+1S

∗
n+1]0

= k0(j)(n[I]0 + [Sn+1S
∗
n+1]0).

Luego

(26) n[I]0 = [I]0 − [Sn+1S
∗
n+1]0.

Puesto que Sn+1S
∗
n+1 genera a J se sigue que r = [Sn+1S

∗
n+1]0 genera

a k0(ι)(K0(J )), es decir ker k0(π) = Zr. Luego para cada g ∈ K0(A)
existe k ∈ Z tal que (n− 1)g = kr. Por la Ecuación (26) se tiene

n(g + k[1]0) = g + kr + k[1]0 − kr = p+ k[1]0.

Entonces, necesariamente

k0(π)(g) = −kk0(π)([1]0) = −k[1]0 en K0(On). 2

Por el Lema anterior, para cada proyección E ∈ On existe k ∈
{0, 1, . . . , n − 2} tal que E ∼ ∑k

i=0 SiS
∗
i y esto implica que dim(E) =

dim(
∑k

i=0 SiS
∗
i ). Notemos que si k 6= 0 entonces dim(

∑k
i=0 SiS

∗
i ) = ∞.

En consecuencia,

(27) [E]0 = 0 para toda proyección finita E ∈ On.
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Para obtener el grupo K0(On) consideremos ahora V1, V2, . . . una
sucesión de isometŕıas en un espacio de Hilbert tales que

∞∑

i=1

ViV
∗
i ≤ I.

Sea
O∞ = C∗(V1, V2, . . .).

Sea n ∈ N fijo. Denotemos por J al mı́nimo ideal bilateral cerrado con-
tenido en C∗(V1, V2, . . . , Vn) que contiene a la proyección I−∑n

i=1 ViV
∗
i .

El ideal J es isomorfo a K, el ideal de operadores compactos sobre un
espacio de Hilbert de dimensión infinita(véase [6], Proposición 3.1).

Sea π : C∗(V1, V2, . . . , Vn) −→ C∗(V1, V2, . . . , Vn)/J la proyección
canónica. Sea Si = π(Vi). Es fácil ver que Si es una isometŕıa para todo
i = 1, . . . , n y que

n∑

i=1

SiS
∗
i = I.

Identificamos C∗(V1, V2, . . . , Vn)/J con On. De esta manera, pode-
mos escribir π : C∗(V1, V2, . . . , Vn) −→ On, con π(Vi) = Si para cada
i = 1, 2 . . . , n.

Teorema 4.1.8 Sean r, s ∈ Z, entonces r[I]0 = s[I]0 en K0(On) si y
sólo si r ≡ s módulo n− 1, donde I denota la identidad en On
Demostración: Si r ≡ s módulo n − 1 entonces r = r′(n − 1) + t y
s = s′(n−1)+ t donde r′, s′, t ∈ Z. Luego, por el Teorema 4.1.5, se sigue
que r′(n− 1)[I]0 = s′(n− 1)[I]0 = 0. Por lo tanto

r[I]0 = r′(n− 1)[I]0 + t[I]0 = t[I]0 = s′(n− 1)[I]0 + t[I]0 = s[I]0.

Rećıprocamente, supongamos que r[I]0 = s[I]0 en K0(On). Por lo
anterior, podemos suponer que 1 ≤ r, s ≤ n− 1.

Consideremos las isometŕıas {V1, V2, . . .} descritas anteriormente y

On = C∗(V1, V2, . . . , Vn)/J .

Sea k ∈ {1, 2, . . . , n} fijo, y como antes λk : On −→ On dada por

λk(x) =
k∑

i=1

SixS
∗
i .
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Siendo {SixS∗i } un conjunto de proyecciones mutuamente ortogonales,
la Proposición 2.2.2 (iv) y la Proposición 4.1.1 implican que

k0(λk)([x]0) = [λk(x)]0 = k[x]0.

Si tomamos x = I se tiene

k0(λr)([I]0) = [λr(I)]0 = r[I]0,

k0(λs)([I]0) = [λs(I)]0 = s[I]0.

como r[I]0 = s[I]0 se sigue que [λr(I)]0 = [λs(I)]0, es decir existe una
isometŕıa parcial U ∈ On tal que

U∗U = λr(I) =
r∑

i=1

SiS
∗
i ,

UU∗ = λs(I) =
s∑

i=1

SiS
∗
i .

Sea Û ∈ C∗(V1, V2, . . . , Vn) tal que π(Û) = U . Para cada k ∈ N se define

Ek =
k∑

i=1

ViV
∗
i .

Notemos que

π(Û∗Û) = U∗U =
r∑

i=1

SiS
∗
i =

r∑

i=1

π(ViV ∗i ) = π

(
r∑

i=1

ViV
∗
i

)
= π(Er).

Luego Û∗Û = Er+k1 para algún k1 ∈ J . Análogamente Û Û∗ = Es+k2

para algún k2 ∈ J .
Observemos que π(ÛEr) = U , entonces podemos escribir k1 =

Erk1Er. El espectro de Û∗Û , σ(Û∗Û), contiene al cero. Esto es por-
que Û∗Û es no invertible.

El cero es un punto aislado de σ(Û∗Û). En efecto, si

{λn} ⊂ σ(Û∗Û)\{0, 1} con λn → 0,

entonces Û∗Û−λnI es no invertible en C∗(V1, . . . , Vn). Para esto existen
dos posibilidades:
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Caso 1 : Û∗Û − λnI no es inyectivo. Entonces existe h ∈ H − {0} tal
que

0 = (Û∗Û − λnI)h
= (Er −Erk1Er − λnI)h

Aplicando Er se tiene que (Erk1Er − (1 − λn))Erh = 0 es decir
(1− λn) es un elemento del espectro del compacto Erk1Er.

Caso 2 : Û∗Û −λnI no es suprayectivo. Entonces existe h ∈ H tal que
h /∈ (Û∗Û − λnI)H. Notemos que

(Û∗Û − λnI) = (Er −Erk1Er − λnI)
= −(Erk1Er + (I − Er)− (1− λn)I)

luego si Û∗Û−λnI no es suprayectivo entonces (Erk1Er+(I−Er)−
(1 − λn)I)g 6= h para todo g ∈ H. Si (Erk1Er − (1 − λn)I)f = h
para algún f ∈ H entonces (Erk1Er +(I −Er)− (1−λn)I)f ′ = h
para f ′ = Er(f) + (I − Er)h/λn. Esto es (Erk1Er − (1 − λn)I)
tampoco es suprayectivo. Por lo tanto (1−λn) es un elemento del
espectro del operador compacto Erk1Er.

Es decir {1 − λn} ⊂ σ(ErK1Er) converge a 1, pero el único punto de
acumulación posible del espectro de un operador compacto es el cero.
Por lo tanto, cero es un punto aislado de σ(Û∗Û). De igual forma, usando
Es se puede demostrar que cero también es un punto aislado del espectro
de σ(Û Û∗).

Sea f continua y positiva en el espectro de Û∗Û tal que f(0) = 0
y f(x) = x−1/2 si x 6= 0. Definamos Ũ = Ûf(Û∗Û), donde f(Û∗Û)
está dado por el cálculo funcional. Si g(z) = 1−χ0(z) con χ0(z) la fun-
ción caracteŕıstica de {0}, entonces g es continua en σ(Û∗Û) y g(Û∗Û)
es una proyección. Aśı

Ũ∗Ũ = f(Û∗Û)∗Û∗Ûf(Û∗Û)

= f2(Û∗Û)Û∗Û

= g(Û∗Û)

= I − χ0(Û∗Û)

= Er − (Er − I)− χ0(Û∗Û)

= Er +
∞∑

i=r+1

ViV
∗
i − χ0(Û∗Û).



Algunas álgebras C∗ y su K-teoŕıa 43

Notemos que χ0(z) = 1− z en σ(
∑r

i=1 SiS
∗
i ), luego

π(
∞∑

i=r+1

ViV
∗
i − χ0(Û∗Û)) =

n∑

i=r+1

SiS
∗
i − χ0(

r∑

i=1

SiS
∗
i )

=
n∑

i=r+1

SiS
∗
i − I +

r∑

i=1

SiS
∗
i = 0.

Es decir,
∑∞

i=r+1 ViV
∗
i − χ0(Û∗Û) ∈ J .

Como Ũ∗Ũ = Û∗Ûf2(Û∗Û) = f2(Û∗Û)Û∗Û entonces

ErŨ
∗Ũ = Ũ∗ŨEr = Ũ∗Ũ .

Sea P1 := −(
∑∞

i=r+1 ViV
∗
i − χ0(Û∗Û)), entonces

(28) P 2
1 = (Ũ∗Ũ −Er)2 = −(Ũ∗Ũ − Er) = P1.

Por lo tanto, P1 es una proyección compacta y en consecuencia de di-
mensión finita. Además

(29) Ũ∗Ũ = Er − P1.

Análogamente se puede demostrar que existe una proyección de dimen-
sión finita P2 ∈ J tal que

(30) Ũ Ũ∗ = Es − P2.

Luego r[I]0 + [P2]0 = s[I]0 + [P1]0 en K0(O∞). Por la Ecuación (27)
tenemos que [P1]0 = [P2]0 = 0, luego r[I]0 = s[I]0 y por lo tanto r = s.
2

En resumen. El orden de [1]0 es n − 1 y sabemos que el orden de
cada g ∈ K0(On) es a lo más n− 1, además por el Lema 4.1.7 también
se sabe que cada g ∈ On es múltiplo de [I]0. Por lo tanto concluimos
que el orden del grupo K0(On) es n− 1. Finalmente:

Teorema 4.1.9 El grupo K0(On) es isomorfo a Zn−1.
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