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Pozos potenciales poco profundos para la
ecuacién discreta de Schrodinger

Joel Arturo Rodriguez-Ceballos
Petr Zhevandrov Bolshakova

Resumen

Vamos a considerar la ecuacién unidimensional discreta de Schro-
dinger de paso h cuando ésta tiene un cierto potencial suficiente-
mente pequeno (ver Ec. (4)). Se sabe que el espectro esencial del
correspondiente operador discreto de Schrodinger (véase Defini-
cién 3.1.9) consiste en un segmento de longitud finita del eje real.
Dos valores propios aislados aparecen en el exterior de dicho espec-
tro, préximos, respectivamente, a cada uno de sus extremos. En
este articulo se construye una expresion explicita para cada uno
de esos valores propios y las funciones propias correspondientes.
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1. Introduccion

La ecuacién unidimensional (continua) de Schrédinger

(1) ( i 5V(:Jc)) U(z) = EV(z)

da?

cuando V(z) € C°(Ry), [g V(x)dz < 0y e — 0, tiene un tinico va-
lor propio negativo E. = —p?(¢), u(e) > 0 a la izquierda del espectro

“El material de este articulo est4 basado en la tesis doctoral del primer autor,
ex-becario del CONACyT, realizada en el Instituto de Fisica y Matematicas de la
Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo.
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esencial [0, 00). Aproximaciones asintéticas (respecto al pardmetro pe-
queno ¢) de ese valor propio fueron encontradas explicitamente Landau
& Lifshitz [10], Simon [16] y Zhevandrov & Merzon [19], [20], usando
diferentes métodos (véanse también [1], [5]). Con E = —pu?, Zhevandrov
& Merzon pasan a la representacion de momentos correspondiente, para
obtener

(2) (»° + 1) ¥(p) = _\/Z? /R V(p—p)()dy,

donde la tilde denota la transformada de Fourier (ver [3]). Ya que
V(z) = 0 para |z| grande, para tales x tenemos ¥(x) ~ e Hl y W(x)
es casi constante porque p — 0. Luego su transformada de Fourier es
una funcién tipo 9 y el lado derecho en (2) es aproximadamente igual a
‘7(p) salvo una constante multiplicativa. De aqui que es natural escoger
el ansatz sugerido por (2), a saber,

) V) = p2ai(§2)(;06j—1£gi j: .. ..)2’

con nuevas incégnitas ai(p) € S(R), Br € C, con el fin de construir una
solucién asintética formal. Sustituyendo (3) en (2), descomponemos la
integral resultante! usando el método de residuos y desarrollamos cada
lado de la igualdad que queda en serie de potencias de ¢. Igualando entre
si los coeficientes de potencias del mismo grado se obtienen ecuaciones
para ax(p), Br. A continuacion, por medio de un razonamiento standard,
se prueba que la asintdtica formal aproxima en efecto a la funcién propia.

Por otra parte las ecuaciones en diferencias surgen frecuentemen-
te en andlisis numérico, cuando se busca aproximar sistemas continuos
por discretos, y en modelos discretos con aplicaciones (véase [7]), lo
que incluye a la mecédnica cudntica (véase [12]). En este contexto la
pregunta natural de si aparece también un valor propio para la ecua-
cién unidimensional discreta de Schrédinger con un potencial “pequenio”
puede contestarse afirmativamente. Primeramente veremos la aparicion
de valores propios aislados para un potencial rectangular centrado en el
origen, hecho del cual se deduce, haciendo uso del principio variacional,
la unicidad de los valores propios aislados que aparecen cuando tenemos
un pozo de potencial pequeno con forma arbitraria.

Para poder aplicar al caso discreto la técnica de Zhevandrov-Merzon
comentada se interpola la ecuacién discreta de Schrodinger a todo el

'Note que el integrando correspondiente sélo tiene 2 polos.



Ecuacién discreta de Schrédinger con pozos potenciales poco profundos 3

eje real, pasando a continuacién a la transformada de Fourier (Secc.
3). El proceso subsecuente, andlogo al de la ecuacién continua, para
la obtenciéon de las aproximaciones asintéticas de los valores propios y
funciones propias en el caso de la ecuacién discreta, se presenta en la
Secc. b (véase ademds [13]). En la Seccién 6 se expone una modificacién
de este acercamiento, obteniéndose como resultado neto una solucién
exacta al problema del potencial pequeno para la ecuacién discreta de
Schrodinger (que por supuesto coincide con la expansién asintética —de
hecho convergente— encontrada previamente).

2. El problema y los resultados

Consideremos la versiéon discreta, usando diferencias divididas finitas
centrales, de la ecuacién (1), a saber, la ecuacién unidimensional discreta
de Schrodinger

() g W= 205+ 00 Vit = Buy, {5} € b,

donde 1; y V; designan los valores de las funciones ¥(z) y V(z) en los
nodos de la malla (uniforme) con paso h > 0, e. g., ; = V(jh), j € Z,
ye— 0. Asi V = {V;} es un potencial discreto de soporte compacto,
1.€.,

(5) Vi=0, |j|>R, ReR"

suficientemente grande; asi que > 72 V; = ZE}E_[R] Vj, donde [R]
significa la parte entera de R. Podemos entonces escribir » ; Vj simple-
mente. Ademds, definimos

(6) mo = |minVj|, j € Z.

La formulaciéon matemética del problema consiste en la bisqueda de
las soluciones no triviales {¢;} de la Ec. (4) con las condiciones dadas
en los parrafos precedentes en esta seccion. Enunciamos los siguientes
resultados.

Teorema 2.1.1. Sea Zj V; < 0. Entonces el inico valor propio negativo
del problema (4) es E = —(32(e), donde

he hie? L d¢
7 - _ V. Vi VietE=i)h¢ O(e3
() Bule) =~ j + 167TF/ ]’Ek i Vie e +0(e”)
s,h ’
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es la solucion de la ecuacion secular para B (136). El contorno I'sp
estd definido por (66). El vector propio perteneciente a este valor propio
es {1¢;}, donde ; = Vy(jh) y Vy(z) es la transformada inversa de
Fourier de

_h SN ye—idhp 4 ¢ he
(8) 3()—_\ﬁ . VEEY o) o)
" 2 Bn(e) 1 sen2" 1 2(c) X[~ /h,m/h](P)-

hZ

Aqui fp es analitica en la banda By, dada por (55) y 27 /h-periddica.
Ademds, || f3|| = O(1) uniformemente en e, donde || - || es la norma del
supremo.

Teorema 2.1.2. Sea Zj V; > 0. Entonces el iinico valor propio positivo
del problema (4) es E = 4/h* + ~2(¢), donde

9 _ hemy, R Dtk gith—ihe 96 s

(9) ’Yh(ff)—jz j‘*‘ﬁ/Z(‘) Ve m*‘ (€)
J Tep F 2

es la solucion de la ecuacion secular para v (145). El contorno I'cp,

estd definido por (142). El vector propio perteneciente a este valor propio

es {¢;}, donde ; = Vy(jh) y Vy(z) es la transformada inversa de

Fourier de

. = (1) Vie I 4 f (h,e, p)
i

10) Wh(p) =4/= /b :
(10)  ¥n(p) 2 @ Lo 3 22(2) X[=/h,m/h](P)

Aqui f, es analitica en la banda By, dada por (55) y 27 /h-periédica.
Ademds, ||fy|| = O(1) uniformemente en e, donde || - || es la norma del
supremo.

3. Reduccién a un caso continuo

Para aplicar la técnica de Zhevandrov-Merzon comentada en la Intro-
duccién, interpolamos la Ec. (4) a todo el eje real. Cudl interpolacién
es la mas recomendable se decide por analogia a lo ocurrido en el caso
continuo. Introducimos entonces la siguiente

Definicion 3.1.3. Sea el operador Dy, dado por Dy = (Eh/Q—E,h/g)/h,
donde E, : Ly(R) — La(R) es el operador de traslacion por y € R tal
que

(11) [Eyu] (z) = u(z +vy), v e Lay(R).
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Luego la interpolacién correspondiente del primer término de (4) resulta
ser

(12) —[D? Ut (),
donde Wiy () es una interpolacién de {1;}.

Definicién 3.1.4. El operador pseudodiferencial L(x,p) : La(R) —
Ly (R), p = —id/dx esta definido por su simbolo L(x,p) en la siguiente
forma [15], [17], [18]

(Lo ) () = = / eP L (e, p)a(p)dp, u(x) € La(R),

De esta forma, ya que?
(13) [Eyu] (p) = ™u(p),

tenemos que ¥ es el simbolo del operador de traslacién E, dado por
(11). Ast

4 ohp 2t hp

2 5
[Dyul (p) = TRzt o u(p) vy Dn= ﬁbenj

Esto ocasiona que el integrando andlogo al que aparece en (2) con el
ansatz (3) tenga un nimero infinito de polos. La interpolacién para (4)
debe ser tal que dicho integrando se anule fuera de un intervalo finito
y al reducirse el calculo de la integral solamente a dicho intervalo, se
reduzca a dos a su vez el nimero de polos efectivos del integrando. Por
la forma de la ecuacién para los polos, a saber,

4 LS hz
(14) 2 —sen? 5 T B3 =0,
E = —p%, 3 — 0, ¢ — 0, el intervalo en cuestién mds natural es

[-7/h,m/h]. Es decir, dicha interpolacién debe pertenecer al espacio

*Usaremos consistentemente la notacién [...](p) para la transformada de Fourier
de [...].
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de Hilbert de las funciones de banda limitada a frecuencias f = p/27
tales que f < 1/2h, (véase [6] Lecc. 38) definido por

My, = {u(x) € Ly(R) : supp(p) C [—w/h,w/h}}.

Introduzcamos entonces la funcién seno cardinal dada mediante la for-
mula sencz = senz/z, v # 0; senc0 = 1. Sib e RT,

(19 senctel™ ) = |/ 33 01(0)

donde x; denota la funcion caracteristica del conjunto I. Observemos
que la familia de traslaciones de funciones seno cardinal dada por

(16) {sencw (% - ])}

constituye una base ortogonal para M}, ya que el intervalo [—m/h, 7 /h]
es el soporte de la transformada de Fourier

T N\~ h —ij
[senmr(h—])] (P):EX[—w/h,w/h](P)e Ihe

de cada miembro de dicha familia y

JEZ

(17) / sencm(x — k) sencn(xz — l)dx = oy, k,l € Z,
R

donde 4, es el simbolo de Kronecker. Por ello usamos para la Ec. (4)
la interpolacion definida en seguida.

Definicién 3.1.5. Para una sucesion dada {vj} € €a definimos la in-
terpolacion de Whittaker-Kotelnikov vy (x) por

[e.e]

(18) vn(z) = [Kotp{v;}](z) = > vjsenc(z/h - j).
j=—00
La transformada de Fourier de (18) es entonces

o)

h .
19 up(p) = [Kotp{vi}(p) = —=X/—n/h.n vje " hp,
(19)  9h(p) = [Kotu{v}](p) = —Z=Xt-n/n,/n (p)j_z_:oo j
Nota 3.1.6. Por el teorema de Riesz-Fischer, vy (z) € Mp,; de hecho, el
soporte de [Kot,{v;}] (p) sigue siendo [—7/h, 7/h].
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Aplicando la férmula (18) al primer término en la Ec. (4) obtenemos

(20) Koth%{%ﬁrl — 295 +1pj—1}| (%)
= 5 (Walo+ h) = 20(w) + W — ).

Por (12) vemos que el lado derecho de (20) es igual a [DZV}] (z), con
D}ZZ : Mh — Mh-

Definicién 3.1.7. Sea Vj, : Ls(R) — My, el operador tal que
@) [Fhul(@) = [Kota{Vju;}] (@), u e Lo(R), u; = uljh).
Nota 3.1.8. ‘A/h puede representarse en la forma integral

(22) Dhu)(z) = /R K (o, 2 Yun(') !

con nucleo

1
(23) Ky(z,2") = EZVjsenmr(x/h—j) sencw(x'/h — 7).
J
En efecto, sustituimos (23) y la férmula (18) aplicada a up(x) en el lado
derecho de (22). Obtenemos (21) observando la propiedad (17).

__ Luego la interpolacién del segundo término en la Ec. (4) es igual a
[Vh\llh] (), con V}, : M, — Mj,. Finalmente obtenemos para el proble-
ma (4) la ecuacién interpolada a todo R:

(24) (—Dh2 n sffh) U, = BV,

andloga a (1).

Definiciéon 3.1.9. Al operador pseudodiferencial f[h,a : M, — M,
dado por

(25) Hpo=—Dp?+ £V,

que actia sobre Wy, en el lado izquierdo de (24), lo llamamos operador
discreto de Schrédinger (aunque involucra una variable continua).
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El paso a la transformada de Fourier de la interpolacién de Whittaker-
Kotelnikov (24) de la ecuacién discreta de Schrodinger viene caracteri-
zada por el siguiente

Lema 3.1.10. \i/vh(p) (usamos la definicion (19)) satisface la ecuacion
w/h

g
V2T Jx/n

en p € [=m/h,m/h]. Aqui W (p) denota la 27 /h-continuacion periddica
a todo R de Vi,(p) (la transformada de Fourier de Vi, (z)) y estd dada
por

(27) W(p) = <=5 Ve .
J

(26)  (Ghsen’s — B) Wi (p) = W(p— ) B (p')dp

Nota 3.1.11. Note que W(p) € C*°(R,) y depende de h también.

Demostracién: Sustituimos (1/v27) [ e W', (1) dx' en lugar de
U, (p') en el integrando de (26), y suponemos que el lado derecho de (26)

estd multiplicado por X|_r/n, x/n)(P). Aplicando la transformada inversa
de Fourier a (26), tenemos

(=Dj — E)¥y(z)

w/h w/h S
£ . —ip'x!
~ e [ e [ wo-w [ e nearai
—7/h —7/h —oo
oo 7/ h w/h

he ipz—ijh(p—p')—ip'x'

—00 —zt/h —m/h I

= ;/ZVjsenmr(x/h—j)sencw(a:’/h—j) Uy, (2') da'.
R J

Igualando la primera y ltima lineas, usando (22) y transponiendo ob-
tenemos (24). O

Vamos ahora a precisar el espectro del operador que actiia en el lado
izquierdo de la Ec. (4), a saber, ﬁdﬁﬁ : €9 — €5 tal que

(28) Hype i} = —Dap?{e;} + (Vi)



Ecuacién discreta de Schrédinger con pozos potenciales poco profundos 9

donde Dg p, : €2 — £2 (que es un operador acotado) actia de la forma

Dap” {1} = %{@Z)J’H — 2 + i1}

y {V;} es el potencial discreto de soporte compacto de la misma Ec. (4).

Tenemos entonces que ﬁdﬁ,g{wj} = [HpV3](jh), donde la sucesién
{¥;} € £2 y ¥y(z) = [Kotp{1;}] (). El operador Dg? es simétrico:

(29) D @i+ 08 =D (k1P + Yrty_1),

J k

donde la suma del lado derecho es real ya que Yp_ 190y + Ypthp_q =
2{Ret;_1Reyy, + Imep_1Ime)y }, y por la igualdad (29),

(30) > @i+ i) = > (W + ).
l

J

Puesto que el término e{V}1;} en (28) es una perturbacién autoadjunta
y compacta en £2(Z) del operador —Dd,hQ, el teorema de Weyl nos
indica que el espectro esencial de (4) coincide con el de la ecuacion libre
(V; = 0). Entonces tenemos el siguiente

Lema 3.1.12. El espectro esencial Jess(ﬁdyhﬁ) del operador ﬁdﬁyg es el
intervalo [0,4/h?] del eje real.

Demostracién: En efecto, sea A € C~[0,4/h?]. Tenemos que A+ Dj,>
€s uno-uno, ya que ()\ - %sen2%> u(p) = 0 implica u = 0. Si para

v € Mj, existe alguna u € My, tal que (A + Dp,?)u = v, entonces
m/h .
ipTTy

_ 1 e"’P*v(p)
_ 2 -1, __
u= A+ Dp%) U—\/% / nghpdp.

A — %se 5
—7/h

Vemos que el operador (A + Dy?)~! es acotado:

[+ th)_IUHiQ(R) =v

1 w/h B ) 1 )
< _ d = —
S — /_W/h [o(p)|” dp e HU”LQ(R)v
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donde m es la distancia de ) al segmento [0,4/h?]. Luego C\[0,4/h?%] C
el conjunto resolvente p(—Djy?).

Tomemos ahora A € [0,4/h?] y consideremos la sucesién de funciones
uy(z) € My, v >0, v — 07 tales que

—1/4 (p—p0)* 1 7T/\}/inpo
— _ —P0 . _ 13 _ 2
uy(p) = o X[=r/h,x/h] (p)e” av PP p, = ﬁ e e dr,
Vv
donde pg € R es una solucién de la Ec. (14) con 3% = —\. Nétese que

ry — /7/2, v — 0. Tenemos entonces que

v-1/2 w/h_po

\/7/ e = 1,

7r/h+po

w17, )

onde 7° = (p — po v. Por otra parte
donde 72 = (p — po)?/2v. P p

16 2
(A + Dh2)uvHi2(R) = H (sem2 hgo sen? th> Uy

L>(R)
8U71/2 /h (p— pQ)
= i / M (p — p0)*F*(p, po)e” dp
v —T
x/h
_ 16v2Mp e Ey
h47“v “/hJFPO
8v/2Myv 5 n _ (/h=pp)?
:}M(\/irv—\[;;e S Rt
donde
1
F(p,po) / sen2 h; ds € C*(R,)
0 &=po+s(p—po)

(lema de Hadamard) y My es el maximo de F(p,po) en [—m/h,7/h].
Luego aess(—Dde) = Oess(Ha,ne) = [0, 4/h2]. O

4. Unicidad de los Valores Propios

Comenzaremos enunciando el siguiente
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Lema 4.1.13. Sea
N
(31) Vi =4m Y G,
k=—N

m >0, N € N, donde 6;;, es el simbolo de Kronecker. Entonces el tinico
valor propio del problema (4) es E = 4 +~%(g) (si se toma el signo +
en (31)) o E = —[%(¢) (si se toma el signo — en (31)), donde

(32) B=v= (2N + 1)mhe/2 + O(c?).

Demostracién: Consideremos primeramente la Ec. (4) cuando V; =
—mxqoy(J), con m >0, £ = —B%(), 3>0,8—0",e—0t:

(—tj41 + 205 — ¥j—1)/B® — X0y () mep; = — B,

de donde tenemos

(33) Yir1+ (xqoy(J) me — 2/h* — B%) h*¢j + 1pj_1 = 0.
Buscamos ¢ = {¢;} con
(34) ||¢||32(Z) =1

para la Ec. (33), y encontramos (3, como funcién de la profundidad me
del potencial {eV}}. Para ello procedemos a resolver la ecuacién

(35) Vit + (Vmh?e — p1(B)); +j—1 = 0,
donde V' es una constante (no depende de j) igual a 0 o 1, y donde
(36) pi(B) =2+ h*p%

Proponemos una solucién {7“{/}, donde 7y denota una constante dis-
tinta de 0 (no depende de j pero si de V'); tenemos ahora la ecuacién
algebraica para 7y

7“‘2/ + (thQg - pl) ry +1=0,

cuyas soluciones son

(37)  rvx = 1+ WW + h\/(BQ ~ Vime) (1 + W%ﬂ) .
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La solucién general de la Ec. (35) estd dada por 9y = {¢v;} con

(38) Yy = AVT€}+ + Byri,_,

donde Ay, By son constantes arbitrarias . Asi, la solucién general de la
Ec. (33) estd dada por ¢ = {¢;} con

Vi = x101(J)¥1,5 + xz~q0} (F)%0,5 -

Para satisfacer la condicién (34) hacemos C = Ay + By, By = Bxz+(j)
y Ao = Axz-(j). Asf

A, < -1
(39) Y = c, j=0;
Brl, j>1,

donde 74+ = 7rg+. En particular

T/’—Q = AT;27 1/}—1 = ATll) 1/}0 = Cu

“0) Y1 = Bry, to=Dr?.

Pegando las tres secciones de (39) observando que (33) es satisfecha
cuando j = —1, 7 =0y 5 = 1 tenemos

Yo —p1p_1+¢Y_2=0,
Y1 + (mhe —p1)bo +9_1 =0,
Yo — p1ip1 +1po = 0.

Sustituyendo las correspondientes 1);’s dadas por (40) en estas ecuacio-
nes obtenemos

C —plArll + Arjrz =0,
(41) Br_ + (mh% — p1)C + Ar;t =0,
Br? —pBr_ +C =0.

Este sistema tiene soluciones no triviales para A, By C si

—piry 4y 0 1
(42) rit r_ mh?e —p; | =0.
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Note que
h232 h2 32
(43) ry = 1+ 5 £ hp\/ 1+ b )
2 4

el cual se obtiene haciendo V' = 0 en (37); ademds, note que ryr_ =1,
r4+ +r_ = p1. Por lo tanto, simplificando (42) se convierte en

-1 0 1

r_ r_ mh?e —p1 | =0.

0 -1 1

Esto nos provee la ecuacién
2r_ +mh?e —p1 =0,

de la cual, de acuerdo a (36) y (43), podemos escribir en su turno

(44) m%—mﬁﬂ+h?220

Considere la funcién

(45) pxgﬁ):nm€_2m/y+”f%

Asi tenemos que la funcién Fy(8,¢) es continuamente diferenciable en
cada argumento. Ademds, F;(0,0) = 0, y como

9 h2 2
86Fr R ,;}562:
tenemos que [03£}](0,0) = —2. De aqui que, por el teorema de la funcién

implicita, la solucién §(e) para [ de la ecuacién secular (44), la cual
tiende a cero cuando € — 0, existe, es tnica y estd dada por (47). Para
encontrar esta tltima expresion tenemos, de la Ec. (44), que

(46) mhe = 264/1+ h2fz .

Ya que

232
1+@f7:1+0m%%
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cuando 8 — 0, sustituimos la tltima expresién en (46) y obtenemos

(47) 5= mThg +0().

Resolviendo el sistema (41) tenemos que A = B = C. Aqui la constante
libre, digamos C, se determina por la condicién (34).
Consideremos ahora la Ec. (4) en el caso en que V; = mxoy(j),
m > 0. Suponga ademds que E = 4 +~2(¢), v > 0, v — 0%, ¢ — 07.
Por un proceso analogo al precedente también tenemos que 7 es tnico
y estd dado por v = mhe/2 + O(g?). En forma similar, consideremos la
Ec. (4) cuando Vj estd dado por (31), es decir, cuando V' es un potencial
discreto de barrera (tomando el signo + en (31) o pozo (tomando el signo
—) que tiene altura o profundidad m, respectivamente, sobre [—Nh, Nh],
y que vale 0 en cualquier otro lugar. Suponga ademas que E = 4+~ (¢)
(para la barrera) o E = —3%(¢) (para el pozo), 3,7 > 0, 3,7 — 0T,
e — 0T. Por un proceso andlogo a los de los potenciales previamente
analizados en esta demostraciéon podemos ver que (3 o ¥ son tnicos, para
los casos del pozo o la barrera respectivamente, y estan dados por (32).
O
Ahora vamos a abordar la cuestién de la unicidad de los valores
propios para el problema (4). Tenemos el siguiente

Lema 4.1.14. Supongamos que existe algiin valor propio E = —[3%(e),
B>0,8—0",e— 0", para el problema (4). Entonces para € suficien-
temente pequeno tal valor propio es unico.

Demostraciéon: Sea el operador ﬁ[dl’h’g : €y — €5 tal que

Ha, {05} = { =1 — 2005 + j-1)/h* — moex_(r, (r) ()¥5 )

siendo R la referida en (5) y my el definido en (6). Observemos que este
operador es un caso particular del operador I;Tde, lo que podemos ver
sustituyendo en el lado izquierdo de la Ec. (28) el potencial V; dado por
el signo negativo de (31), con m = mg y N = [R]. El potencial discreto
del operador fldhh’s es un pozo rectangular de profundidad mg que va
de —[R]h a [R]h. Este potencial lo expresamos como

{Viay = —mo {xyjez>ljj<ry(4) } -

Recordemos que Hgq, . y Hqpe son autoadjuntos. Por otra parte tene-
mos que los potenciales de ambos operadores estan acotados por debajo
por —my, a saber,

(48) —mo <V <V, jEZ.
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Luego ﬁdl,h,s y ﬁdh’s son operadores que estan acotados por deba-
jo. En efecto, observemos que —Dd7h2 es un operador no negativo ya
que pasando a la transformada de Fourier F de su interpolacion de
Whittaker-Kotelnikov tenemos

FoKotp 4 Tl'/h

(=Dan* {95}, {¥5}) senQ%\\iJvh(p)‘de > 0,

ﬁ —7/h
de lo cual

(Hape{s} {w5}) > 52‘@'\%’? > —emo|{}|7,(z)-
J

También, de (48) y del hecho de que el dominio de definicién de estos
operadores es todo el espacio de Hilbert £2(Z) puede verse que

ﬁdl,h,s < ffd,h,e-
Luego, siendo

NAT), YeR
la funcion de distribucion del espectro de T sobre el intervalo (—oo, \),
se cumple que ([2], Secc. S1.3, Prop. 3.1 y [14], Teorema 1.6)

N (0; ﬁd,h,a) <1

para ¢ suficientemente pequeno, ya que, segtin la conclusién del Lema
4.1.13,

N (05 Haype ) =1
en este caso. Asi, hemos mostrado que para ¢ suficientemente pequernio,

el valor propio del operador Hy, p, ¢, si existe, es unico. ]
De manera andloga, tenemos el siguiente

Lema 4.1.15. Supongamos que existe algin valor propio E = 4/h? +
Y2(e), ¥ >0, v — 07, ¢ — 0%, para el problema (4). Entonces para e
suficientemente pequeno se tiene también la unicidad de tal valor propio.

Demostracién: En efecto, la Ec. (4) con las condiciones ahora men-
cionadas se puede reducir a

1
72 (Vi1 + 205 + 1) — eVihs = =74y, {4} € Lo,
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Definimos el operador H ! pe s €2 — L2 como aquel tal que

(49) Hiyp A7) = Dap” {5} + (Vv

donde Dq ' : €2 — €3 es tal que actia de la forma

Dap (45} = 1 (Y541 + 205 + 51}

y {V;'} = —{V;}. Ademaés el operador ﬁ(/h,h,s : £ — L2 es aquel tal
que

Hy A5} = {51 + 20 +5-1) /R — mbex (i, 12y ()5

siendo R la referida en (5) y m{, el que corresponde a V;" segin (6).
Note que H. (’11 1. €s un caso particular de H) , .. Como se da la igualdad

(30), el operador Dqp’ ? es simétrico y, por su dominio de definicién,
autoadjunto. El operador de multiplicaciéon por una sucesién finita cuyo
resultado es la sucesién en el dltimo término de (49), es autoadjunto y
compacto en £2(Z), ya que la simetria de dicho operador viene de que
V;' € Ry la compacidad se ve de manera similar a como se hace para
el operador de multiplicacién por una sucesién finita de (28). Tenemos
entonces que H éh,h,e y ﬁé’hﬁ son también autoadjuntos. Ademaés los
potenciales de ambos operadores estdn acotados por debajo por —my):

(50) < Vi < VY, jEZ.

-~ -~ [ . 2
Por ello Hc/h,h,s y Hé’h’e estédn acotados por debajo, ya que Dq ' es un
operador no negativo, a saber,

FoK 4 [Tk —
<Dd,hl2{¢j},{¢j}> = h2/ /hcosﬂgj“l’h(p)\de > 0,

de lo cual R
(Hy g A5}, {05}) = —emi | {6 7 2

También, de (50) y del hecho de que el dominio de definicién de estos
operadores es £2(Z), puede verse que

3 7!
Hy pe <Hgpp-

Luego podemos concluir que

N (Oa ﬁ(,i,h,a) <1
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para e suficientemente pequeno, ya que
N (05 ) =1

para este caso segtin lo dicho en la conclusiéon del Lema 4.1.13. Asi,

hemos mostrado que para ¢ suficientemente pequeno, el valor propio del
A, . . s .

operador Hdl,h’g, si existe, es unico. (]

5. La Solucién Asintdtica

En esta seccién daremos, considerando

[R/h]

(51) Y yi<o.

j=—[R/M

en la Ec. (4), la construccién de un vector propio asintético uniforme
¥, = {¢n;} del vector propio normalizado 1 (en adelante en esta sec-
cién omitiremos el subindice fijo h), dado por

&) [ i An(p)

52 g = / e dp,
(52) VoY A ,;%sen2% + (eBy)?
donde
(53) An(p) = ap(p) + ear(p) + ... + € an(p),

1 [R/R] -
_ —ihpj
ao(p) - [R/h] ' Z ‘/Je 9
oV j=—[R/h]
j=—[R/h]
i [R/h]
(4)  Bu=fotebit "B fo=—5 D,V
Jj=—[R/h]
siendo (31, ..., (B, determinados por el sistema de ecuaciones (98)—(103).
Las funciones ag(p), k =1, ..., n son analiticas en la banda
(55) By ={2€C| [Imz| <7/h}

y se determinan por medio del sistema de ecuaciones (98)—(103) tam-
bién. c(e) es una constante de normalizacién dada por

(56) c(e) =3 (dy + dye- -+ dne™), do = ,
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donde los valores restantes di, do, ..., d, se determinan mediante el
sistema de ecuaciones (125). 1,, pertenece al valor propio

(57) E=—£’B2+0(s"9/?)
y satisface las condiciones

[9,]l = 1+ O™ ™),
(58) [ — 4, | = O(e"1/?)

cuando e — 07. La norma es la de ¢3(Z). El proceso de esta construccién
se modifica ligeramente cuando Z[_R[g?h] Vj = 0 (véanse [19], [20]) ¥

cuando Z[_R[é%h/]h} Vi > 0.

Definicion 5.1.16. Denotemos por 2, el espacio de funciones anali-
ticas sobre By, continuas en su cerradura y 27 [ h-periddicas. Usamos
la norma del supremo en Qp, ||¢]| = SUD.ep., |p(2)| para todo ¢ € Q.

Buscamos la solucién aproximada de la ecuacién (26) en la forma (pres-
cindimos del subindice h)

- An (p)
59 n - )
( ) 4 (p) %SGHQ% + 523721

donde A, (p) estd dado por (53) con las funciones ax(p) € 2, para
buscar la asintdtica respecto a e, suponiendo que ag(p) # 0 y denotando
explicitamente

(60) B,=00+¢eb1+...+&" 6.

El nivel de la energia aproximado es

(61) E, = —?B2.

La solucién buscada deberd satisfacer las condiciones de normalizacion
(62) ap(0) =1, ar(0)=0, k=2,...,n.

Construiremos tales valores de 3y, (1, ..., B, y funciones ao(p), ...,
an(p) de forma que ¥, (p) satisfaga la ecuacién (26 ) hasta O(e"t1),
donde [|O(e™™)||,®r) < Conste™ !, Sustituyendo (59) y (61) en (26)
obtenemos una ecuacion equivalente

e [T W(p—p)Aup)dp

(63) An(p) = — :
" V2r Joan osen?™ 4 £2B2
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Requerimos el desarrollo asintético de la integral

(64) /[_ &dz

4
w/h,m/h]| pSGHZ% + ﬁz

cuando 8 — 07, donde ¢(z) € Q. El integrando en (64) es singular
en el origen cuando § = 0. Note que, por los ceros de la expresion
%sen2% + 2, la continuacién analitica ¥,(2) de ¥y, (p) a todo el plano
complejo C tiene polos simples 2k7/h=+ 23 p,, k € Z, donde 25, esta dado

por

2 h 232
(65) Zﬁ,h:—zln<—2ﬁ+ 1+hﬁ).

h 4

Sin embargo, 23, son las singularidades de U}, en |Re z| < m/h cuando
B — 0T. Usamos entonces el método basado en el cilculo de residuos
(vedse [4]). Cambiamos el contorno de integracién en el plano complejo
en tal forma que el polo z = 23, esté alejado de él. Introducimos asi el
contorno

(66) Tsp:=[-m/h,—1U{p+ig:p*+¢*=1, ¢>0}U[L,7/hl
Si
(67) B < Zsenh’

entonces zg j, estd localizado debajo de I's . Por el teorema del residuo
de Cauchy,

P(¢)d¢
[=7/h,m/h] %serﬁ% 4
d .
- / 44 ¢(2C}3Ci_62 + 2m<£{fshi‘ d;(hCC)+/32
o, zSen’ B.h 7zSEN"
P(¢)d¢ m hzgn
= S ——— + = ¢(28,n)5€C——.
Fé %serﬁ%—{—ﬁ? B (z6.) 2
Consecuentemente
$(¢)d¢
[—7/h;m/h] %serﬂ% +B2
(68) T s
d T .
- [ ilzs).

4 2 h¢ 2 232
7 prsen” o + 3 3 /1+h4ﬂ
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Atendiendo ahora al tltimo término de (68), evaluemos el desarrollo de
¢ en ¢ = zgp, haciendo primero la siguiente

Definicién 5.1.17. Para cada © = {zp} e y = {ym}, ym € C, m =
0, 1, ..., definimos

Yj, k=1;
69) ;W) =9 n62  aGk
A ,Z Yio * Yi Y51 (5, k)— g k>1;
j2=0 Jk=0

(70)  di(z,y) = zrcrj—k(y)
k=0

dondejk:(), 17 R jl(j?k):
r—j(r)

GG =3 =30 drs 3(r) = xnqzy(r ZJT1<J, r=2,
T1= =2 1= 2

Lema 5.1.18. Sea ¢(z) € . Entonces
(1) dilzgal) = Y di(d, D)(B)" + Un(h3) + O((hB)" )
k=0

cuando 3 — 0T, donde

_ {¢<m><o> .m}
= TZ R

24 (—1)F
(72) l= {lm}7 I = _E (k}—|—)10k+1’m_k(b)
k=0
_1/2’ m = Oa
(m+1)/2(m_1)/2 2%y —1 ,
b={bn}, bn=14¢ (—1/8) k:H T, M odmpar;
1=
0, m par > 0.
'n+1M n+1 1
(73) Un(hﬁ) _ ? n(};ﬁ')(hﬁ) / (1 o Z)n¢(n+1) (ZZn(hﬁ)Z)dZ
: 0

chﬂj (hBY +O((hB)"),
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ﬁ) = ch<h/8)j + O((h/B)nJrl)? Cj = _dj(aﬂ b):

j=1
0, m = 0;
CL:{(I }, Ay, = _1m—1
(R R
m

Demostracién: Evaluemos el desarrollo de ¢ en zg j:

¢(il25.nl) Z

Factorizando (i[z3,|)" en el integrando, haciendo z = (/i|z3| y sim-
plificando obtenemos

1 [ilzen] .
Dlzaal) o [ SO sl - )

" k)
s(lzsnl) =32 ozl

(74) =

1
o [ (1= 2 0 iz 2)d (i)
*JO

Ahora expresemos cada una de las potencias de zg, en serie de potencias
de hp. Para las sucesiones a = {an} vy b = {bn}, am, by € R, m =
0, 1, ...y la serie

(75) Z bzl + 0", by #£0, z—0
j=0
se tiene
n k
(76) > bzl + 0z Z crj(0)27 +O(z" 1),
j=0

k € N, donde ¢y, j(b) se define de acuerdo a (69), y

(77) zn: zn: arcr ()2 + 0" =D " dj(a,b)2’ + O(z"1),

k=0 j=0 Jj=0

con dj(a,b) segin (70).
Ahora, desarrollando el radical que aparece en (65) en serie tenemos

h252 n )
(78) 1+ = [(hB) + O((hB)")
V 4 ;ﬂpﬂ
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para cada n € N, con
L, J=0;

0, J impar;
(79) pj =

(=1) is2 %k 2k —1
23]/2 H k1410

7 par > 0;

de alli que
hs ()2 S » ni2
(80) In| =+ /14 | =l | D pi(h) +O((h)"*?) |,
=0

redefiniendo p; = —3%. Escribiendo (80) como In(14+vhf3) su desarrollo
es

(81) >k (mB)F + 0w (hB)" ),
k=0
con
0, k= 0;
ak‘ = _ k—1
D,

Podemos expresar v en la forma (75) (con b; = pj+1); elevando esta
expresion a las potencias p y n + 1 respectivamente, aplicando (76),
sustituyendo los resultados a su vez en (81), aplicando a continuacién
(77), y observando que ¢g = 0 llegamos a

n

2.0 = Zn(hB) = D c;(hB) + O((hB)™HY), ¢; = —2d;(a,b).

j=1

De esto

n k
2l = (hﬁ)k{(z lj(hﬁ)j> +0((hﬁ)”+1)}, = cjsn
j=0

Aplicando (76) tenemos

(82)  |zpnl* = <chj (hB) +0(<hﬁ>““>>, L= {ln}
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(83) = ch,g (hB)ETT 4+ O((hB)™™).

Sustituyendo esta ultima expresién en (74), aplicando luego (77) y sus-
tituyendo nuevamente lo indicado en (82), (83) nos queda

(k jntl n+1
il = 3 2 ><hﬁ>’fﬂ+{+(7’?f)+

k=0 j5=0

(84) X /0 1 (1—2)"pntD (z
J=1

X (Z cnt1,i (1) (hB)! + 0((%)”“)) } +O((hB)™H),
j=0

con Uy (hB) dado en (73); simplificando (84) obtenemos (71). O

n

I+ 0(( h,@)”“)] z> dz

Sustituimos (71) en la Ec. (68) y multiplicamos ambos lados de la

ecuacion resultante por 34/1 + h?(32/4, teniendo

“r ) e
ﬂ\/i(f[—ﬂ'/h,n/h] /Fs,h> isen%z +,32

h2
™ (Z di (¢, ))R"B* + U, (hB) + O((hﬁ)"“)) :
k=0

Sustituyendo (78) en la ecuacién anterior se tiene

n o d
) ﬁ<zpjhjﬂ]+0((hﬂ)n+l)> (/[ /h./h] _/r )%
- —mn/h,T s,h J Rh2 2

7=0
— (Z di(, DB + U (1) + O((hﬁ)"“)) .
k=0
En (85) sustituimos 3 por
(86) eB,,

#(C) por ¢ (¢) = W(2—()An(C), con W(z—() continuacién analitica de
W(p—1p'), y sustituimos también la primera integral en el lado izquierdo
de (85) por —A,, (2)V2m/e, al tener en cuenta (63). Nos queda
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(87) eB, (zn: pj (ehBn) + 0O ((eh Bn)n+1))

Jj=0

x <_Vf7 A [ W= QA )

Tun %senz% + (¢Bp)?

ﬂ(idk(w) (chBa)* + 0<<sth>"“)>’
k=0

donde ¢, = {iqu,(f)(O) /q!}. Definamos el operador integral Tg ., :
Qn — Qp por la férmula

1 W (z — Qp(¢)d¢
V2mJrg,, %senZ% +e2B2 ’

Note que T, es acotado. En efecto,

1 Wz — Qp(C) d¢
Ver Jr,, hgsenzhc +e2B2

[T,n,nAl(2) =

1Tl = sup

ZEEh
L [ 12 Qdc
T V2 zGBh \}fQ sen? hc +e2B2|
|d¢]
2hc +€2B72L|

para alguna constante adecuada C’S,h. Por lo tanto € ||Tnn| < 1 para
¢ suficientemente pequeno. Entonces de (87) se sigue

—V2r B, (Z pe’ W Bl + O (E”Hh”HB:;H)) (1+eTppn)An(z)

Jj=0

n
donde 1 es el operador identidad. Finalmente tenemos

—V2m (Z p;el W BI 4+ O (e”“h"HBg“))BnAn(z)

J=0

(88) =mx(1 +5T5,h,n)1<i di(¢,,,1)e*hEBF + 0((gth)"+1)>
k=0
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Desarrollando el producto B, A,,(p) en serie de potencias de € obtenemos
n k ~
(89)  BuAu(p) =) " (Z ﬁlak_z<p>> + " Ro (e, B, @n),
k=0 1=0

donde ﬂn - (/807 /Bla DI /371)’ (_ln — (CLOa ay, ..., an) yRO,n('v Yy ) €s
un polinomio en sus argumentos.

Considerando el lado izquierdo de (88), sustituimos el producto
B, A, (z) por la expresion dada por (89) y An(z) y By por los desa-
rrollos (53) y (60). Tenemos

—V27 (Z P’ W B 4+ O (5”+1hn+133+1)>BnAn(z)

=0

= \/%<Z Z pjhjcjym(,@)ngrj + "R (e, Bn) + O(5n+1)>

7=0m=0

X ( kzk(z) +5n+1R0,n(57Bnaan)>
k

9
=0

90) = —\/ﬁ{i

k=0

k
(Z d;(p, ﬁ)ikj(2)> e + 0<e”“>}

=0
donde B = {8}, ix(2) = b Bar—1(2) y p = {p;jI7}.

Consideremos ahora el lado derecho de (88). Calculamos

—~

Wz =) = (1w (z - ¢), AP0 =Y a0,
=0

por lo cual aplicando la férmula de Leibniz tenemos

n k
WO=33 (’;) (1O (z — Qat D (¢)el,

1=0 j=0

Luego
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Entonces, por sustitucién de (91) en lugar de di(¢,,,1) en el primer
término del argumento del operador (1+ &g ,.,)"" en el lado derecho
de (88), dicho término puede expresarse como

(92) > di(¢,, DEFRFB) = ZGM e+ O(em™)
=0

k=0

donde

G (2 thG2mkm z),  Gagu(z Zlem 2)Chi—m(B)-

Escribamos el lado derecho de (88), mediante la sustitucién (92) en lugar
del primer término del argumento de (1 + &Tj3p.,) ", sustituyendo a
su vez esta expresion de dicho operador por su serie de Neumann, y
desarrollemos el producto resultante:

(93) T (Zn:(_l)lngé,h,n rben n)( Z Gl kl kl + O(5n+1)>

- k1=0
n k
— W{Z<Z(_I)I&'ZTé,h,nGl,k[(Z>>5k+ O(gn""l)}’
k=0 \ =0

donde Toh =1y Tisenn = (— 1)”+1T57;1n(1 +&Tppn) L. Sustituyendo
(90) y (93) en los lados izquierdo y derecho de (88) respectivamente,
obtenemos la igualdad

n k
(94) m{z (Z (P, m_j<z>) &+ 0<e”+1>}
k=0 \j=0
= w{zn: Gr(2)ek + O(E"“)}

k=0
k
donde Gi(z Z ZHTé’h,nGLk_l(z). Notemos que
=0
(95) Gk(z) = —(Gl,k(z) + Tﬁ,h,nkal(Z»-

Después, calculando los coeficientes de €9, ¢, €2, etc., observando tam-
bién cémo figuran Bg, ..., Bn-1, Gn-2, an_1, a4y en los coeficientes de
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g™ en ambos lados de (94) y teniendo en mente (95) en el lado dere-
cho de (94), obtenemos una igualdad entre dos series de potencias de &
equivalente a la ecuacion (85):

(96) \/%{,30@0(2) + s(ﬁgal(z) + ﬁlao(z))

+¢? (ﬁo@(z) + fra(z) + ﬂgag(@ + ﬁ2a0(z)>

n—1/ k k—j
+Z<szg B)Biay—j-i(z )) g

k=3 \J

"( d;(p lan—j—z(2)>} + O™
7=01=0

+ eﬂ{ﬁo [iao(0)W'(2) — iaG(0)W (2)]

3

= —mag(0)W(z2)

L W(z ~OW(Q)
Ve e, T en? 1 4 2p2" ao(0)d¢ — al(O)W(Z)}

+ 6271'{/80 [ia1 (0)W'(2) — ia} (0)W ()]
+ B [iao(0)W'(2) — iap (0)W (2)]

+ 32

Sao(O)W () — ah(O) V') + ;a5<o>w<z>]
1 Wi(z—()

V2r Jr,, % sen? % +e2B2

X (ﬁo [ia0(0)W(C) — ian(0)W (C)] — a1 (0)W(¢)

1 W(C WW(G)
Ver Jr,, 7z 4 sen? hCI +e2B2 a0

— CLQ(O)W(Z)}

ao(0)d¢; )dC
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n—1 B ~
+3 EkTr{Pk (ﬂo,k,l, a$)_1(0), W(z), W(z), ..., W (z))

k=3
W (p— QG- 1(C)dc}
\/ﬂ Ton h2 sen? hC +¢e2B2

+ 6"7?{ Go [ian,l(O)V/(z) - m;_l(o)W(z)}
+ B1 [ian—2(0)W'(2) — ia;,_5(0)W(2)]
+ﬂ§Emlxmw”@>¢%xmwﬂ@>%}44wnvwi

+ By (Byn-z, a0)5(0), W(2), ..., WO(2))
+ o1 [iao(O)W'(2) — iap(0)W (2)]

1 W(p —¢)Gn-1(¢)
"V oy s 1 25 (W%
+ O(e”“)
donde
(97) Bplﬂ’ = (ﬁplv ceey ﬂr)v pl < T;

) C_Lp1,7“(<) = (Clpl(C), cee ar(C)), 1<
ﬁ = (507 RN ﬁn)v EL(C) = (CLO(C), ey an(C))’

az(a?,r(o = (agll), ey aq(jrfpﬁl)) ) a?(¢) = (aéil), ey aﬁf”)),

Sk, P, parak =3, .. —1, Ty, Ry, Sn+1, Pat1, @nt1 son polinomios
de sus argumentos que contlenen solamente los términos proporcionales
a potencias de W(z) (o a potencias de W (z —iZ,(chBy)() para Qn+1)
y sus derivadas.

Ya que sen(1/2) < |sen(z/2)| cuando 1 < |z| < 7 y a consecuencia de
(67) se tiene que |eBy,/[(2/h)sen(h(/2)]| < 1 para ¢ € I's, si h < 1. Por
lo tanto reconocemos en los integrandos de (97) una serie geométrica
convergente:

o
1 — QmBQm
E -
75 4 sen? hC +e2B2 % 7< = A% sen? 74
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Hacemos justamente esta sustitucién en (97) y desarrollamos W (z) en
serie. Igualando los coeficientes de e, k =0, ..., n en ambos lados de
la ecuacién resultante obtenemos el sistema de ecuaciones para S, a,

k=0,1, ..., n

(98) Boao(z) = \/Zao(O)W(Z),

(99)  foar(z) + Prao(z) = \/Z{ﬂo [iao(O)W'(Z) — iag(0)W(2)

o W(z—¢)
dm Jr,, sen2%

ao<c>d<] - a1<o>w<z>},

(100) foaz(z) + fraa(2) + Baaol2) + 5 B 2)

— \/Z { Bo [ial(O)W/(Z) —iay(0 / sen2 hg dC]
1
2%

500" (=) — ah(O)W' (=) + Laf(0)W (= >]

+ 32

2 Y
+ By [ia00)W(2) — iahOW () ~ - [ W(zhf)ao(C)dC]
s,n SEI -5
— GQ(O)W(Z)},

(101)
Boaz(z) + Praz(z) + éﬁgal(z) + Bea1(2) + §5§ﬁ1ao(z) + B3a0(z)

= \/z{ﬁo [iaz(O)W’(z) — iy (0)W (2) — il Wiz—0)

dr Ton sen?hC

az(C) dC]
2 1 " / ! 1
+ 0[5 OW(2) ~ O (:) + Gl O ()]
08 b O (2) = 5ian( O () + Gia OW ()
1

52%( YW (2) + %iag(O)W”(z) - éiao(O)W"’(z)
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ht Wi(z—-¢ h? Wiz —
167 Jr, , sent %> 327 Jr,, sen? o
h? W(z—()

ar Jr,, senz%

ao(QdC}

L [m1<0>W'<z> i ()W () - () dc]

T ol [ao<o>w’/<z> 2a ()W () + a&O)W(z)}

oW ) i ) - - [ TS0
- oW |
(102) Boar(2) + Brax1(2) + ...
)+ 30 S B) (2

J
[ Wz = Sk (Box-1, aopn(
Cun sen'k %

+ P (B, aih1(0), W), W(2), .y W)

(103) Boan(z) + Pran—1(2) + Poan—2(z) + ..
n n—j

co+ B 1CL1 +ﬁna0 +sz] 5lan —j— l( )

7j=11=0

{ Bo [ian_l(O)W/(z) —ial, _1(0)W(z)

n? -
s W(;hf)an_lwc]
2

47 Fs,h se

+ 63 5

an 2(0)W"(2) — ay, (0)W'(2) + 1% z(O)W(Z)]

h? W(z—()

+ 1 [ian—2(0)W'(2) —iay,_5(0)W(2) s n2hcan—2(C)dC]
P

sen’n

W(z = Q)T (Bsn—2, G2,n—3(C)) dC
“J. i
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+ Rn <B3,n72a ag,)n—{i(o)a W(Z)v ceey W(n) (Z))

2 L
w wao@)dc]

am Iy, sen‘3

+ Bn-1 [iao(O)W/(z) —iag(0)W(2) —

- an(O)W(Z)}
Lema 5.1.19. Fl sistema (98)-(103) tiene solucion inica bajo las con-
diciones ap(0) = 1, a1(0) = 0, ..., (62) y sus soluciones ap(z) € Qn,
k=0,1,....

Demostracién: Poniendo p = 0 en (98) y teniendo en cuenta que por
(51) (notemos que para p € [—/h,/h], W(p) = [Va(a)] (7))

[R/h]

(104)  W(O Z / sencr(z/h — j)d ZV <0,

j=—[R/h]

obtenemos

(105) Bo = —\/gW(O)

Por la condicién ap(0) = 1 obtenemos de (99)

W(2)
w(0)

(106) ao(z) =

Fijemos z = 0 en (99). Por (106) y la condicién a1(0) = 0 obtenemos

R WOW(=0)
R Sy TS

I,  sen*3

(107)

Ahora encontremos a;(z) de (99). Sustituyendo (105), (106) y (107) en
(99), y tomando en cuenta el hecho de que ao(0) = 1, obtenemos

W(m\f WEW0) - W'<o>w<z>]

W(QOW(z—-¢)
4\/ﬂW /Sh sem2hC &

(108) ai(z) =

P LA O / WEOW(=0) 4
44/ 27r Tsn sen2
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Observamos que de hecho a;(0) = 0. Procediendo andlogamente, ob-
tenemos 3, y a, suponiendo que conocemos 3y, 51, ..., Bn_1, Qo, a1,

4y Gp—1, y que ax(0) =0, k=2, ..., n— 1. Buscamos a,(z) tal que
an(0) = 0. Poniendo z = 0 en (103) y tomando en cuenta el hecho de
que ag(0) = 1, obtenemos

(109) B, = Bo[—i\/za;_l(o)W(o)

/ W an 1(C)
4\/27r Tun ser12hC

F ot Bua [z’\/ZW/(O) - i\/?ag(O)W(O)

/ W CLO
 4/or r., sen? he

2
esto es, [, estd determinado de manera unica. Sustituyendo (109) y o,
Biy -ovy Bn-1, ag, a1, ..., ap—1 en (103) vemos que a,(p) se determina
en forma tunica puesto que [y # 0. Y asi no es dificil ver que de hecho
an(0) = 0. O

Del Lema 5.1.19 y de (98)-(103) se sigue que B, y A, expresados en
términos de los valores 0y, ..., O, y las funciones ay, ..., a, mediante
(53), (60), resuelven la ecuacién (63) hasta un orden mayor que O(e"+1)
en la norma de La(R). Para demostrar esto, consideremos el coeficiente
de "1 en (97). Tenemos que P11 € Qp, ya que W(z2), ax(z) € Qp,
k=0,1, ..., n. El primer sumando en el coeficiente en ¢"t! pertenece
a §, por la finitud del contorno I's j, y la misma propiedad para W (z) y
ar(z). Finalmente, el tercer sumando en el mismo coeficiente pertenece
a )y de igual manera. Esto significa que

(110) ﬁh,awn = Entn + O(€n+1)
en Lo(R).

A continuaciéon multiplicaremos la solucién aproximada ), por cierta
constante c(g) para que la norma de la funcién propia asi obtenida (es
decir, normalizada) W, satisfaga la condicién de normalizacién

(111) [T, =14 O0(E™).

i

(©)

dC];

De (59) y la identidad de Parseval se sigue que

(112) n(2)] = ( / T An()Pdp >/

h
—n/h |7zsen?"P + 2 B2|?
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Notemos que [y > 0 por (54) y (104). Asi, para e suficientemente pe-
quefio tenemos |B,| = B,. De (60) se sigue que la expresién (B,,)~%/2
es analitica en £ para € pequeno. También necesitamos la asintética de
la integral en (112). Para obtener el primer término de esta expansion,
usamos el siguiente método. Hacemos la particion de la unidad forma-
da por las tres funciones x123(p) € C tales que x2(p) = x3(—p),

>ixilp) =1y

0, p€[—n/h,—7/2h| U [r/2h, 7/h];

x1(p) =
17 pc [_1/h’ 1/h]>
0, pel[=n/h, 1/h];
x3(p) =
1, pe€|[n/2h, ©/h].
Luego
/i A% (p)dp S A2 (p)dp
b 5 = ZXj(p) 5 2
—m/h (%selﬁgp - 52B%) —7/h =1 (%sen27p + 523%)
w/h A2 d
(13) - [
—n/h (%serﬁ?p + EQBEL)
w/h A2 d
(14) 7 (o) )22
—m/h (%senz% + EQBEL>

Haciendo el cambio de variable ¢ = %sen% en la integral (113) la po-

demos escribir

2/h X1 (%aresen%) A2 <%arcsen%) dq
(115) /

~2/h (¢ +e2B2)’ /1_%

) /ﬂ/h k1(q)(1+ O(q) + O(q)O(e)) (1 + O(¢?))dg
3k (q2+523%)2

ya que sucesivamente (tomando en cuenta las condiciones de norma-

lizacién (62) An(p) = ao(p) + O(p)O(e), ag(p) = 1+ O(p), A2(p) =
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1+ 0O(p)+ O(p)O(e), %arcsen% = O(q) y por ende A2 (%arcsen%) =
14 0(q) + O(q)O(e), y donde k1(q) € C*®y

(@) =1 ( Farcsen”
k1(q) = x1 hacse 5

0, g€ [-2/h,—V2/h]U[V2/h, 2/h];
2 1 2 1}7

1, qe€ [—Eseni, seny

Luego la integral (115) se puede sucesivamente escribir

(116) /ﬂ/h _Aun(9)dg /°° (14 0(q) + O(q)O(e) ) dg
v (¢ +e2B3)" e (¢ +e2B2)°
donde
k1 (q) A2 (%aresen%)
Al,n(Q) = —
1- 22

estd en CF° y su serie asintética es 1 + O(q) + O(q)O(e). Haciendo
otro cambio de variable, ¢ = eBt, en (116), dicha integral la podemos
expresar como

1 (1 +0(e) P, (B,E,t))dt
€3B%/£, (12 + 1)

(117) :573B;3<E—%00ﬂ>,

2

tomando en cuenta (62) y el hecho que

dt
/R(t2+ 72 =x/2.

Por otra parte, la integral (114) podemos escribirla como

U / (x2 + x3) () A2 (p)dp
16 9 9 2
1/h<|pl<n/h sen4% 1+ EiBnh
%sen27p
— Const? i (x2+ x3)(P) (1 +O(g)) (1 + O(e?B2)) dp
B 4hp
1/h<p|<n/h SeRT
/M x3(p)dp
(118) = Const? h4/ S+ 0(e),
1/h  sentZf
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>

yva que csc? F = csc? %(1 + O(p)) y x2(p) = x3(—p). Sustituyendo

(117) y (118) en (113) y (114) respectivamente tenemos que

w/h A2
—m/h (%serﬁ% + EQB%>

w/h
=c3B;3 (g + O(s)) + Const? h4/ xa(p)dp +0(e)

4 hp
l/h sen o

por lo que la norma

atalll = 28,97 (3 +00) " =m0 (|2 4+ 00)

(120) =%W%*ﬂ¢20+0@>

Aplicando argumentos similares a aquellos del Lema 5.1.18 y toman-

/

o -3/2 . .
do en cuenta la analiticidad de B, podemos escribir la expansion

asintética de la norma (112):

(121)  [[¢n ()]l
=32 Iy (B, alp)) + ... + €"ln (B, a(p)) + O]

cuando € — 0. Luego, de acuerdo a (120) el término principal Iy (B, a(p))
es

(122) /228"

Vamos a normalizar la funcién propia 1, seleccionando la constante
apropiada c(e). De (121) se sigue que esta constante tiene la forma

(123) c(e) =2 (dy + die + ... + dpe") + O(e"T/?),

Multiplicando la expresién (121) por la que es para |1, ||, obtenemos

(124) C(e’:‘)Hl/JnH =dply + (doll + d1l0)€ + ...

+ (dolp + -+ -+ dplg)e™ + O(e™).
Ahora es claro que podemos hacer este producto igual a 1+ O(e"*1).
De hecho, para este fin, es suficiente resolver el sistema de ecuaciones
con incégnitas d;, 1 =0,...,n:

(125) dolo =1, dolp+---+dglp=0, k=1,...,n.
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Esto es posible ya que ly # 0 por (122). Ademés,

(126) do =1/ L.

As{ hemos encontrado la constante c(g) tal que la funcién propia apro-
ximada

(127) W () = e(e)ipn(z)

satisface la condicién (111). Es evidente que esta funcién propia norma-
lizada W, satisface (110) con un nuevo término residual O(e"*13/2),
1.€.,

(128) Hp oV, = E, 0, + 052 n=0,....
Esta normalizacién fue necesaria para la aplicacién del siguiente

Lema 5.1.20 (Lema 1.3 de [11]). Sea T' un operador autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Sea p algun punto sobre la recta real, r la distancia
de p al espectro del operador T. Entonces para cada g € D(T) es vdlida
la siguiente desigualdad:

(129) rlgll < [[(T = wyg]|-

Este lema nos provee de un fundamento riguroso para esta construc-
cién. Para aplicarlo consideramos el operador discreto de Schrodinger
ITI;M; (dado por (25)) como el operador T' del lema. El espacio de Hil-
bert H en este caso es La(R). Vamos a sustituir la distancia del valor
propio aproximado E, al espectro en vez de r en la desigualdad (129)
y la funcién propia aproximada V,, en lugar de g. Asi obtenemos de la
estimacién (129) la estimacién (57). En una forma parecida aplicamos
el Lema 1.4 de [11] para obtener la estimacién (58).

6. La Solucion Exacta

Resulta que la solucién asintética de la Ec. (26), E = —3%, 8 — 07,
construida en la seccién precedente, es en realidad una solucién exacta.
Para verlo, consideremos la solucién ¥y (p) (no distinguimos entre ésta
y su continuacién periédica) de dicho problema en la forma

(130) T () = )

h )
= sen?7f 4 (2
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donde suponemos que Ap(z) € Qp, (probaremos que éste es en efecto el
caso). Sustituyendo en (26) la funcién ¥j, dada por (130) obtenemos la
ecuacion equivalente

W (p — p) An(p dp'

131 An(p) =
(13 ®) \/27T —7/h hgsenzhp + 32

Asf (131) toma la forma

(132) ﬂW(—Ah(zﬂ)\/ﬂ/s— A Wiz;lngl(gjg)
2

s,h h2

=W (p —ilzgnl) Anlilzg nl).

Definicién 6.1.21. Definimos el operador integral Ty : €, — €Oy
por la formula

1 W(z — Qp(Q)d¢
m s hzsen2h§+ﬁ2 ’

Nota 6.1.22. [T ,¢(()](2) € Q, porque el integrando es analitico. Por
lo tanto T3, esta bien definida. [T3,¢(¢)](2) es analitica en [ también

ya que ‘B/[(Z/h)sen(hC/Z)H <lpara¢elgy

z € Qp.

(133) [Ts.ne(Q)](2) =

1 B 1 i gom
Bsen?l + 3 dsen?’s S I enn B

Ademss, T es acotado, digamos, en la norma del supremo, y como
€ =0, e||[Tgnnl <1 para e suficientemente pequefio.

Ahora, de (132) se sigue que

a1+ 2 (e T )

= 7T5W(Z — i|Zﬂ7h|)Ah(i|Zg’h|),

donde 1 es el operador identidad. Supongamos que Ay (i|234]) =1 (pro-
baremos que siempre puede suponerse esto). Tenemos que

(134)  An(z) =

V3 [ eToned Wi o] 0
1+
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Ya que €T}, es un operador de contraccion, (1 +eT g,h)_l es igual a su
serie de Neumann y (134) se expresa como

Anz) = —ﬁ — (V' [T W — ilzsal)] (2,
64/ 1+ % =0

donde Tg , = 1. Asi, por la Nota 6.1.22, tenemos una serie uniforme-
mente convergente de funciones analiticas en z sobre By ;. Por lo tanto
Ap(2) es analitica en z € By .

Nota 6.1.23. Aplicando [ veces el operador T} a una funcién ¢ € Qp,
l=1,2..., tenemos

(135) [T} ,9(0)](2)

l
WCn 1= )
—1/2
277' /qh /gh H 1 thn_i_BQanv

donde (h =z, (= (.

Evaluando en z = i|zg |, de (134) obtenemos la ecuacién secular
para 3:

(136) B4/1+ hzﬁZ
T -1 ; ;
N _\/;5 [(1 +eTpnc—z) WI(C—ilzanl) | (ilzg,nl)-

Consideremos la funcion

(137) FuBe) =1+

e [(1+ e Toncn) WIC = ilzsal)] G

_l’_

i

).

Sustituyendo nuevamente (1 + T, @h)_l por su serie de Neumann en
(137), ésta se convierte en
h232
4
o0
1.1 [l - -
e > (1) [Thi W = il

=0

(138) Fr(B,e)=p4/1+

+ ).

NE
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Nota 6.1.24. Observemos que [Té’h W= )(i|zg,n|) es anali-
tica en . En efecto, en la Ec. (135) podemos sustituir i|z3 5| en lugar de
zy W(C —i|zgn|) en lugar de ¢(¢), teniendo en cuenta las expansiones

W (ilzgnl — ZlkW(k —C)lzanl" /R,
W(¢ —ilzgnl) =Y (=D)FFWE(Q) |25 /R,
k=0

! l 0o
1 1 (1) 2%
H 4 on2hln 2 H 4 o n2hn Z 4kn 2knﬂﬁ ’
+ 0 5

nol \ RSt =0 Ssen
oo
zanl® = > cr (R B,

donde los coeficientes ¢y, j(1) se definen de acuerdo a (69) y (72).

Asi tenemos que la funcién Fj (3, ¢) es analitica en cada argumento,
y por el teorema de Hartogs ([9], Secc. 2.2), es analitica en C2. Ademds,
Fr(0,0) = 0, [0gF3](0,0) = 1, lo dltimo por el factor ¢ en el segundo
término de (138). De aqui que, por el teorema de la funcién implicita
([8], Teor. I,B4), la solucién (3 (e) para [ de la ecuacién secular (136),
la cual tiende a cero cuando € — 0, existe, es tnica y esta dada por (7).

De igual manera, tomemos ahora E = 4/h? +~2, v — 0% en la Ec.
(26); entonces tenemos

(139) (h2cos2h”+7)\yh \/ﬂ/ W (p — p')Un(p)dp'

en p € [—m/h,7/h]. Similarmente a lo anterior, buscamos la solucién en
la forma

Dy (p)

h )
%COSQTP + 72

(140) U(p) =

donde Dy, (z) es una funcién analitica en B/, y 27/h-periédica. Susti-

tuyendo en (139) la funcién ¥, dada por (140) obtenemos la ecuacién
equivalente

™/h W (p — p')Dy(p dp'

\/ No —w/h FyCOS? hp + 72

(141) Dp(p)
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Nota 6.1.25. Note que el integrando en el lado derecho de Ec. (141) es
singular en p’ = —7w/h y p’ = 7/h cuando v = 0. Para reducir nuestra
ecuacion a una situacion similar a la de la Seccién 6, observemos que ya
que se supuso que Dy, es 2w /h-periddica, tenemos

/0 = /mh W (p — p')Du(p')dp’

—7/h 7/h %0082%# + 2

Asi podemos calcular la integral en la Ec. (141) de 0 a 27/h con el
mismo integrando, la cual, dentro del nuevo intervalo de integracién,

es solamente singular en p’ = 7/h cuando v = 0 (similarmente al caso
discreto con }; V; no positiva).

Nota 6.1.26. La tnica singularidad con parte imaginaria positiva de
ty(2) en 0 < Rez < 27/h cuando v — 0T es

2i hy h2~2
Z»Y7hE7T/h—h1n<—2+ 1+T .

En forma andloga a la de la Seccién 6, suponemos que Dp(z) € Qp e
introducimos el contorno formado por la traslacién de I's j, a la derecha
por m/h:

(142) Tcp:=1[0,7/h —1]
U{p+ig: (p—n/h)?+¢*=1, ¢>0}U[r/h+1,27/h)].

Siy< %Senh%, por el teorema del residuo de Cauchy tenemos

h2~? W (p — ¢)Dp(¢)d¢
1+ o 4 hC
4 021/h]  JTen cos?> 442

h2
= 7W(p — 2y,1)Dp(24,1),

y (141) se convierte en

(143) VWG%@)\/%/%_ i W?(;gg?ﬁi)ji)

c,h h2
= TW(p — 2y,n) Dn(2y1)-
Definimos el operador integral T’, j, : {2}, — 2}, por la férmula

L[ W Qe
TpOIC) = Jm [ 3 ot e
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Tenemos que [T ,p(¢)](2) € € y es analitica en ~. Ademas, T} es
acotado. Por lo tanto ¢ ||, 4| < 1 para e suficientemente pequefio.
Ahora, de (143) se sigue que

V2myy /14 h2472 [(1 = eTy 1) Dp(Q)](2) = meW (2 — 2y,10) D (24,0)-

Suponiendo Dp(z,,) = 1, tenemos

il

la cual se convierte en

(144) Dy(2 —eTyncn) W= 2] (2),

- i ol
Y

Por lo tanto, Dj(z) es analitica en z € By j.
Evaluando (144) en z = 2z, obtenemos la ecuacién secular para ~:

(145)  ~v4/1 —|— — \/78 1- ET%CHZ)AW(C - z%h)} (2y,h)-

Consideremos la funcion

/ h272 p .
n(v,8) = - \/>5 (1 €T, C—>z) W(¢— Z%h)} (24,1
7Y \/> Z . Z%h)} (27,)-
Ya que [T,ly c—2W(C —i7)](24,n) es analitica en 7 también, por el teo-

rema de Hartogs, tenemos que G4 (7,¢) es analitica en C2. Asi, por las
igualdades G1(0,0) = 0, [0,G#](0,0) = 1 y el teorema de la funcién
implicita, la solucién vy (g) para v de la ecuacién secular (145), la cual
tiende a cero cuando ¢ — 0, existe y es unica. Estd dada por (9), ya
que expandiendo Gp(7,¢) en serie de Taylor, tenemos, hasta términos
del segundo orden,

Gl :_#mz_/ i WOWLZC) g — .
hZ 7
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Ademds, por sustitucién de (9) en (144) obtenemos Dj(z). En la mis-
ma forma que antes, podemos verificar que Dj(2,,(c),n) = 1. Asi los
Teoremas 2.1.1 y 2.1.2 quedan probados.

Agradecimientos
El primer autor agradece profundamente a Dios, a su familia, a la Uni-
versidad Michoacana, al CONACyT, al Dr. Petr Zhevandrov por su
valiosa asesoria y a la revista Morfismos.

Petr Zhevandrov Bolshakova
Facultad de Ingenieria,
Universidad de la Sabana,

Joel Arturo Rodriguez-Ceballos
Instituto de Fisica y Matemdticas,
Universidad Michoacana de San Ni-
colas de Hidalgo,

Edificio C3, Ciudad Universitaria -
58060

Morelia, Michoacédn, México.
joel@ifm.umich.mx

Referencias

1]

2]

Campus Puente del Comun,
Km. 21 Autopista Norte, Chia,
Colombia; con licencia de la
Facultad de Ciencias Fisico-Mate-
mdticas,

Universidad Michoacana de San
Nicolas de Hidalgo,

Edificio B Planta Baja, Ciudad
Universitaria - 58060

Morelia, Michoacéan, México.
pzhevand@zeus.umich.mx

Albeverio S.; Gesztesy F.; Hgegh-Krohn R.; Holden H., Solvable
Models in Quantum Mechanics, Springer-Verlag, 1988.

Berezin F. A.; Shubin M. A., The Schréodinger Equation, Kluwer

Academic Publishers, 1991.

[3] Egorov Yu. V.; Schulze B. W., Pseudo-Differential Operators, Sin-
gularities, Applications, Birkhauser Verlag, 1997.

[4] Fedoryuk M. V., Asymptotics integrals and Series, Nauka, 1987.

[5] Gadyl’shin R., Local perturbations of the Schrédinger operator on
the axis, Theor. Math. Phys. 132 (2002), 976-982.

[6] Gasquet C.; Witomski P., Fourier Analysis and Applications. Fil-
tering, Numerical Computation, Wavelets, Springer-Verlag, 1999.

[7] Greenspan D., Discrete Models, Addison-Wesley, 1973.



Ecuacion discreta de Schrodinger con pozos potenciales poco profundos 43

8]

Gunning R. C.; Rossi H., Analytic Functions of Several Complex
Variables, Prentice-Hall, 1965.

Hormander L., An Introduction to Complex Analysis in Several
Variables, North-Holland, 1973.

Landau L. D.; Lifschitz E. M., Quantum Mechanics, Pergamon,
1958.

Maslov V. P., Asymptotic Methods and Theory of Perturbations,
Nauka, 1988.

Montvay J.; Minster G., Quantum Fields on a Lattice, Cambridge
University Press, 1994.

Rodriguez J. A.; Zhevandrov P., Shallow potential wells for the
discrete Schrodinger equation, En: Mathematical and Numerical
Aspects of Wave Propagation WAVES 2003, Springer-Verlag 2003,
857-861.

Rozenblum G. V.; Shubin M. A.; Solomyak M. Z., Spectral
Theory of Differential Operators, En: Partial Differential Equa-
tions, VII, Encyclopaedia of Mathematical Sciences, 64, Springer-
Verlag 1994.

Saint Raymond X., Elementary Introduction to the Theory of
Pseudodifferential Operators, CRC Press, Florida, 1991.

Simon B., The bound state of weakly coupled Schridinger operators
in one and two-dimensions, Ann. Phys. 97 (1976), 279-288.

Taylor M., Partial Differential Equations, Vol. I Basic Theory,
Springer-Verlag, 1996.

Treves F., Introduction to Pseudodifferential and Fourier Integral
Operators, Vol. I, Plenum Press, 1982.

Zhevandrov P.; Merzon A., Asymptotics of eigenfunctions in sha-
llow potential wells and related problems, AMS Translations, series
2, 208 (2003), 235-284.

Zhevandrov P.; Merzon A., Shallow potential wells for the
Schrédinger equation and water waves, En: Progress in Analy-
sis, Proceedings of the 3rd International ISAAC Congress, World
Scientific, 1 2003, 589-598.



