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Resumen

En este trabajo daremos la prueba detallada del teorema de
Ball y Rivoal, presentada en el 2001, sobre el hecho de que la
sucesién {((2n + 1)},,>1 contiene una infinidad de numeros irra-
cionales.
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1. Introduccion

La irracionalidad de 7 fue conjeturada por Aristételes. La primera
prueba de este hecho fundamental se debe a Lambert en 1766. Una
prueba muy elegante fue dada por Niven [3]. Adaptando las ideas de la
prueba de transcendencia de e de Hermite [2], Lindemann probé en 1882
que 7 es transcendental, es decir no cumple ninguna ecuacién polinomial

con coeficientes racionales. Para s > 1 ponemos

1
((s) = s
n>1

*Articulo realizado como parte del “Taller Aprendiendo a Investigar en Morelia”,
del 21 de Agosto al 2 de Septiembre de 2005, realizado con el apoyo del proyecto

PAPIIME-UNAM, EN-100304.
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16 P. Aceves Sédnchez et al

para la funcién zeta de Riemann. Euler prob6 que

¢(2n) = (~1)" 712" "' By,

donde los coeficientes (B, )m>0 se obtienen como los coeficientes de la
serie

z2m

z z

2N By, C.

R RDY 2y S
m>0

En particular, B, € Q para toda n € N, lo que prueba que ((2n)
es irracional para cada n € N. Nada se supo del comportamiento de
C(2k + 1) para k € N hasta en 1978 cuando Apéry probé que ((3) € Q.
Una exposicién del método de Apéry se encuentra en [5].

En 2001, Ball y Rivoal [1] probaron que la sucesién {¢(2k + 1)},>1
contiene una infinidad de irracionales, resultado que exponemos en este
trabajo (Teorema 1.1). Cabe mencionar que todavia no se sabe si ((5)
es irracional o no, aunque Zudilin [6] probé que uno de los nimeros

¢(5), ¢(7), €(9) y ¢(11) es irracional.

Teorema 1.1. La sucesion {((2k + 1)}x>1 contiene una infinidad de
niumeros irracionales.

2. Resultados auxiliares

Primero vamos a recordar un poco de terminologia. Si (a;)ien ¥
(b;)ien son dos sucesiones de nimeros complejos con b; # 0 para i =
1, 2,..., entonces decimos que (a;)ien v (bi)ieny son equivalentes, y
escribimos a,, ~ by, si lim, 4o a, /by, = 1.

Sean f : N —- Cy g: N — C. Decimos que f es o-pequeno de g si
lim,,— 40 f(n)/g(n) = 0. En este caso, escribimos f = o(g).

Para un niimero complejo o y un entero positivo k escribimos

(@) =(a)(a+1)---(a+k—1)

y le llamamos el simbolo de Pochammer. No es dificil darse cuenta que
el simbolo de Pochammer cumple la propiedad

(1) (@)k = (1) (~a =k + ).
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Las siguientes funciones jugaran un papel muy importante en lo que
sigue. Para un ntiimero complejo z # 0 y enteros positivos a, n, r con
r < a/2, ponemos

Z_(%ﬂﬂ+Um@+n+%m
(2) Ry(z) = CESV ;

(3) Sn(z) =nl* "> " Ry (k)z ",

k>0

k

(4) Lip(2) = kzzow (2| <1), yn>1

Es facil ver que Li,(z) converge para |z| < 1 sin > 2 por que
|Lin(2)] < Lin(|2]) < Lin(1) = ¢(n),

por otro lado, si n =1y |z| < 1, el resultado se sigue por el criterio de
la raiz. Adem4s, se tiene

() lim Lin(2) = ((n),  (n22).

|z|<1

Para ver el limite (5), observamos que si n > 2y |z| < 1, entonces

: |2 1] el
Lin(x) =) < Y E <=1 o
k>1 k>1

1
< =Y oy = 1 - 1),

k>1

mientras que si n = 2, entonces observamos que para cada N > 1

17
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natural
Nz —1|
[Lis(2) — ()| < Z - =
k= k>N
L+ |z| -+ Jz|Ft 1
< -1 2 —_
< |z ’Z 12 T Zk(k+1)
k=1 k>N

1 1 1 1

y—1y1+/ ity L2
: . t)TN

+
— =1 +log N) + =,

IN

Poniendo N = [(1 — 2z)~!], haciendo z — 1, y usando el hecho de que
lim,_,p xlog(1/x) = 0, obtenemos el limite (5) para n = 2.

En lo que sigue deduciremos una identidad que utilizaremos més
adelante. Comencemos multiplicando por z a ambos lados de la ecuacién
(4) en n = 1 para obtener

zLij (2 (lz] < 1).

k>0k+1

Derivando ambos lados de la formula de arriba obtenemos

d z
L = k:* 1.
dz<2 i (2 dz k+1 Zz 1—2’ (2] <1)

k>0 E>1

Integrando la relacién de arriba respecto a z, evaluando en 0 y después
dividiendo por z obtenemos

log(1 — 2)

Lil(z) = — >

_]_’

donde log denota una rama donde la funcién logaritmo natural esta bien
definida. En particular,

(6)  lim (z — 1)Lij(2) = — lim 27 (2 — 1) (log(1 — 2) + 2) = 0.
|z\<11 |z\<11

El siguiente lema es bastante conocido.
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Lema 2.1. Sea P(z) = Q(z)/R(z), donde Q(z), R(z) € C[z]. Supone-
mos que

R(z) = (z = 21)"(z = 22)" - (2 — )"
donde z1, zo, ..., zx son las raices distintas de R(z) y ly, la, ..., I
son sus multiplicidades. Entonces

k .
™) P)=F(2)+ )

en donde -
1 dhi— L
aj = WW(R(Z)(Z —zj)V)

y F(z) € Clz] es de grado < grado(Q) — grado(R).

Demostracion. Comencemos con la siguiente identidad

que se conoce por el desarrolo en fracciones parciales. Para obtener
el coeficiente ¢; j, multiplicamos P(2) por (z — 2;)% y de esta forma
obtenemos

l
P()(z— 2 = S ez — 2) ™+ (2 = 2)lG(2),
=1

en donde G(z) es una funcién analitica en una vecindad de z;. Ahora
derivando la relacién de arriba [; — [ veces y evaluando el resultado en
z = zj, obtenemos precisamente

dli .
7 (B —2)") ., =i=blay
O
Si A > 1 es un entero, denotamos
1 a*
Dy=——.
AT d

Con esta notacién y la ayuda del Lema 2.1, podemos expresar R, (z)
en fracciones parciales. Comencemos este desarrolo por observar que los
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unicos polos de R, (z) son {—1,—-2,...,—j — 1} y cada uno es de orden
a. Ademas, su grado es 2rn —a(n+1) = n(2r —a) —a < 0, por lo tanto
F(z) =0 en la férmula (7) para P(z) = R,(z) y

(8) ZZ ey

donde
cljn = Da—i(Rp(t)(t + 7 +1)%)

t=—j—1

Ademas es claro que ¢, € Q.
Ahora introducimos los siguientes polinomios:

) Punl2) = =33 e z ey

=1 j=1

(10) P(z Zcm nid sil>1.

El siguiente lema muestra que bajo algunas hipdtesis acerca de las
paridades de n y a, el numero S, (1) es una combinacién lineal de {(2k+
1) paral <k < (a—1)/2.

Lema 2.2. Sean a y n enteros positivos. Entonces

Ademds, si (n + 1)a + | es impar, se tiene que P, (1) = 0. En par-
ticular, si n es par y a > 3 es impar, entonces P (1) = 0 para toda
Il €{2,...,a} par, y por lo tanto S, (1) es una combinacion lineal de los
¢ evaluado en los enteros impares:

(12) Sn(1) = Py (1 +ZP21+M (20 +1).
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Demostracion. Sustituyendo el desarrollo (8) de R, (k) en fracciones
parciales en S,(z) obtenemos

Su(z) = ZZ J”sz (tt+j+1

=1 j=0 k>0
=1
= e Y T LT
=1 j=0 =0
a 7j—1 1 '
= ZL][( >Zcﬂnz —ZZCL]”Z 1)ZZJ_I‘3.
=1 =1 j=1

Por lo tanto,

ZPM le( )+P0n( )-

Como 2r < a, el grado total de la fraccién racional Ry, (t) es n(a —2r) —
a < —3. Por lo tanto,

Pral Z Res [ (t_]] =0,

y en particular P; (%) es un polinomio que es divisible por z—1. Usando
(6), concluimos que

lim Py, (2)Liy (1) = 0.

z
\ |>1

Como

h’nri Li,(2) = ((n),
<1

para n > 2 (ver la férmula (5)), esto demuestra la primera igualdad.

Ahora mostraremos que si n es par y a > 3 es impar, entonces
P, =0 para todo [ par en {2, 3, ..., a}. Comencemos por notar que

ljn = (=1)""'Day(Pp ()|

T=j
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en donde

Ppj(z) = Rp(—z—-1)(j—2)"
(—x—1n)mm(—x+n+1)m,
(_x)?l+1

n'a—Qr

(7 — )"

Entonces

— pla—2r (z —(r+1)n)em(z + L)rn
. (z —n)np

(x —j)"

Dy p—j(n —x)

Aplicando la identidad de Pochammer tres veces obtenemos

Pnp—j(n —x) =
a2 (D 0t Do (< 1) (=2 — )

(=DtmDe (=)t

(=" — )
= (1) j(x),
y por lo tanto, si k£ > 0 es un entero, entonces

k k
o) (n =) = (1) (=)™ ().
En particular, con k =a — 1 y x = j, se tiene que

Cln—jn = (1) (=1)" e jn,

asi que
Pl,n(l) _ (_1)(n+1)a+liDl,n(1)-

Por lo tanto, deducimos que P, =0 si (n + 1)a + [ es impar. O
Consideremos el polinomio
(13) Qra(s) =rs®™? — (r+1)s"™ + (r+1)s — 1.

Observemos que

Qrals) = saﬂ(rs —r—1)+((r+1)s—7r)<0 sisé€ [0, 7“:—1] .

Ademas,

Qra(s) =r(a+2)s" = (r+1)(a+1)s"+7+1
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1"

Qra(s) = (a+ 1)3“71(7’(a +2)s — (r+1)a),
de donde se ve facil que

!

Q;,a((]) =r+1>0 y Qro(1)=2r —a<0.

Como Q;:a(s) < 0 para toda s € [0, 1], concluimos que Q) 4(s) tiene una
sola raiz sg € [0, 1], y que dicha raiz estd en el intervalo (r/(r + 1), 1).

Lema 2.3. Se tiene
(14) dim [Sp(D)Y" = gra,
de donde
Ora=((r4+1)sg—r)"(r+1—1rse) (1 — s59)* %"

Ademds, se cumplen las siguientes desigualdades:

(i) 0 < g < 2r+lp—at2r

(ii) €*prq <1 sir € (et a/d) ya> 4et.
Demostracion. Consideremos

(k—rn+1)mk+n+2),
(k+2)2

(15)  Rp(k) = nlo? = (k+1)"R, (k),

si r < a/2. Obviamente si 0 < k < rn — 1, entonces R, (k) = 0.
Noétese que

k!
_ Dy = (k — 1)--- SE L —
(k—rn+1) (k—rn+1)---(k) =)l
y de manera similar
(k+n(r+1)+1)! (k+n+ 1)

(k4+n+2)p =

(k+2)8 =

(k+n+1)! (k+1)le 7

por lo que haciendo una simple sustitucion se observa que

~ a—op BN (E+ 1)1k +n(r+1)+1)!
16) Fen(k) = nt*™ &k—&$%+é+nﬁﬂ)

23
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Puesto que ﬁn(k) =0para0 <k <rn—1yquer < a/2, se ve
facilmente de (15) que

2rn
53 ja—2r (k + n(?“ + 2))
R,(k) < nl! an

nl \ 42 [k e ny 2rn
= Qw> (n> (1+ 0 +27)

a—2r —n(a—2r)
(17) < <n'> <k> €2r(r+2)n(n/k)
nn ’

n

mientras que (ver (15) de nuevo)

- _ k_rn)an
1a 27"(

R,(k) > n! 7(1{:—1—271)““
n a—2r k —n(a—2r) na 2rn nA —an

B (nn> (n) (=) (1e2f)
a—2r —n(a—2r)
(18) - <”') <k‘> o~ (2 2a)n(n/k)

nm n

si k > 2rn. En las desigualdades de arriba, hemos usado el hecho de que
1+ < e para todo z € R\{0} y 1 —z > e */%2 si 2 € (0,1/2) (esta
ultima con x = rn/k). Los calculos de arriba muestran facilmente que
si n es fijo, entonces existe ¢ = ¢(a,r) > 0 tal que

(19) méx R, (k) = méx R, (k).

0<k rn<k<cn

De hecho, un célculo facil basado en (17) y (18) muestra que se puede
tomar ¢ = €%, Llamémosle a este maximo (19) simplemente M,,.
Ahora bien, sabemos que

Sp(z) = iRn(k)z_k = f:(k +1) "Ry (k)z"F
k=0 k=0

(ver la férmula (3)). Entonces, como

Y (kt+a)y®<1 y  Ru(k)>0,

rn<k

deducimos que

(20)
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1/n
Por lo tanto, basta probar que Mn/ CONVerge a Qr q.
A continuacién usaremos la férmula de Stirling cuya demostracién
se encuentra en mucho libros de céalculo.

(21) n! ~ e "n"V2mn, para n — oo.

Las férmulas (21) y (16) nos brindan una nueva perspectiva del tamafio
de R, (k):

R (k) =
=2 (k+nr + INENT (1 k+1 \“k+n(r+1)+1
(k —rn)!(k + n)lot! <k+n+1> k4+n+1
na—ZT(k + H(T‘ + 1))k+n(r+1)kk(a+1)
(k — rn)k=rn(k + n)(at1)(k+n) pu(k),

donde p, (k) es equivalente a

< k+1 >a E+nlr+1)+ 10" (k+n(r+1))2k* e
m
k+n+1 k+n+1 (k’_rn)%(k—i—n)a;l

Por lo tanto, como rn < k < cn, tenemos que pn(k)l/” — 1. Sea

xw(a+1)(x+,r.+ 1)x+r+1

F(x) - (SC + 1)(1‘+1)(a+1) (1; _ r)xfr ’

Observemos que ~
| Ry ()™ = F(k/n),
y por lo tanto,
(22) lim |M,|"" = lim . r[néx } | Ry, (k) |V
n—oo n—oo kelrn,en
= max F(z) = maxF(x) = F(xo),
z€|[r,c] >r

para algin xg > r. Escribiendo
F(z) = exp G(x),
en donde

G(z) = z(a+1)logz+ (z+r+1)log(x +7r+1)
(x+1)(a+1)log(x+ 1) — (x — r)log(z — 7),
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para encontrar el maximo de F'(x) derivamos con respecto a x e igualam-
os con cero obteniendo

F'(z0) = %) (20) = 0,
y por lo tanto G’(x¢) = 0. Es claro que
0 = G/(.CCQ)
(a+1)logxg+ (a+1)+log(xg+r+1)+1
—(a+1)log(zg+1) — (a+1) —log(zg —7) — 1
= (a+1)logxo— (a+1)log(xg+ 1)
+log(zo + 7+ 1) — log(zo — 1),
que nos da
(w0 + 7+ 1)zg™ — (20 — ) (w0 + 1)** = 0.

Al hacer un cambio de variable zy = s¢/(1 — sg), la férmula de arriba
nos dice que sg es una raiz de @, ,. Ademas, como xy > 7, deducimos
que so € (;47,1). Por lo tanto, que F(z) alcanza su méximo en zp =
s0/(1 — sp). Para calcular F'(z), observamos que

Py = (et Y rotr iy oy
(wo + 1)+ (2o — 1) (zo + 1)ott
(o tr+ D (zg — )"
(2o + 1)otL ’
y sustituyendo z¢ = so/(1 — s¢) obtenemos que
(23)  Flxo) =
_ 1 (s0 + (r +1)(1 = 50))" " (so — (1 — 50))"
(L= sg)rHizart (so+ (1= s0))e*!
= (z)r,a‘

El limite (14) se obtiene ahora inmediatamente de (20), (22) y (23).
Para probar (i), notemos que por la desigualdad de Bernoulli

(14+2)*>1+ax sie>0ya>1,

tenemos
1
T = (141D > <1 + <1 + )) k—okt ©
T r

E(r+1)

= k+ >k+n(r+1), para k > rn,
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y por lo tanto

~ N 1 k+n(r+1)+1\"
R, (k (a 2r)nkrn
(k) < m (k+uwrm< k+1 )

_ 1 kE+n(r+1)\"
(a—2r)ny.rn
< n k a—rm ( ? )

<)
or+1 \ "
(2"

donde la ultima desigualdad de arriba se cumple por que k/n > r > 1.
Aqui hemos usado también el hecho de que (y + 1)/(z + 1) < y/z
si 0 < x < y. Tomando raices n-esimas y pasando al limite con n

obtenemos (i). Para (ii), basta hacer notar que si r < a/4, entonces
a—2r > a/2,y por lo tanto

r+1 2a 4\ a/2
ebra < 6“27 < (= <1
ma ra—2r Ta/2

sir > et O

Lema 2.4. Sea a un entero. Para ¢ € {0,...,a}, se tiene la siguiente
desigualdad:

limsup | P, (1)[Y/™ < 2972 (2 + 1) +1,

n—oo

Demostracion. Tomemos ¢ € {1,...,a}. Usando la férmula integral de
Cauchy, reescribamos a ¢ j, de la siguiente manera:

Cljn =
= Do (Ra(t)(t+7+ 1)a)\t:_j_1
B 1/Rn(z)(z+j+1)a
2w )y (244 1)0
1
24 = — [ R, i+ 1)1
(24) st | a7 1)

donde 7 es el circulo de radio 1/2 con centro en —j — 1.
Para z € v y k € Z tenemos:

(25) lz—k+1<j+k+1 parak=1, ..., rn.

27
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Multiplicando las desigualdades (25) obtenemos

(26) (z =1+ 1)mm| < (G +2)rn.
Ademas,
(27) lz+n+k+1<n—j+k+1 parak =1, ..., rn.

Multiplicando las desigualdades (27) se tiene:

(28) |(z + 1+ 2)r] < (0 =3+ 2)rn.

Finalmente

(29) lz+j+Ekl>|k-1]-1/2, para toda k € Z.

Tomando primeramente k =0, ..., n—j+1, y enseguida k = —1,...,

—j 4+ 1 en la desigualdad (29), y multiplicando las desigualdades que
resultan se tiene que:

(30) (2 + Dnga] 2 275G = Dl —j = 1)L,

Por lo tanto, multiplicando las desigualdades (26), (28) y (30) y usando
(24) obtenemos

inl < g7 [ 1R+ + 1/ e
(rn+7+ D! ((r+1)n—j+1)! gapla=2r
(J+1)! (n—j+1!  ((F—Din—j—1hHe
(rn+j+1)! (r+1)n—j+1)!

G+ DG =Y (n =5+ DG —5))"

9 ("'),) (G — )8

jin—j
Para acotar los coeficientes multinomiales, usamos la igualdad

n n n1 n
(x1+ -+ ) Z (nl’ N, . nk) 1 k

ni+-+nE=n )

con xr1 = xy = --- = x} = 1. De esta manera,

n
n1, N2, ..., Nk
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Junto con

obtenemos
leLjn] < (2T+1)rn+j+1(2r+1)(T+1)n—j+12(a—2r)n(2n2)a
_ (2T_|_1)(27‘+1)n+22(a—2r)n(2n2)a‘
Finalmente,
1/n

limsup [P, (1)[Y/" = limsup ch,m

n—oo n—oo
1
< lim sup ((TL + 1)(27“ + 1)(2r+1)n+22(a—2'r)n(2n2)a> n
n—oo
— 2(1—27‘(2T+ 1)27“4—1'
Sil=0,
a n 7j—1
PonWl = DD ctjm D i 1 1 Z Z% n s
=1 j=1 k=0 =1 j=1
puesto que
j—1 j—1
S s S g sien
k:O k:O
y por tanto

1
lim sup |P07n(1)|1/" < limsup (n a(2r + 1)@r+hnt2g(e= 27)”(2712)“) "
n—oo n—oo
— 2a—2r(2r + 1)27"+1
lo que concluye la demostracién. O

Recordemos del célculo elemental la regla de Leibniz
(f-9)=Ffg+dgf

para funciones derivables f y g. Si las funciones f y g son derivables
n veces, podemos generalizar de manera natural el resultado anterior,

obteniendo .
(n) — (n—s) (s) (T
(f9) > frelg <s>

s=0

29
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La prueba de la férmula de arriba se puede hacer por induccién sobre n.
Otra generalizacién para la formula de Leibniz es considerar el produc-
to de k funciones, todas ellas diferenciables n veces. Entonces, usando
nuevamente induccién, ahora sobre k£ y n, obtenemos que

(ife-f)™ = 3] ff”“fé“”--~fé““( ) uk>,

P — M1, f2; - -
i >0

lo que se puede también escribir como

(31)  Dn(fifo---fr) =
_ Z Dm(fl)Duz(fz)"'Duk(fk)< § 7Hk>'

Lot pp =n M1, 12, - ..
#i=>0

Lema 2.5. Sea d,, = meml1,2,...n]. Entonces, paral € {0,1,...,a}, se
tiene que
d*7'P . (2) € Z[2].

Demostracion. Reescribiremos R, (t) para poder obtener informacién
sobre los coeficientes ¢ j,,. Dejemos fijos a n y j. Tenemos que

Rult)(t 4+ + 1) = (H m<t>> 9 (H Gl<t>> < H()?
=1 =1

donde, para l € {1, 2, ..., 7},

(t—nl+1),

, _(
(t+ Dnt1 i+, Git) =

Fi(t) =

Pongamos ahora

donde A; ,,, son algunos coeficientes que vamos a determinar. Para calcu-
lar el coeficiente A; ,,, multiplicamos la expresién anterior por (t+41)y,41
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y evaluamos en t = —m — 1. Haciendo esta operacién para Fj(t), obten-

emos

(=D)™"((I=1Dn+m-+1),
(=1)™m!l(n —m)!

(—m —nl),
[Th=0,nm(—m +h)

Al,m = (]_m) = (]_m)
Multiplicando el numerador y el denominador de la fraccién de arriba
por n! obtenemos

A = G = my-nrm (M (1),

que es un entero divisible por j — m.

Andlogamente, obtenemos que, al descomponer G(t) y H(t) en
sumas parciales, los numeradores correspondientes a t+m+1 son enteros
divisibles por j — m.

Notemos ahora que para un entero positivo A se tiene

S A
(DAFY())ji=—jr = 0+ Y (—1)AW, 5 e {0,1}.
h=0,h#j

Como A; , se divide por h—j, concluimos que al multiplicar la expresién
de arriba por d?, obtenemos un entero. Anlogamente,

AyDAG)j——j1 €Z y  dp(DyH)y—_;_1 € Z.

Finalmente, por la férmula de Leibniz (31), obtenemos
(32)

Do (R (t+j+1)%) = > (Dyuy f1)(Dpu f2) -+ (D fa)
prtp2tFpa=a—l
wi=>0
donde f; € {F1, ..., F., G1, ..., G,, H} para i = 1,...,a. Al

multiplicar ambos lados de la igualdad (32) por d%~! y evaluar en t =
—Jj — 1, concluimos que los coeficientes ¢; j,, son enteros, lo que termina
la demostracion de nuestro lema. a

3. Demostracion del Teorema 1.1

Para demostrar nuestro teorema, vamos a usar el siguiente resultado
cuya demostracién aparece al final de la seccion 4.
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Teorema 3.1. Sean N numeros reales 01,...,0n (N > 2) y supong-
amos que ezisten sucesiones (Pen)n>0 tal que

(i) pen € Z para todo £ € {1,...,N} yn > 0;
(ii) a?“(n) < ’2?7:1 p&nOg‘ < a3+o(n) con 0 < ap <ag < 1;
(iii) |pen) < B7T°") para todo £ € {1,...,N} yn >0, donde 3 > 1.

En estas condiciones,

Ing —Inay

i .. > )
(33) dimg (Q: + -+ Qfn) = Inf—Ina; +Inas

A continuacion, recordemos el siguiente resultado.
Lema 3.2. Sea d,, = mem|[1,2,...,n]. Entonces se tiene que

d, = 6n—i—o(n)

b
cuando n — oo.

Demostracion. Para un entero positivo n ponemos

m(n) = #{p <n : p primo}.

El Teorema de los nimeros primos afirma que 7(n) ~ n/logn. Ahora
comencemos observando que

dn _ H leogn/logpj < H plogn/logp _ nﬂ'(n) _ 6n+o(n)’
1<p<n 1<p<n
p primo p primo
en donde la tltima igualdad se cumple gracias al Teorema de los niimeros
primos. Por otro lado, es claro que

logd, > Y logp> > logp

l<p=n n/(logn)?<p<n
p primo p primo

> log <(10gn)2> (”(") -7 ((10;)2))

n n
> (1 1)1 — (1 1)) ——= | >n(l 1
> (ko) logn (2 (14 o(1) - 7 ) 2 (1 + o)
asi que
d, > enli+o()

)

y por lo tanto d,, = et 0
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Sin > 0 es un entero, definimos

(34)
ly, = d5,,S2n(1), Pon = d, Po2n(1) y Pin = dg, Parg1,2n(1)
parale€{l, ..., (a—1)/2}.

Para un entero impar a > 5 notemos con d(a) la dimensién del
espacio vectorial

QCB3) +Q¢(5) + -+ -+ Q¢(a).

Nuestro teorema principal serd una consecuencia inmediata del sigu-
iente resultado.

Lema 3.3. Sia > 4e? es un entero impar y r es un entero en (e, a/4),
entonces

(a —2r)log2+ (2r + 1)log(2r + 1) — log(¢r.q)

>
oa) = a+ (a—2r)log2+ (2r +1)log(2r + 1)

)

donde
Ora = ((r+1)sg—7)"((1—so)r+ 1)’"+1(1 — so)“_Q’”,

y so es la raiz en (r/r +1,1) del polinomio Q4 (s) que aparece en (13).
En particular,

logr + EG;B log 2

1+log2+ (( TH)) log(r + 1)

5(a) >

Demostracion. Por el Lema 2.2,

Sn(1) = Pyl ZP21+1n C(2l+1).

Sustituyendo la relacién de arriba en la definicién (34) de I, obtenemos

a—1

ln = Po,n + ZPZ,nC(Zl + 1)
=1

Verifiquemos que las hipdtesis del Teorema 3.1 se cumplen. Primero, por
el Lema 2.5 sabemos que p;,, € Z paral e {0, ..., (a—1)/2} yn>0.
Por Lema 2.3, tenemos que

[S2a()] = (ipra)*"FoO.

33
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Multiplicando la estimaciéon de arriba por d5,,, tomando logaritmos, y
usando el Lema 3.2, obtenemos

log [I,| = 2nlog(k) + o(n), en donde K = €%, 4.

Para 7 > e, tenemos que k < 1 si a > 4e* (ver Lema 2.3). Aniloga-
mente, obtenemos que

log |p1.n| < 2nlog(T) + o(n), en donde 7 = 29727 (2r 4 1)2" L,

Es claro que 7 > 1. Aplicando el Teorema 3.1 con los valores a; = ag =
k% y B = 72, obtenemos
5a) log T — log K
log T
(a —2r)log 2+ (2r 4+ 1)log(2r + 1) — log(vr.q)
a+ (a—2r)log2+ (2r +1)log(2r + 1)

Utilizando la desigualdad

27"+1
Pr.a <

ra—2r
(ver (i) del Lema 2.3), se obtiene

(a—3r—1)log2+ (2r +1)log(2r) + (a — 2r)logr
a+14 (a—2r)log2+ (2r +1)log(2r +2)
(a —r)log2+ (a+ 1)log(r)
a+1+ (a+1)log2+ (2r+1)log(r+1)

logr + EZH% log 2

(2r+1)
(a+1)

d(a)

1+log2+ log(r—i—l)7

que es lo que queriamos demostrar. O

Teorema 3.4. Existe una constante ag tal que st a > ag es un entero
impar, entonces

0(a) > = loga.

(o
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Demostracion. Tomando r = |y/a| en el Lema 3.3 obtenemos que si
a > €% (es decir r > ), entonces

(a=r)
(a+1)

1+log2+ ((2;:11)) log(r + 1)

log(|v/a)) + L=bvsl 1og 2

1+10g2+%logﬁ\/ﬁj +1)

1
=(1 1)1
> s(1+0o(1)) oga>loga
1+ log?2 8

logr + log 2

6(a)

9

si a es grande. O

Es posible obtener mejores cotas inferiores para d(a) tomando otros
valores de r. Para el propodsito de nuestro Teorema 1.1, solamente es
necesario hacer notar que d(a) tiende a infinito con a, como corolario
del Teorema 3.4.

Por lo tanto, el Teorema 1.1 queda demostrado. Sdlo falta probar el
Teorema 3.1, que es lo que haremos en la siguiente seccién.

4. El Criterio de Nesterenko

En esta seccién, daremos la prueba del Teorema 3.1.

4.1. Resultados previos del algebra lineal

Consideremos un espacio vectorial £ = IR con producto escalar
(x,y) definido para z,y € E como (x,y) = > ..*, x;y;- Denotamos de
manera usual la norma de un vector ||z|| = /(z,z). Se tienen entonces
los siguientes hechos: Si V' C FE es un subespacio vectorial de E, de-
notamos por V- al complemento ortogonal de V. Ademds, dado un
vector b € F, existen dos tnicos vectores bJ‘; e V1t yby €V tales que
b= by +by.

Lema 4.1. Los vectores ai,ao,...,a, € E son linealmente indepen-
dientes sobre R <= el determinante A\, = det ((a;,a;)) cumple que
A, > 0.

Con esta notacion, escribimos el volumen del paralelepipedo formado
por ai,ag,...,a, como Vol(ay,as,...,a,) = /A,. Tenemos también el
siguiente resultado.

35
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Lema 4.2. Si aqy,a9,...,a, es una base de V, entonces para cualquier
beFE,
Vol(b,ay,...,a,) = ||bi||Vol(ay, . . ., ar)

En lo siguiente, denotaremos por V* al espacio dual de V, es decir,

V*={L:V~1IR : L es una forma lineal}.

4.2. Lemas previos

Para simplificar un poco la notacién en la demostracién de los dos
L . . . n
lemas siguientes, escribamos p(b, V') = [|by7||.
Tenemos entonces nuestro primer resultado.

Lema 4.3. Sean Vi y Vo subespacios vectoriales de E tales que Vo C V7.
Entonces, dado b € E

p(b, VQ) > p(b, Vl)

La demostracién es obvia.

Hasta ahora simplemente nos hemos ocupado de recordar algunos
hechos conocidos del algebra lineal en espacios vectoriales sobre IR. Sin
embargo, para la demostracion del siguiente lema, es necesario hacer
algunas definiciones y observaciones para el caso de espacios vectoriales
sobre Q.

Decimos que un subespacio V C E es racional si tiene la propiedad
que los vectores que pertenecen a él son soluciones de un sistema ho-
mogéneo de ecuaciones lineales con coeficientes en Q).

Observemos ahora que si V' es un subespacio racional tal que dimV =
m — r, el conjunto de las formas lineales con coeficientes racionales que
se anulan en V es un subespacio de dimension r en £* sobre @), en tanto
que las formas con coeficientes enteros forman una reticula (lattice) en
dicho subespacio. Denotamos por Vol(V') al volumen del paralelepipedo
formado por la base de vectores de esta reticula. De acuerdo a nuestra
definicién de volumen, es inmediato que Vol(V') > 1.

Si L(x) = (a, z) es una forma lineal con coeficientes enteros y primos
relativos, y V' es un hiperplano en E (i.e., un subespacio de dimensién
m — 1), definido por la ecuacién L(x) = 0, tenemos que

_ L)
Vol(V)’

Vol(V) =all v  p(6,V)
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Lema 4.4. Sean U y V C E subespacios racionales, dimV = m — 1,
UZV.Sea W=UnNV. Entonces

(1) Vol(W) < Vol(U)Vol(V).
(2) Vol(W)p(6, W) < Vol(U)Vol(V)(p(8,V) + p(6,U)).

Demostracion. Supongamos que (ai,x), (a2,x), ..., {(ap,z) y (b,x)
son bases de las reticulas de formas enteras correspondientes a U y a V,
respectivamente. Es claro que Vol(W) < Vol(b, ay, ag,. .., a,). Entonces,
por el Lema 4.2, tenemos que:

(35)

Vol(b, a1, as, . ..,a,) = ||by||[Vol(a1, as,...,a.) < |bl|Vol(a,as,...,a),

donde el lado derecho de la desigualdad es Vol(U)Vol(V).

Nétese que por (35), tenemos que

1bu |
1]

Vol(W) < Vol(U)Vol(V),

y por lo tanto para probar la segunda desigualdad basta demostrar que
p(0, W)l[bull < [[6l(p(8,U) + p(6,V)).

Si 6 € W, entonces el lado izquierdo de la desigualdad es cero mientras
que el lado derecho es no negativo. Entonces basta verificar el caso
0 € W+. Podemos suponer que |0 = ||b|| = 1. Entonces, al simplificar
la desigualdad que queremos probar, obtenemos

ool < 1161 + 16571-
Por un lado,
dim(U N W) > dimU + dimW* — m = dimU — dimW > 1,

ademas,
(36)
0 =dim(WNW) =dim(VNUNWL) > dimV + dim(U N W) —m.

El lado izquierdo de la desigualdad (36) es cero mientras que el lado
derecho es dim(U N W+) — 1. Esto concluye que dim(U N W+) = 1.
Ahora, como W C Uy U+ € W+, deducimos que 8 = 9—65 cUnw+
por las inclusiones anteriores y el hecho de que § € W=. Anslogamente,
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beVtcWhtyby =b-— bé} € UN W+, Las inclusiones que hemos
probado hasta ahora y el hecho de que dim(U N W) = 1 implican que

10l lbull = [(8u,bu)| = [(0u, b)]
= [(6,b) — (65, 0)]
(37) < [(6,0)] + (67, b))

N

Como ||b]] = 1, tenemos que
(38) 0y = (0.0 vy 6.5 = 6]
De las desigualdades (37) y (38), se deduce que
(39) 160 1ber | < 1165 1| + 1161 1651
Elevando al cuadrado la desigualdad (39) y sustituyendo (H¢9U|| o ])?,

por ([[bu[)* = (165 1bu[)?, (va que 1= [[0]1 = [|6]|*+ 165 |*) ¥ usando
el hecho de que ||bf;|| < 1, obtenemos

ol < (logi ool + (1661 + log 1s51)
= (1611 16l + (161 1651)2 + 10311 + 211051 105 16
< 1O5IP(Ibo 2 + [6512) + 1051 + 2167 65
= (5] + 612
= (p(0,V) + p(0,U)),
lo que concluye nuestra demostracién del lema. a

En lo que sigue, denotaremos por ||L|| la norma del vector asociado
a la forma L, es decir, la norma de a, si L(z) = (a, z).

4.3. El Teorema de Nesterenko

Enunciamos y demostramos a continuacién el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Sean §, Ny, c1, c2, T1, T2 € R, tales que 0 < 71— 79 <
5, o(t) es una funcidn mondtona creciente para t > Ny que cumple

t+1
lim o(t) = oo, lim sup o(t+1) =1

t—o00 t—o00 U(t)
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Sea 0 = (01,02, ...,0,) € R™ y supongamos que para cualquier natural
N > Ny, existe una forma lineal Ly(z) con coeficientes enteros que
satisface las siguientes condiciones:

LNl < e”™), erem ™) <] Ly(6) [< cpe ™M),

Entonces, para cualquier entero r que se localice dentro del intervalo
0<r<(m+1)/(d+1), existe una constante T, > 0 tal que para cada
subespacio racional V. C IR™ de dimension r se satisface la siguiente
desigualdad

1+7

p(6,V) > Y, Vol(V) ™ Trm—r(i7s) |

Para el propésito de nuestro articulo, lo que nos interesa es el sigu-
iente corolario.

Corolario 4.6. Bajo las condiciones del teorema anterior, entre los
nimeros 61, 0o, ..., Op, hay al menos (11 +1)/(1 4+ 1 — 1) de ellos
que son linealmente independientes sobre Q.

Demostraremos primero el Corolario 4.6 y después el Teorema 4.5.

Demostracion. Sea r el la mayor cantidad de ntimeros linealmente in-

dependientes sobre @ entre los nimeros 01, 02, ..., 6,. De manera
natural, construimos m — r formas linealmente independientes M;(x)
con coeficientes racionales tal que M;(f) =0 paraj =1, 2,..., m—r.

Sea V el subespacio racional definido igualando estas formas a cero.
Entonces tenemos dimV = r, y 8 € V y por tanto, p(6,V) = 0. Esto
implica que r > (14 71)/(1 + §) por el Teorema 4.5. O

Ahora damos la demostracién del Teorema 4.5.

Demostracion del Teorema 4.5. Demostraremos el teorema por induc-
cién sobre r. El caso r = 0 es trivial, pues el unico subespacio de di-
mensién cero en IR™ satisface Vol(V) = 1y p(6,V) = ||0]|. Tomando
Yo = ||0||, todo funciona bien.

Ahora supongamos que 1 < r < (1 +71)/(1 + ), y que todo sube-
spacio de dimensién r — 1 satisface la desigualdad que queremos de-
mostrar. Fijamos un ¢ tal que 0 < e < (6§ — 71 +72) (11 +1) 1. Tomamos
un numero natural Ny > Ny tal que o(t + 1) < (1 +€)o(t), si t > Ny.
Para k < r, definimos

- 1+m
N 1—|—7‘1—l€(1+5)’

(40) Ak
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escogiendo dos constantes positivas u y T, que satisfagan las siguientes
desigualdades

Ar—1
(41) pe™ NI Ly || < 1, 2eop A <Yy, T, <cip.

Sea V un subespacio racional de dimensién r que contradice el teo-
rema, es decir, para el cual

p(0,V) < YT, Vol(V) .
Sea N el mayor entero tal que
(42) Vol(V)* > pe™ M| Ly]].

Es claro que dicho entero existe, pues el conjunto de nimeros que sat-
isfacen esta condicién es no vacio (V] pertenece a este conjunto gracias
a la eleccién de ), y es acotado por que o(t) tiende a infinito con t.

Denotamos por Vi el subespacio de IR™ definido por la ecuacién
Ly (x) = 0. Entonces tenemos que
Ln(6
p(G,VI) _ ’ N( )| > cle—ﬁa(N)HLNH—l
LN
> e pVol(V)™ > T,.Vol(V) ™ > p(8, V).

Por el Lema 4.3, deducimos que V' ¢ Vj. Haciendo W = V NV; y
utilizando el Lema 4.4, obtenemos que

Vol(W)p(68, W) < Vol(V)[ L [[2p(6, V1) = 2Vol(V) | L (0)],

y que
Vol(W) < Vol(V)|| L.

Notemos que A._1 > 1 y que ademads, por la hipétesis de induccion,
Vol(W)Y,_1 Vol(W) =1 < Vol(W)p(6, W).

Trataremos de llegar a una contradiccion en el tamano de Y,._;. Para es-
to, despejamos esta constante de las desigualdades anteriores, quedando
que:

Y, 1 2Vol(V)| Ly (0)|Vol(W)rr=171

2Vol(V)» [ Ly||*=* 7 L (6)].

IAINA

(43)
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Gracias a la elecciéon de N, escribimos la desigualdad contraria a (42)
para N +1

Vol(V) < peno@W+DILvall < pe(ntDo(N+1)
(44) < pemAHA+IE(N)

Despejando Vol(V') en (44) y sustituyendo en la desigualdad (43) para
T,_1, obtenemos que

(45) T, < QM)";—:lCze[%(71+1)(1+e)+)\r,1flng]a(N)‘

Comparando (45) con (41), notemos una contradiccién si

>\r—1

(46) s

(Tl+1)(1+6)+)\r_1—1—7'2<0.

Usando las férmulas (40) para A; observemos que la desigualdad (46)
se sigue de

I+e)(m+1—=r(149)—(+1-(r—1)(14+9)) < -1,
que es equivalente a

6<7’2—(1"—1)(1—i-5)71_ Ty —T1+0 <7‘2—7‘1+(5
1+1—7r(1+9) Cn+1l-r(1496) n+1

que es cierta por la manera de escoger €. Esto concluye la demostracion
del Teorema 4.5. O

Finalmente, daremos la prueba del Teorema 3.1, que es una refor-
mulacién del Teorema 4.5.

Demostracion del Teorema 3.1. Observemos que si tomamos

a1 —€ ag + ¢
o(t) = (04 ¢)t, T = Ty = ,
(1) =(B+¢) 1= %1 Y T a4

entonces las condiciones (i)—(iii) del enunciado del Teorema 3.1 implican
que las condiciones del Corolario 4.6 se cumplen con ¢; = co =1y Ny
grande para las formas Ly (6) = Zé\/:lpg,Neg con N > Ny. Por lo tanto,
la dimensién del espacio generado de los 6; sobre @ es mayor o igual

1
e L Al hacer € — 0, se obtiene la desigualdad (33). O
1+ —7

Concluimos este trabajo sugeriendo la siguiente pregunta:

qu
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Pregunta 1. ; Que se puede decir sobre la estructura del Z-mddulo

> zZi(2n+1)?

n>1
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