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No-inmersion de espacios lente

Enrique Torres Giese !

Resumen

Con herramientas basicas como la sucesion espectral de Serre y
los cuadrados de Steenrod se obtienen resultados de no-inmersion
de espacios lente de dimensién 2n+1y torsion 2. En la situacién
a(n) =1, donde «(n) es el nimero de 1’s en la expansién binaria
de n, el resultado es 6ptimo.
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1 Introduccion

Un problema clasico de la Topologia Diferencial es el de conocer cuando
una variedad M admite una inmersién de manera éptima en un espacio
euclideano, es decir, conocer el minimo entero k para el cual M admite
una inmersién en R*. Este es un problema atin abierto, pues el decidir
cudndo una variedad M admite una inmersién en una variedad N es
en extremo complicado. Una primer contribucién en la solucién de este
problema ocurrié en 1944, cuando Whitney demostré que toda variedad
compacta de dimensién n admite una inmersién en un espacio euclideano
de dimensién 2n — 1. En otras palabras, Whitney acoté superiormente
la dimensién del espacio euclideano donde la variedad pudiera tener una
inmersién de manera 6ptima. En este trabajo analizaremos el problema
de inmersién de espacios lente, de hecho concluiremos un resultado de
no inmersion de tales espacios.

'Becario Conacyt 165576. El contenido de este articulo estd basado en la
tesis de Maestria presentada por el autor en el Departamento de Matematicas del
CINVESTAV-IPN.
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Si f: X" — R" es una inmersién de la variedad X de dimensién
n, entonces existe un haz vy de dimension £ tal que 7x @ vy es trivial.
El haz vy se nombra el haz normal asociado a la imersion f. Cuando
X es compacta Hirsch en [7] demostré el reciproco: si existe un haz v
de dimension k tal que 7x @ v es trivial, entonces existe una inmersién
X" — R"* cuyo haz normal asociado es v. Observe que en el caso
de tener una inmersién X" — R""* ¢l haz tangente 7x es el inverso
estable del haz normal vx.

El trabajo de Hirsch también afirma que entre cualesquiera dos in-
mersiones de X™ en R?*"! existe una homotopia X x I — R?"*! tal
que cada X x {t} — R?"*1 es inmersién. Por lo que si f : X" — R"+k

y g : X" — R"" son inmersiones, entonces X" I, gotk o, g2t
y X7 L R™F < R son homotdpicas, asi vP®(n—k+1) =
vg @ (n — 1+ 1). Es decir, cualesquiera dos haces normales asociados a
distintas inmersiones determinan la misma clase estable, llamada el haz
normal estable de X y denotado por vx.

En estos términos, el decidir si una variedad admite una inmersion
en codimension k es equivalente a conocer si la dimensién geométrica de
vx, denotada por gd(vx), es menor o igual que k, mientras que conocer
la dimensién 6ptima de inmersion es equivalente a conocer exactamente
gd(vx). A su vez, el problema de encontrar la dimensién geométrica de
un haz « es equivalente al problema de levantamiento

BO(k)

7
v
- l
v

X/—a>BO

La idea clave en la demostracién del resultado principal, que a con-
tinuaciéon enunciamos, se basa en este tltimo hecho. En nuestro caso
supondremos una inmersién, lo cual producird un levantamiento de la
funcién clasificante del haz normal y algebraicamente se probard su
inexistencia.

Escribimos X C Y si la variedad X admite una inmersién en la
variedad Y. Para n y m enteros positivos denotamos por L2"+1(2m) al
espacio de drbitas asociado a la accién usual de Z/2™ sobre los vectores
de norma uno en C"*,

Teorema Seam >2 yl(n) =maz{l <i<n—1: ("7 £0 (4)}.
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a) Sin#2 +1yn>2, entonces L*+1(2m) g R2H1+2n)

b) Sin = 25+1, con s > 1, entonces L*"T1(2m) ¢ R2+2AM) —
R4n—4'

Corolario Sea m > 2

a) Sin=2°% cons>1, entonces L>"+1(2m) ¢ RI"~1,
b) Sin=2°42" cons>t>1, entonces L>"+1(2m) ¢ RI"=3,

En la Subseccién 3.2 comparamos estos resultados con situaciones
conocidas de inmersién de espacios complejos proyectivos.

2 Preliminares

La sucesion de Gysin es una sucesién en cohomologia asociada a un
haz esférico S¥ 5 E % B orientable. Esta sucesién se obtiene a partir
de la sucesion exacta larga de la pareja (D, E) (con E — Dy D — B
el haz de discos asociado) y el isomorfismo de Thom produciendo

e HYN(E) S HTRB) S H(B) B H(E) - -

donde e € H*T!(B) es la clase de Euler del haz esférico. La condicién
de que el haz sea orientable puede cubrirse si suponemos que su base
sea simplemente conexa.

Lema 2.1 Si en el haz esférico S* 5 E 2 B, B es 1-conexo y su clase
de Fuler es cero, entonces

H*(E;7Z) = H*(B;Z)®a-H*(B;Z)

como un H*(B;Z)-mddulo, donde a € H¥(FE;7) es tal que ¢(a) es un
generador de H°(B;Z).

Demostracion: Es importante realizar dos comentarios. Primero, que
la forma en que H*(E) es visto como H*(B)-mddulo es a través de p.
Segundo, que el morfismo ¢ es la composicién del morfismo de conexién
y el isomorfimo de Thom, de modo que ¢ es un morfismo de H*(B)-
modulos. Observe que la sucesion de Gysin toma la forma

0— HYB) % HYE) % HF(B) — 0.
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Sea a € H¥(E) tal que ¢(a) = 1 € H(B) = Z, entonces el morfismo
H*(B) — H*(FE) dado por b + b - a escinde esta tltima sucesion,
obteniendo asi el resultado buscado. O

Por otra parte, en el estudio de haces vectoriales, las clases de Stiefel-
Whitney y de Chern juegan un papel esencial. En nuestro estudio
manejaremos otros elementos que surgen de la complejificaciéon de haces
reales. Estos elementos en cohomologia son llamadas las clases de Pon-
triagin. Estas se definen para haces reales como p;(€) = (—1)co;(£€) €
HY(X) con n = dimg(£), i < [2] y ¢;(£°) la j-ésima clase de Chern
de £C. En particular, las clases de Pontrjagin del haz universal \, —
BO(n) (o de su versién universal A, — BSO(n)) se llaman clases uni-
versales de Pontrjagin y se denotan por pg. En la Observacion 2.2
estaremos de hecho interesados en las clases de A;’n cuya clase de Euler
denotaremos por e, (ver Observacién 2.3 (a)).

Observacion 2.2 A continuacién mencionamos algunas propiedades y
relaciones de las clases de Pontrjagin y la clase de Euler.

a) La funcién
U(n) — SO(2n)

A—H’Br—>lg _AB]

induce una funcién r, : BU(n) — BSO(2n) la cual satisface que
7%(A3,) = r(m). Este hecho junto con los isomorfismos canénicos

(€ =¢C (8 =@ ¢y r(n)® = 1 @ 7 nos permiten obtener las
relaciones

rr(pr) = cz —2¢k_1 Chy1+ ...+ (—1)k+1202k,1 -+ (—1)’“20%

rr(en) = cn
b) Si € es un haz orientable con dim(¢) = n, entonces p, (&) = e(£)%.

Observacion 2.3 Algunas observaciones utiles en las siguientes sec-
ciones:

a) Tanto $?*"~! — BU(n — 1) — BU(n) y S" ! — BSO(n —
1) — BSO(n) son respectivamente los haces esféricos de los haces
canénicos v, — BU(n) y A, — BSO(n) [15], lo cual nos permite
considerar sus respectivas clases de Chern, Pontrjagin y Euler.
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b) Puesto que la funcién BU(n) - BU(m) induce al haz universal
Ym — BU(m) en 7, & (m — n), entonces i*¢;(vm) = ci(yn ®
(m —n)) = ¢i(y) por lo que la funcién * : H*(BU(m)) —
H*(BU(n)) es un isomorfismo hasta dimensién 2n. Similarmente,
la funcién BSO(n) - BSO(m) induce un isomorfismo en coho-
mologia mdédulo 2 hasta dimensién n.

Lema 2.4 Sin —k es par, entonces H”_k(Vnyk) = 7.
Demostracion: Considere la fibracion
Snik L nk Vn,k—l-

Puesto que V,, , v Vi, -1 son (n — k — 1) y (n — k) conexos respectiva-
mente, podemos aplicar la sucesién exacta de Serre en cohomologia. En
particular observe que tenemos la siguiente sucesién exacta

ank(vn’kil) N ank(vnqk) i) ank(snfk) ~7

donde H"*k(Vn,k.,l) = 0. Veamos que en el caso n — k par el morfismo
7* es un isomorfismo. Para ello veamos que el morfismo ¢ de conexion
siguiente es trivial. El morfismo § se encuentra inducido por la dife-
rencial d,,_p+1 de la sucesién espectral de Serre y estd definido como
multiplicacién por la clase de Euler de la fibracién en cuestién. Ahora,

considere el siguiente diagrama de fibraciones

S?’L—k‘ _ V?’L—k+2 _ Sn—k+1

Sn_k . Vn,k Vn,k—l
* Vn,k—? — Vn,k—?

La sucesiéon espectral de Serre del segundo renglén se mapea en la del
primer renglén, de hecho utilizando la sucesién exacta de Serre se verifica
que el morfismo H" *+1(V,, 1) — H" k1 (Sn=k+1) e un isomorfismo
lo cual, en vista de la naturalidad de la clase de Euler, implica que la
clase de Euler buscada es trivial. Asi, H"*k(Vn,k) ~7. 0

Lema 2.5 Sean V,j = BSO(n — k) la funcién clasificante del haz
SO(n—k) — SO(n) — Vur y sn—k — Vi—k+1,1 N Vi la inclusion
natural. Sin—k es par, entonces o*(e) = £2u donde u es un generador

de H" *(Vo1) y e € BSO(n — k) es la clase de Euler.

61
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Demostracion: Considere el siguiente diagrama

gn—k-1 Vi—k+41,2

Snfkfl V?’L,k-f—l V?’L,k

Sn—kz—l - s BSO(TL — k- 1) E—— BSO(TL — k)

BSO(n) =———= BSO0O(n)

donde el segundo renglén es el haz esférico canénico sobre BSO(n — k)
inducido por « y el primer renglén el haz inducido por i. Observe
que el haz S~ F-1 —kt+12 — S"~F es el haz esférico del haz tan-
gente de S"* el cual, cuando n — k es par, tiene por clase de Euler
a2 € H"*(S"=*). Escribimos a a*(e) como ku, donde k € Z y u es
un generador de H"*(V,, ;). Como * es un isomorfismo en este caso
(Lema 2.4) y la clase de Euler es natural, entonces k = £2. O

Finalmente, recordamos que la cohomologia de los espacios lente de
torsién 2™ estd dada por H*(L?"*1(2M);7Z/2) = E(z) ® Pny1(2), con
[z =1y [2] =2.

3 El espacio clasificante de haces reales estable-
mente complejos

El material de esta seccién esté basado en el trabajo de B. Junod [9].

3.1 La cohomologia de B(n,k)

En esta primer subseccién estudiaremos las propiedades cohomoldgicas
de un espacio particular que nos permitird desarrollar nuestro trabajo.

Definicion 3.1 Considérese el siguiente diagrama

BSO(k)

|

BU(n) —— BSO(2n)
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Decimos que el pull-back de este sistema es el espacio clasificante de
haces reales de dimension k establemente complejos sobre complejos
celulares de dimension < 2n + 1 y lo denotamos por B(n, k). Observe
que inductivamente podemos definir el espacio B(n, k) como el pull-back

del diagrama
BSO(k)

|

B(n,k+1) —= BSO(k + 1)

Observaciéon 3.2 En la defincién anterior se debe cumplir que 1 < k£ <
2n, para el caso en que k = 2n se verifica que B(n,2n) = BU(n). Por
otra parte, si k = 2n — 1 y P es el pullback del sistema

SO(2n —1)

|

U(n) SO(2n)

donde U(n) — SO(2n) esta dada por
A+ iB — [ g _AB ]

entonces existe una funcién U(n — 1) — P inducida por las funciones
Un—1)—-U(n)yU(n—1) — SO(2n—2) — SO(2n—1). De hecho, tal
situacién forza a que U(n—1) — P sea un isomorfismo. Este argumento
muestra que B(n,2n — 1) = BU(n — 1).

Trabajaremos frecuentemente con el siguiente diagrama

Von,on—2; == Von 2n—2j

I

B(n,2j) —22~ BSO(2)

| |

BU(n) —=> BSO(2n)
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Observe que existe una funcién h : BU(j) — B(n,2j) determinada por
la propiedad universal de B(n,2j)

T
BU(n) — "> BSO(2n)

Lema 3.3 Para cadan > 1 y 1 < j < n — 1, existe un elemento
€ H¥(B(n,2j);Z) tal que

f3;(ej) = p*(¢j) — 2a5, ii(a;) =u;, h*(a;) =0

donde e; € H¥(BSO(2j);Z) es la clase universal de Euler y u; €
H2j(Vgn,2n,2j;Z) es un generador.

Demostracion: De acuerdo al Lema 2.5 podemos elegir
Uu; € HQj(VQngn_gj; Z) ~7

generador tal que is(ej) = —2u;. Puesto que Vap2,-2; €s (25 — 1)-
conexo, BU(n) es 1-conexo y la cohomologia de BU(n) esté concentrada
en dimensiones pares, aplicando la sucesién exacta larga de Serre a la
fibracion Vo on—2; — B(n,2j) — BU(n) se tiene la sucesién exacta
corta

0 — H¥(BU(n)) — H¥(B(n,2j)) — H* (Vanan—2;) — 0

Sea x € H%(B(n,2j)) tal que ij(x) = u;. Puesto que i* es un iso-
morfismo hasta dimensién 2j podemos reemplazar a x por a; = x —
p*(i*)"th*(x), asi h*(a;) = 0y ij(aj) = u;. Por otra parte, como
H Qj(‘/gmgn_Qj;Z) = 7, entonces la sucesion exacta anterior se escinde
produciendo el isomorfismo

H%(B(n,2j)) = im(p*) @ Za; = HY(BU(n)) © Za,

Como h* f3;(e;)

ej) =1j(ej) = c¢j, entonces f3;(e;) = p*(cj)+ma;. Ademds,
Zlf2](ej) = ;(

= G5
i) = 2“]‘7351’7”:—2}’]829}(63) p*(¢j) — 2a;. O
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Una situaciéon particular de nuestro diagrama de trabajo es la si-
guiente

G251 e g2j—1

L

B(n,2j — 1) 2= BSO(2j — 1)

p2j1l l
faj

B(n,2j) BSO(2j)

Considere la sucesién de Gysin de la fibracion

P2j—1

S%=1 — B(n,2j — 1) 5" B(n,2j)

la cual tiene clase de Euler (de acuerdo al Lema anterior) p*(c;) — 2a;

. HY(B(n,25)) " 95 gt (B(n, 2j)) — HIY(B(n,2j — 1)) —
y por exactitud se satisface que p’gjflp*(cj) = 2p’2‘j71(aj).

Denotaremos por b; a p3;_;(a;), mds generalmente b; denotard a
PiPry1 - P5j_1(aj), mientras que c; al elemento (pppy - p3;_1)p*(¢)).
Con esta notacién se satisface que 2b; = ¢j paral < j < n —1. La
siguiente figura muestra tal situacion.

B(n,2j—1) bj,b]qu,...,bn,l,cl,...,cj,l 2bj:Cj

!
B(n,2]) CLj,ijrl,...,bn,l,Cl,...,Cj

!

B(n,2n —5) bn—2,bp—1,¢1,-..,Cn—3 2by 2 = Cp—2
!

B(n72n_4) an727bnflucl7"'7cn72
!

B(n, 2n — 3) bnfl, Cly...,Cp—2 2bn,1 = Cp—1
!

B(n,2n — 2) Gp—1,Cly---,Cn_1
!

B(n,2n —1) Cly...,Cpne1

!
BU(n) Cly-..,Cp
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Observaciéon 3.4 Hacemos un par de observaciones ttiles en la de-
mostracién del siguiente resultado.

a) De acuerdo al Lema anterior f,(ex) = cx — 2a; en H**(B(k +
1,2k)), y en vista de la Observacién 2.2 (¢, — 2ax)? = f3,(ef) =
Fae(or) = p*ri (k) = p*(f — 2ck—1¢x41) = ¢ Por lo tanto
depay, = 4ai en H*(B(k +1,2k).

B(k+1,2k> Ay Cly .., Ck
BU() = B(k +1,2k + 1) Clyeeey
BU(k+1) Cly--+5 Ckt1

b) Utilizando la fibracién Vs, 2n—p — B(n,k) — BU(n) y en vista
de que Vap, 0n—r ¥ BU(n) son l-conexo, se tiene que B(n,k) es
1-conexo.

c) Sea h: B(n—1,2j) — B(n,2j) la funcién que define la propiedad
universal de B(n,2j) y que es compatible con la misma funcién
h del diagrama previo al Lema 3.3. En esta situacion se tiene el
diagrama

|

B(n—1,2n —3) — B(n,2n — 3) — BSO(2n — 3)

|

B(n,2j)

BSO(2)

BU(n—1) B(n,2n —2) — BSO(2n — 2)
BU(n—1) B(n,2n —1) — BSO(2n — 1)
BU(n—1) BU(n) BSO(2n)

el cual nos muestra que < b,—1 >C Ker(h*) ya que h*(ap—1) =0
(Lema 3.3).
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d) En el Lema 3.3 construimos elementos a; € H* (B(n,2j)), nétese
que estos elementos en principio dependen de n, para ser precisos
a;j deberia denotarse como aj. Veamos que h preserva tales ele-

mentos, es decir h(a}) = a?il. Para esto considere el siguiente
diagrama conmutativo
Von,2n—2j—2
Von2n—2j—2
B(n — 1,2j) BSO(2j)
\ \
B(n,2) BSO(2))
BU(n—1) ‘ BSO(2n — 2)
BU(n) BSO(2n)

donde la funcién i es la inclusion candnica que es parte de la fi-
bracién Vo, 2p,—2;j2 N Von2n—2; — Van,2. Utilizando la sucesion
exacta de Serre se tiene que i* es un isomorfismo en dimension
27, lo cual implica que h*(a;) al restringirlo en su correspondiente
variedad de Stiefel es un generador, en particular h*(a;) y a; son
libres de torsion. La observacién es consecuencia de la conmuta-
tividad del diagrama, del hecho de que h*(a;j) y a; son libres de
torsion y de la relaciénes del Lema 3.3 que definen dichos elemen-
tos. En adelante usaremos indistintamente la notacién a; para
referirnos a los elementos del Lema 3.3 sin importar n.

Teorema 3.5 H*(B(n,k);Z) es un Z-mddulo libre determinado por el
1somorfismo

Z[Cl, e ,Ct] X A(at,btJrl, .. .,bnfl) k=2t

H*(B(n, k);Z) = { Zlct, ... c] ® Albgat, .. but) k=2t+1
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donde A(x1,...,zy) es el grupo abeliano libre generado por los elemen-
tos

T Tiy * " Tigs 1< <o < - <1s <M.

Demostracion: Procederemos por induccion decreciente sobre k. Los
casos en que k es 2n 6 2n—1 son inmediatos pues H*(B(n, k)) es en estos
casos, de acuerdo a la Observacién 3.2, H*(BU(n)) y H*(BU(n — 1))
respectivamente. Analicemos ahora el caso k = 2n — 2 y para éllo la
sucesiéon de Gysin de la fibracion

52n=2 _, B(n,2n —2) "5 B(n,2n — 1)
que es

0—HX(BU(n—1)) 5% H¥(B(n,2n—2)) % H2 2" 2(BU (n—1))— 0

pues su clase de Euler es trivial al ser de grado impar en BU(n — 1).
Asi, de acuerdo al Lema 2.1, tenemos el isomorfismo

H*(B(n,2n — 2)) = H*(BU(n — 1)) @ a - H*(BU(n — 1))

para a € H*"~2(B(n,2n — 2)) tal que ¢(a) es generador de H(BU (n —
1)). Por otra parte, aplicando la sucesién exacta de Serre a la fibracién
Vana — B(n,2n —2) 2 BU(n) se tiene la sucesién exacta corta

0 — H*(BU(n) & H*"*(B(n,2n — 2)) — H*"*(V32) = 0

la cual produce el isomorfismo H?"~2(B(n,2n — 2)) = Im(p*) & Za,_1
ya que H*""2(Vay9) & Z (Lema 2.4). Como Im(p*) = Im(ph,_5) =
ker(¢), entonces ¢(a,_1) es generador de H°(BU(n — 1)), lo cual des-
cribe el isomorfismo deseado. Observe que en este caso, de acuerdo a la
Observacion 3.4, a2_| = ¢p_1an_1.

Supongamos ahora el resultado cierto para k con r < k <2n—1y
probémoslo para r — 1.

Si r es impar, digamos 7 = 2j + 1, en este caso procedemos como
arriba. Aplicamos la sucesién de Gysin a la fibracion S/ — B(n,2j) —
B(n,2j+1), la cual tiene clase Euler trivial, para concluir el isomorfismo

H*(B(n,2j)) H*(B(n,2j +1)) ® a;H*(B(n,2j + 1))
Z[Cl, - ,Cj] & A(aj, bj+1, - ,bn_l)

12112
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Para efectos de la demostracion del siguiente caso, en que r es par,
demostraremos que el morfismo de grupos

Zler, ... cj—1,¢; — 2a;] ® Alaj,bjs1,- .. bo1) 23 H*(B(n,2j))

rTRYr—— Y

es un isomorfismo. Procedemos por induccién sobre n y para éllo comen-
zamos en n = j + 1 que es el primer valor que puede tomar n. Kl
morfismo en consideracién toma la forma

Z[Cl, ceeyCj—1,Cf — 20,]'] & A(CLJ’) wj—tl Z[Cl, e ,Cj] & A(CLJ’)

y en vista de que af = a;c; las relaciones (¢; — 2a;) ® 1+ 2(1 @
aj) — ¢jy (¢j —2a;)? @1 c? muestran que ;11 es suprayec-
tiva y en consecuencia un isomorfimo entre Z-mddulos libres. Supon-
gamos que la afirmacién es cierta para valores menores que n y sean
A= Z[Cl, ... ,Cj] (%9 A(a]’, bj+1, ... ,bnfg), B = Z[Cl, ceeyCj—1,C5 — 2aj] &
A(aj,bjq1,...,bp—2), {x;} base de A (por lo que {zb,_1} es base de
Ab,—1) y h: B(n—1,25) — B(n,2j) la funcién de la Observacién 3.4.
Observe por una parte que Ker(h*) = Ab,—1 y que H*(B(n,2j)) =
A @ Ab,_1. Asi, la hipdtesis de induccién y la conmutatividad del dia-
grama

B
¢n|B lwnl
A® Ab, s 4

muestran que 1, |p es monomorfismo, y de hecho podemos elegir {y;}
base de B de tal suerte que 9, (y;) = x; + 2;b,—1 para z; € A. Puesto
que a%_l = Cp_10n-1 Yy 2bp,_1 = cp_1, se cumple que bi_l = 0 en
H*(B(n,2j)). Por lo tanto y|pp, , es biyectiva y su imagen estd en

Ab,_1. Asi, 1, es isomorfismo.

Si r es par, digamos r = 2j, entonces de acuerdo al Lema 3.3 la clase
de Euler de la fibracién S¥ =1 — B(n,2j—1) — B(n,2j) es ¢;—2a; y en
vista de que 9, es inyectiva, se cumple que el morfismo de multiplicacién
por la clase de Euler es inyectivo, luego el morfismo ¢ de la sucesién de
Gysin de la fibracién S¥~! — B(n,2j — 1) — B(n, 2j) es trivial lo cual
produce los isomorfismos de grupos

H*(B(n,2j — 1)) H*(B(n,2j))/ <c¢j —2a; >

Z[Cl,...,Cj_l]®A(bj,bj+1,...,bn_1). O

o~
o~
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Lema 3.6 Para cada n > 1 y 1 < j < n — 1, el elemento a; €
H?(B(n,2j);Z) satisface

min(2j,n—1)

a; = ajej+ (=17 Y (=1)"beaj
r=j+1

Demostracion: Recordemos que la clase de Euler e; € H*(BSO(2j))

satisface la relacion
2 _ .
ej = pj

Y que
min(2j,n)

() =+ (=17 Y (=1)"2cco5r
r=j+1

en H¥(BU(n)) (Observacién 2.2). Asf,

2 2 2
f3;(ej) = ¢j — 4ajc; + 4aj

min(2j,n—1)

) = G+ (10 > (-1 260,
r=j+1
min(2j,n—1)

= A+ (=17 D (—1)4breyy,.
r=j+1

El resultado es ya inmediato pues H*(B(n,2j)) es libre de torsién. O

Observacion 3.7 De nuevo hacemos tres observaciones utiles para la
demostracién del siguiente resultado.

a) La funcién h* de la Observacién 3.4 define un isomorfismo hasta
dimensién 2n — 3. (o < 2(n —1)).

b) Considere el siguiente diagrama

B(n,2j — 2) x CP> for 2 BSO(2j — 2)xCP>
B(n+1,2j) —%~ BSO(2)
BU(n) x CP* BU(n+1) BSO(2n + 2)
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donde el resto de las funciones son canénicas. En esta situacién
el cuadro externo es homotépicamente conmutativo y en vista de
que BSO(2j) — BSO(2n +2) es una fibracién podemos sustituir
la funcién B(n,2j—2)xCP*>® — BSO(2j—2)xCP*>* — BSO(2j)
por una que haga tal cuadro extrictamente conmutativo. De esta
manera existe una funciéon f de tal suerte que los cuadros

B(n,2j — 2) x CP® —> BSO(2j — 2) x CP™

g l

B(n+1,2§) BSO(2j)

B(n,2j —2) x CP® —+ B(n 4 1,25)

l l

BU(n) x CP*> BU(n+1)

sean (homotdpicamente) conmutativos.

Analizaremos cudl es el efecto de f* sobre H*(B(n + 1,2j5)). Ob-
serve que la funcién BU(n) x CP* — BU(n + 1) muestra que

(mxm) = on

(7 (1) ® 71 (71))

(. (Yn))e(1 (1)

= (clm)@1)- (1 @c(n))
= clm) ®@c(n)

@)

donde 7, : BU(n) x CP* — BU(n) y m : BU(n) x CP>® —
CP® son las proyecciones canédnicas, asi f*(¢;) = ¢; + ¢;—12 en
H*(B(n,2j — 2) x CP®) 22 H*(B(n,2j — 2)) ® H*(CP>), donde
z es el generador de H*(CP*) y 1 <i <j.

Recordemos que ¢; = 2b; en B(n,2j — 2). Ahora, puesto que
feilaj) = ¢j — 2a; y la funcién BSO(2j — 2) x CP>* — BSO(2j)
envia e(A2;) en (e(A2j—2) ®1)- (1 ® 2), se tiene que 2f*(a;) = ¢; +
2aj_1 y en consecuencia f*(a;) = b; + aj_12 (pues H*(B(n,2j —
2) x CP®) es libre de torsién).

Por otra parte, la funcién B(n,2j —2) x CP>* — B(n+ 1,2j) —
B(n + 1,2i) se factoriza B(n,2j — 2) x CP* — B(n,2i — 2) x
CP> — B(n+1,2i) donde la ultima funcién de esta composicién
es una version de f para j = i. Utilizando este hecho tenemos que
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f¥(b;) = b+ b1z para j+1<i<n—1ydque f*(by) =by_12
pues b, = 0 en H*(B(n,2n — 2)) de acuerdo a la Observacién 3.4.

C) Sea G = Z/Q[Cl,...,cj',l] & (Z/2 <aj; > @2/2 < bj+1 > - D
Z]2 < by, >) — H*(B(n+1),25);Z/2) y observe que la restriccién
de f* a G es inyectiva.

Teorema 3.8 Para cadan > 1,1 < j<n—1ycada 0 <k <j se
tiene la siguiente relacion en H*(B(n,25);7Z/2)

k-1

) — 7
SqQk‘(a]) = Z (‘; . 7“) bk+j—TcT + ajCk.
)

r=max(0,k+j+1—n

Demostracion: Procederemos por induccién sobre n. El caso en que
n = 1 se verifica trivialmente, mientras que para n = 2 se tiene que
j=1yk=0, 1. Pero S¢*(a1) = a? = ajc; lo cual coincide con nuestra
relacion.

Suponga cierto el resultado para valores menores que n + 1. Para
a; € H¥(B(n+1,2j)) se cample que Sq**(a;) € H**+)(B(n+1,27)),
asi de acuerdo al isomorfismo de la Observacion 3.7 nuestra relacién es
vélida para k 4+ j < n — 1. Para k + j > n consideraremos la situacién
de la Observacion 3.7. Primero analicemos el caso en que j > 1, k < j
v k+ 7 > n, de acuerdo a nuestra hipétesis de induccién se tiene que

W Sq*(a;) = Sq**(h*(a;))

k—1 j—r
- <kj — r) bj""k_rcr +ajcg
r=k+j+1-n

y puesto que ker(h*) = b, H*(B(n,2j)) tenemos

k-1

j—r
SqQk(aj) = Z <k _ )bj+kr0r +ajcr +bup(ct, ... Cjrr—n)
r=k+j+1-n "

donde p € Z/2[cy,...,cj—1]. Luego, Sq**(a;) € Gy
F8¢* (a;) = S¢*(f*(ay))
= Sq%(bj + aj_lz)
= Sq%(bj) + Sq%(aj_l)z + Sq2k_2(aj_1)z2.
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Aplicando de nuevo la hipdtesis de induccién, vemos que f*Sq%(aj)
estd dado por

k j—r k-l g—r—1
Z (k‘ N 7”) bj‘i’k*TCT + Z < k—r )bj+]€7‘lc7‘z

r=k+j+1—n r=k+j—n
k=2 jg—r—1
- 2 2
+ Z <k L 1) bjtk—r—26r2" + (aj_10k2 + aj_1Cp—127)
r=max(0,k+j—n—1)

y como (7,71 = (1575) + (127) (2), 17847 (a;) ahora es

k . k—1 .
—r —r
Z <] )bﬂ_k_r(c?« + cr,lz) + Z <‘Z: B T) bj+k_r_1crz

k—r

r=k+j+1-n r=k+j—n
k-1 ] r
- 2
+ Z <k‘ B ’I”) bjik—r—1Cr—12" + aj_1z(ck + cx—12)
r=max{1l,k+j—n}

Si k4 7 > n, se tiene

k .
* -T
f Sq2k(aj) = Z <}1 . 7“) bj—l—k:—r(cr +cro12)

r=k+j+1—n

k—1 .
]—-r
+ Z <k5 o T) bj-l—k—r—lz(cr + cr,lz) + ajflz(ck + Ck—lz)

r=k+j—n
k—1 .
]—-r
= > <k: B ) (bjsh—r + it j—r—12)(Cr + Cr_12)
r=k+j+1-n "

n—k
+(bj + aj—12)(ck + cr—12) + <n ) bn-12(Cjtk—n + Cjth—n—1%2)

k—1 .
* -T
=f ( E (‘; B 7“) bk+jfrcr + ajck)
r=maz(0,k+j—n)

que es nuestro resultado ya que f*|g es inyectiva. Si k + j = n, pro-
cedemos de manera andloga como arriba. Restan dos casos, el primero
para 7 = 1 y el segundo para 7 = k. En el primer caso la relacién
deseada se verifica facilmente, mientras que el segundo es consecuencia

del Lema 3.6 y que Sq% (a;) = a?. O
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3.2 El problema de inmersion

A continuacién mencionamos cémo un sistema de Moore-Postnikov
estd relacionado con el problema de levantamiento.

Proposicion 3.9 Sea g : W — Y con W un CW -complejo finito. Si

{Zn, o, Bn} es un sistema de Moore-Postnikov de F' — X 4, Y, en-
tonces una condicion suficiente para que g levante a través de f es que

H*(W,me1(F)) = 0.

Una aplicacion de este resultado la podemos hacer al siguiente pro-
blema. Cada haz vectorial complejo estable se clasifica a través de
una funcién X — BU. Si X es un CW complejo finito, digamos de
dimensiéon N, la pregunta es si podemos levantar la funciéon de clasifi-
cacién a algin BU(n) y si es el caso como depende n de N. Nétese que
un tal levantamiento siempre es posible para n suficientemente grande
pues X es compacto y BU esta dotado con la topologia unién de los
BU(n).

Puesto que la fibra W de BU(n) — BU es Up>oWyikr v cada
Witk €s 2n-conexo, se tiene que W es 2n-conexo. Asi, para q <
2n+ 1 tenemos H9(X, my—1(W)) = 0, y si suponemos que n > (N —1)
entonces H4(X,my_1(W)) = 0 para ¢ > 2n + 2, por lo que tendremos
un levantamiento a BU(n).

Un razonamiento analogo al anterior muestra que si X es un CW-
complejo de dimensién N y existe un haz complejo £ sobre X con funcién
clasificante X — BU(M) y M > N, entonces la funcién clasificante de
¢ levanta a BU(n), para 2n + 1 > N, produciendo un isomorfismo
& =n® (M — n) para n un haz complejo sobre X.

En particular, cualquier haz complejo estable sobre L2"+1(27M) se
clasifica por una funcién L?*"*1(2™) — BU(n). El trabajo de estd
seccién puede ser interpretado como un método para detectar obstruc-
ciones no triviales para levantar levantar haces L?"*1(2™) — BU(n) a
algin BU(m) con m < n.

Enunciamos de nuevo el resultado principal de este trabajo.

Teorema 3.10 Sea m > 2 y I(n) = maz{l <i<n-—1: (n+7i+1) -
0 (4)}-
a) Sin #2541 yn>2, entonces L2 (2m) ¢ R2HIF2M),
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b) Sin =25 +1, cons > 1, entonces L2"T1(2m) ¢ R¥2n) —
R4n—4‘

Corolario 3.11 Sea m > 2
a) Sin=2° con s> 1, entonces L>"T1(2™) ¢ RI"~1,

b) Sin=2%+2t con s >t>1, entonces L*"+1(2™) ¢ R¥"3,

En la demostracion de este teorema utilizaremos los isomorfismos
canénicos 7cpr @ Ic = (0 + 1)y, ¥ Tr2nti(gmy @ Ir = (n + 1)o, donde
o= q"(r(w)) y q: L**1(2™) — CP" la proyeccién canénica. Ob-
serve que estos isomorfimos muestran que si gd(vcpn) = M, entonces
gd(viznt1(amy) < M. Esto tltimo quiere decir que si CP" C R2+k,
entonces L2"*t1(2m) C R?*1*F Por otra parte, Milgram probé en
[11] que CP™ C R+ v que CP* C R*™ " gi n es impar o si
a(n) = 1. Asi, cuando a(n) = 1 tenemos que L?**1(2™) C R*" lo cual
implica que en este caso nuestro resultado es éptimo.

Por otra parte, en [13] Sanderson y Schwarzenberger demostraron
que CP" ¢ RI"=20()=1 v que CP* ¢ R™™200+e i o(n) = 1 o si
n es par con a(n) # 0 (4), donde e = 0si a(n) =1 (4), y e = 1 si
a(n) =2, 3 (4).

Algunos casos del trabajo de Sanderson-Schwarzenberger pueden

obtenerse (o compararse a partir de cierto punto) con el Teorema 3.10,
por ejemplo:

a) Si a(n) = 1, de acuerdo a nuestro resultado CP™ ¢ R*"~2 el cual
es 6ptimo en vista de la inmersiéon de Milgram y coincide con la
no-inmersién de Sanderson-Schwarzenberger.

b) Para n = 2° + 1 nuestro resultado afirma que L**+1(27) ¢ R4
y en consecuencia CP" ¢ R*"~5 que coincide también con el re-
sultado de Sanderson-Schwarzenberger.

¢) Paran = 27 +2° nuestro resultado afirma que L?"+1(2™) ¢ R1"3
y en consecuencia CP" ¢ R*™~* mientras que el resultado de
Sanderson-Schwarzenberger afirma que CP" ¢ R*"~3,

d) Para n = 2" + 2° + 1 nuestro resultado afirma que L?"*1(2m) ¢
R*~7 y en consecuencia CP™ ¢ R*"~® mientras que el resultado
de Sanderson-Schwarzenberger afirma que CP™ ¢ R~ 7.

75
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Finalmente, Davis y Mahowald [1] demostraron que para a(n) = 2
y n impar CP™ C R*73 y si n es par CP™ C R¥"~2. Por lo que en la
situacién a(n) = 2 nuestro resultado de no-inmersién dista a lo més en
una unidad de la situacién 6ptima.

Observacion 3.12 Haremos a continuaciéon algunas observaciones so-
bre (n). Denotamos por v(n) al exponente de 2 en n. Usaremos las
identidades v(;) = a(b) + a(a —b) — afa) y a(a — 1) = a(a) — 1+ v(a).

= «(n), entonces I(n) =n — 1 para a(n) = 1.

¢) Como v

3
=
o]
Qo
=]
<
Qﬁ
S
v
w

Lema 3.13 Sin = 2% 4+ --- +2% con s1 > -+ > s, >0y k > 3,
entonces
l(n)=2%+2% —2-2% — ... - 2%,

Demostracion: ~ Usaremos el hecho bien conocido de que v(}) es el
numero de acarreos que ocurren al realizar la resta de las expresiones
binarias de @ y b. Sea r = 2%t 4+ 2% — 2 — 2% — ... — 2%_ Entonces
n+r+1=29142%+ _1 porlo que el maximo nimero de acarreos
en la resta de n+r+1 y n es precisamente uno, en la posicién s1, como
se muestra en la figura (ya sea que s;1 = so+ 10 81 > s9+ 1)

s1+1 s -+ s9+1 s9 -+ s
1 0 0 1 1 n+r+1
1 0 1 1 n

Por lo que r <(n). Veamos que r es de hecho [(n). Analicemos, para
ejemplificar, la diferencia (n+r+2) —n. En este caso (n+7r+2)—n =
251+l 4 95241 1 1 y en tal situacién la figura

s1+1 s -+ s9+1 s9 -+ s
1 0 1 0 0 n—4+r—+2
1 0 1 1 n

muestra que hay un acarreo en la posiciéon s; y otro, en el peor de los
casos, en so. Consideremos en adelante la diferencia (n+r+k+1)—n =
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r+k+ 1 para k > 1 la cual, de acuerdo a nuestra definicién de I(n),
debe ser a lo mas n.

Supongamos que s; = sg+1 y no existen acarreos en (n+r+k+1)—n,
entonces (n + 7 +k+ 1) —n > 291+ > n que es una contradiccién. De
existir sélo un acarreo tal situacion forza a que n+r+k+1 tenga 1 en
la posicién sy (de lo contrario habria dos o més acarreos)

s1+1 s sy -+ Sk
1 1 1 n+r+k+1
0 1 1 1 n

asf (n+7r+k+1)—n>2%T > pn

Supongamos que $1 > $3 + 1, entonces existe un acarreo en (n -+ 17+
k+1) —n en la posicién s;

s1+1 s -+ so+1 sg -+ s
1 0 1 n+r+k+1
1 0 1 1 n

y de no existir mas acarreos (n+r+k+1) —n > 25 + 25271 > . Por
lo tanto I(n) =r. O

Esta descripcién de [(n) para a(n) > 3 nos dice que

2 §4; sin= E4;
1(4) sin=1 (4
in) = 0(4) sin=2(4)
3(4) sin=3(4)

Demostracion del Teorema 3.10

Puesto que Tpant1(9my @ 1 = (n + 1)o, L2t (gmy ¢ R2HITE 6y
sélo si, se tiene un levantamiento

BSO(k)

/7
—~
—
~
—

—(n+1)o) : L1 (2m) —— BSO
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Al inicio de esta seccién se discutié la existencia de un levantamiento ¢
de —(n+1)(y) a BU(n+1), de modo que se tiene el siguiente diagrama

B(n+1,k) BSO(k)

fo_ -7 l l
g p

L#HH(2™) —— BU(n + 1) —— BSO(2n +2)

Observe que g*(¢;) = ¢;(—(n +1)y) = (77 1z = (=1)'("1")2* pues
c(—(n+1)y) =cly) ™ t=0+2)"""1 =S (%12
Para i > [g] + 1 se tiene que p*(¢;) = 2b; € H*(B(n+ 1,k)), luego

2fi(bi) = g"(cr) = (=1)° (n i Z) 2 (2M).

n

Esta tltima identidad implica que ("TJL”) es par y que

27 () = 2(-1)'3 (”: ) 2 (2m).

n
y dado que m > 2 se obtiene en particular

(1) HOE %(” ' ) 2 (2),

n
~ Ahora, si k = 2i y a; € H?(B(n + 1,2i)) con i < n, entonces
f,j;(az) = )\Z'Zi S H2i(L2n+1; Z) con \; € Z/Qm.

Como Sq?(a;) = ibis1 + ajer y Sg2(N\izt) = i\iztL, al aplicar f3; a

Sq?(a;) se tiene la siguiente identidad

2) N = (n+ DX +% (” + :ﬁ 1) @)

que es valida para i + 1 < n.
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Similarmente, como Sq¢*(a;) = (;)bprg + (i — Dbjy1c1 + ajca  y
Sqt(Nizt) = (;) A\iziT2 ) al aplicar f3; a Sq*(a;) se tiene la siguiente iden-
tidad médulo 2

(3) @ A= (”;2> At = 1)(n+ 1) <”+fl+1> " (;) . <”+fl+2>

que es valida para i + 2 < n.

Tomemos en adelante i = I(n) y m > 2, por lo que (1) para i + 1,
y en consecuencia (2) y (3), es vélida, en caso de existir fa;. De hecho,
de acuerdo a la definicién de I(n), el tercer sumando de la ecuacién (3)
es nulo, por lo que ésta se transforma en

(4) <;>Aiz<”;2>Ai+(¢—1)(n+1)%<”+2+1> 2).

Sin = 2° con s > 1, en este caso tenemos que i = [(n) = n — 1,
entonces la ecuacién (2) nos dice que

%<n+;’+1> _0 (@)

lo cual contradice la definicién de [(n).

Sim es par y a(n) > 2, entonces (ver los comentarios siguientes al
Lema 3.13 y (b) de la Observacién 3.12) ¢ = I(n) es par y < n — 2.
Entonces, de acuerdo a la ecuacién (2), tenemos que \; = 0 (2), y en
consecuencia la ecuacién (4) nos dice

(E%(”fé“) @

lo cual contradice la definicién de [(n).

Sin esimpary a(n) > 3, tenemos que (ver (c) de la Observacion 3.12
y los comentarios siguientes al Lema 3.13) i = [(n) < n — 3 es impar,
que

6 Aizg(”““) @)

n

Y que

(6) <;> Ai = <n ;_ 2) Ai (2).

79
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Por otroladon =1, 3 (4). Sin =1 (4), entonces I(n) =1 (4), v(;) > 1

2
y y(”;Q) = 0. Utilizando la ecuacién (6) tenemos que \; = 0 (2) y de

acuerdo a (5)
_1fn+e+1
b1

lo cual contradice la definicién de I(n). Sin =3 (4) , entonces l(n) =
3 (4), v(2) =0y v("$?) > 1. Utilizando (6) tenemos que \; = 0 (2) lo
cual, de acuerdo a (5) contradice la definicién de [(n). Esto concluye la
demostracién del primer inciso.

Sin=2+1cons>1y L2 (2m) C R¥F1+2An=2)~1 g tiene el
siguiente diagrama

B(n+1,2(n—2) —1) ——= BSO@2(n —2) — 1)

7
e - lp2n5
fT n—2)— //
T Bn+1,2(n — 2))
/ _ 7
e // - /fTQ(n—Q) l
n

L2+ (am) BU(n+1)

5 BSO(2n + 2)

La ecuacién (2) toma ahora la forma (ver inciso (b) de la Obser-

vacién 3.12)
1{n+i+1 1(2n—-1
An—o = = = -

donde v(*"1) =1, por lo que A, 2 =1 (2), y ademés

n

A22"? = fo_o)(an—2)

= E(n—2)—1(17926n75(an72))
= fQ*(an)fl (br—2)

1 (m—-2\ .,

donde V(2"72) =2+ a(n—2)—12>2 porloque 2" 2 =0, que es una

n
contradiccién. Con ésto concluye la demostracién del Teorema 3.10. O
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Observaciéon 3.14 En la demostracion del Teorema 3.10 sélo se uti-
lizaron relaciones obtenidas a partir de Sq¢? y Sq* mientras que en el
Teorema 3.8 se obtuvo Sq%(aj) para k > 1. Surge la pregunta natural:
qué ocurre con las demds relaciones que proporcionan Sq¢2* para k > 3.

Utilizando la misma notacién que en el Teorema anterior y de acuerdo
al Teorema 3.8 se tiene que para k +17 < n

e e (e
SR

+(z‘—k+1)%<n+;+l> <n+s—1> +/\,~<”:;k> (2).

Lo cual, de acuerdo a la definicién de I(n), se convierte en la relacién

<7><;)Aiz<i—k+1>§<”+2+l>(“*’;”)+Ai<”;§’“) 2).

Cuando n + 1 < k + 4 la relacién que obtenemos es

(8) 05(i—k+1)%<n+;+1> <n+z—1> +Ai<”:;k> (2)

pues Sq¢?*(a;) = Sq¢**(z") = 0. Cuando n es par y a(n) > 2 vimos en

la demostracion del Teorema que i = [(n) es par <n — 2y que \; =0,
luego las ecuaciones (7) y (8) se transforman en

©) Oz(k+1)%<n+;+1><n+k—1>

n

la cual sélo tiene interés de ser estudiada para k par, ademds de que
k estd restringido por la relacién k < ¢ = [(n). Recuérdese que 2i es
la codimension de la inmersiéon supuesta. De modo que la ecuacién
(9) no conduce a mejora alguna de nuestro resultado. Similarmente,
para n impar y a(n) > 3 los términos que involucran a ¢ = [(n) en las
ecuaciones (7) y (8) no conducen a mejora alguna.

Cuando n = 2% + 1 se tiene que i = [(n) = n —2 y la ecuacién (7) es
valida para k < 2. El caso k = 1 fue estudiado en la prueba, mientras
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que en el caso k = 2 la ecuacion (7) es la ecuacién (2.4) que se reduce a
la relacién (,) = (”;2) que no tiene mayor importacia. Por otro lado, la
n+k—1) 1 (2n—1

n

ecuacién (8) toma la forma 0 = k( pues 5(7"77) =1, y ésta sdlo

tendria interés para k impar, pero en tal caso V(”+f;_1) > 1.

Con este argumento queda eliminada la posibilidad de mejorar nue-
stro resultado con las relaciones que producen S¢**(a;) con k > 3.
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