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Graficas con una cubierta maximal
independiente
y cotas para algunos invariantes®

Carlos E. Valencia-Oleta ! Rafael H. Villarreal 2

Resumen

Sea GG una grafica con n vértices la cual tiene una cubierta maximal
independiente, 5y el nimero de independencia de Gy ag = n— .
En este articulo se demuestra que si Sy > g, entonces G tiene al
menos n — 2qq vértices aislados. Como consecuencia se obtiene
que si G' no tiene vértices aislados, entonces 3y < |5 |. También
se prueba que si ¢ es el ntmero de lineas y e(G) es el nimero
de conjuntos maximales independientes con Sy vértices, entonces
q < a% y e(G) < 290, respectivamente. Las grificas que tienen
una cubierta maximal independiente incluyen a las gréaficas no
mezcladas y a las graficas criticas por lineas.

2000 Mathematics Subject Clasification: 13F55, 05C69, 05C40, 05C65.
Keywords and phrases: Grdfica, cubiertas, invariantes.

1 Introduccion

Sea G una gréfica con vértices V = {x1,...,x,} y R = K[z1,...,z,] un
anillo de polinomios sobre un campo K. El ideal de lineas (resp. anillo

de lineas) de la grafica G es el ideal monomial:

I(G) = ({zizj| z; es adjacente a z;}) C R
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(resp. R/I(G)), estos anillos han sido estudiados en [6, 7, 9, 10, 11].
Nosotros estamos interesados en estimar invariantes del anillo de lineas
que pueden interpretarse como invariantes de la grafica G. Nuestros
resultados principales son cotas para la dimensién de R/I(G), para la
multiplicidad de R/I(G), y para el nimero minimo de generadores de
I(G); estos tres invariantes del anillo de lineas corresponden a tres in-
variantes de la gréafica G que son el numero de independencia Sy(G),
el nimero de conjuntos maximales independientes con [By(G) elemen-
tos (que es precisamente el nimero de caras de dimensién méxima del
complejo simplicial complementario de G), y el nimero de lineas de
G, respectivamente. Las cotas que logramos son principalmente para
la familia de gréficas que tienen una cubierta maximal independiente,
esta familia contiene a las graficas no mezcladas y a las gréficas criticas
por lineas. Nosotros probaremos que algunos de nuestros resultados no
admiten una generalizacién directa para hipergraficas.

Las referencias que usaremos para hipergraficas y gréficas son [1, 5],
y para anillos de Stanley-Reisner e ideales de lineas usaremos [8, 10]. En
particular aqui adoptaremos la terminologia y notacién usada en estas
referencias.

2 Preliminares

Para facilitar la lectura empezaremos con algunas nociones basicas de
graficas e hipergréficas las cuales jugardan un papel importante en este
articulo.

Sea G una gréafica (resp. hipergréfica) formada por el conjunto V(G)
de vértices y el conjunto E(G) de lineas (resp. hiperlineas).

Definicion 2.1.1 Un conjunto A de vértices de G, se dice que es in-
dependiente si A no contiene ninguna linea de G (resp. hiperlinea).
Adema3s, un conjunto independiente serd mazimal si no esta contenido
propiamente en ningtin conjunto independiente. El nimero de indepen-
dencia de G, denotado por y(G), se define como

Bo(G) = max{|M| | M es un conjunto independiente}.

Definicion 2.1.2 Un conjunto A de vértices de GG, se dice que es una
cubierta de vértices si toda linea de G (resp. hiperlinea) contiene al
menos a un vértice de A. Ademaés, una cubierta de vértices serd minimal
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si no contiene propiamente a ninguna cubierta de vértices. El numero
de cubierta de vértices de G, denotado por ap(G), se define como

ap(G) = min{|M| | M es una cubierta de vértices}.

Los conceptos anteriores estan relacionados pues A es una cubierta
de vértices minimal de una hipergrafica G si y solo si V(G) \ A es un
conjunto maximal independiente. De donde se deduce que

n = ag(G) + Bo(G),

donde n es el nimero de vértices de G.

Definicion 2.1.3 Una grafica G es no mezclada si todos sus conjuntos
maximales independientes tienen la misma cardinalidad.

Definicion 2.1.4 Una grafica G es critica por lineas si
ap(G) > ap(G \ e)
para toda linea e de G.

Definicién 2.1.5 Un vértice de la grafica G (resp. hipergréafica), se
llamara aislado si no pertenece a ninguna linea (resp. hiperlinea) o
equivalentemente si pertenece a todo conjunto maximal independiente
de G.

Definicién 2.1.6 El complejo simplicial complementario A(G) de una
grafica G (resp. hipergrafica) estd dado por

A(G) ={A CV(G) | A es un conjunto independiente de G}.
Notar que A(G) es el complejo de Stanley-Reisner del ideal de lineas:
I(G) = ({xi, @iy - - @i, | {24y, Tiy, - .., i, } es una hiperlinea}) C R,

donde V(G) = {z1,...,zn} y R = Klz1,22,...,2,] es un anillo de
polinomios sobre un campo K, para simplificar la notacién estamos
identificando los vértices de G con las variables de R. Es usual denotar
a R/I(G), el anillo de Stanley-Reisner de A(G), por K[A(G)].

Una de las nociones centrales de este trabajo es la siguiente:
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Definicién 2.1.7 Una familia de conjuntos independientes C C A(G)
se dice que es una cubierta mazimal independiente para la grafica G
(resp. hipergréfica) si |[M| = So(G) para todo M en C y V(G) =
Uaree M. Esto es equivalente a que todo vértice de G pertenezca a
un conjunto maximal independiente.

Definicién 2.1.8 Sea G una grafica y H y L subconjuntos de V(G),
entonces H se dice L — aislado si cualesquiera dos vértices uno en H y
otro en L no pertenecen a una misma linea.

A continuacién damos una serie de ejemplos que ilustran el concepto
anterior.

1. Todo vértice v € V (G) satisface que {v} es {v} — aislado.
2. Un vértice v € V(G) es aislado si y solo si {v} es V(G) — aislado.

3. Sea v un vértice de G y L un conjunto independiente que lo con-
tiene, entonces v es L — aislado.

4. H es un conjunto independiente si y solo si H es H — aislado,
m&s aun el conjunto independiente H serd maximal si y solo si
no existe un subconjunto H de V(G) tal que H C H y H sea
H — aislado.

3 Graficas con cubiertas maximales indepen-
dientes

En esta seccién desarrollaremos los resultados principales del articulo.

Teorema 3.1.9 Sea G una grdfica con n vértices. Si G tiene una cu-
bierta mazimal independiente con Bo(G) > ao(G), entonces G tiene al
menos n — 2a0(G) vértices aislados.

Demostracion: La demostracion consiste en construir un conjunto H
de vértices aislados en V(G) con |H| > n — 2a0(G). Si ag(G) = 0,
entonces G = K,, es un conjunto de n vértices aislados y claramente se
obtiene el resultado. Por lo tanto podemos suponer ay(G) > 0. Luego
como G tiene una cubierta maximal independiente, entonces existen M
y M’ conjuntos maximales independientes distintos con Sy(G) vértices.
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Tomemos H=MNM'y N=MUM'. Dado que HC M (respectiva-
mente M') y M es M — aislado (resp. M’ es M’ — aislado), obtenemos
que H es N — aislado. Afirmamos que |H| > n — 2a9(G). Recordemos
que n = ap(G) + Bo(G). Si N = V(G), entonces |H| = 280(G) —n =
n—2ap(G). Mas atn, los elementos de H son vértices aislados en V(G)
ya que H es independiente, M — aislado y M’ — aislado. Supongamos
que N C V(G), entonces |[N| = n —s con 0 < s < ap(G) de donde
|H| = n —2ap(G) + s > n — 2a0(G). Ademds existe un vértice v’ en
V(G)\ N y, por hipdtesis, un conjunto maximal independiente M"” que
contiene a v' con fy(G) vértices.

Consideremos los conjuntos H' = HNM" y N' = NUM", los cuales
satisfacen lo siguiente:

I.H CHyNCN.
Yaque H=HNM'CHCNCNU{J} CN"

2. [IN|=n—-scon0<s <s<ay(G)y |H|>n—2a0(G)+ 5.

Sea s’ tal que |[N'| = n — ¢/, entonces del punto anterior se des-
prende que 0 < s’ < s < «ap(G). Ahora tenemos que como
N' = NU(M"\N) con NN (M"\N) = (), entonces

n—s =|N'|=|N|+|M"\N| = (n—s) + [M"\N|

y por lo tanto
)

(1

Ademsds tenemos la desigualdad

IM"\N|=s—s.

(2) [M" O (N\H)| < ag(G) — s,

ya que M"N(N\H) es un subconjunto de vértices de la subgréfica
inducida (N\ H) de G que contiene el conjunto de vértices N\ H, la
cual satisface que Bo((N\H)) < ag(G)—s, ya que de lo contrario se
tendria que existe un conjunto independiente ' C N\ H con |T'| =
ap(G) — s+ 1, y entonces T'U H seria un conjunto independiente
con al menos By(G) + 1 vértices ya que T' y H son conjuntos
independientes y H es T' — aislado, lo cual es imposible.

Por ltimo tenemos la descomposicion

M"=(M"NnH)u(M"n(N\H))U(M"\N),
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con M"NH, M"N(N\H) y M"\ N mutuamente disjuntos. Usando
(1) y (2) tenemos

Po(G) = [M"] = [M"nH|+|M"n(N\H)|+[M"\N|
< JH 4 (20(G) = s) + (s = &)

y por lo tanto |H'| > n — 2a9(G) + s’ > n — 2ap(G).

3. H' es N' — aislado.

Ya que si h € H', entonces h € Hy h € M"”. Luego h es N —
aislado y h es M" — aislado y por lo tanto h es N' = N U M" —
aislado para todo h € H'.

Nuevamente si N’ = V(G), entonces H' es un conjunto de vértices
aislados en V(G) y terminamos la demostracién; si no es asi, tenemos
por hipétesis, que existe M conjunto maximal independiente con 5y (G)
vértices el cual satisface que M"" ¢ N’ y repetimos el proceso anterior
hasta que obtengamos N’ = V(@) (esto siempre es posible ya que V(G)
es finito y N C N’). Al finalizar obtenemos un conjunto H el cual con-
tiene al menos n—2an(G) vértices aislados con lo cual queda demostrado
el teorema. O

Ejemplo 3.1.10 La siguiente gréfica es una grafica mezclada (ya que

{22, 24,26} v {21, 24, 26, 27} son dos conjuntos maximales independientes

con diferente cardinalidad) con una cubierta maximal independiente

C = {{z1, 24, 26, 27}, {22, 23, 25, 26 } }. En la Seccién 4 veremos que toda

grafica no mezclada o critica por lineas tiene una cubierta maximal

independiente; sin embargo, el reciproco no es valido como lo muestra
7

este ejemplo. Notar que fo(G) = 4 = 7 -3 > [§] y todo vértice

pertenece a un conjunto maximal independiente con 4 vértices.

<1

26
22 z5 o
Punto aislado

=7
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Ejemplo 3.1.11 La hipergrafica H con vértices V(H) = {21, 22,23} €
hiperlineas E(H) = {{z1, 22, 23} } tiene una cubierta maximal indepen-
diente y satisface que fo(H) =2 > 1 = ag(H). Notar que H no tiene
vértices aislados, lo cual muestra que el Teorema 3.1.9 no se satisface
para hipergraficas. Las caretas del complejo simplicial complementario
de H son {z1, 29}, {z1,23} v {22, 23}.

hipergrafica complejo simplicial

23 z3

H A(H)

El siguiente corolario fue obtenido por Erdés and Gallai [3] bajo las
hipdtesis de que la grafica G es critica por lineas y sin vértices aislados;
véanse también los comentarios en [1, p. 59].

Corolario 3.1.12 Sea G una grdfica con n vértices y sin vértices aisla-
dos. Si K es un campo y G tiene una cubierta maximal independiente,

entonces

dim K[A(G)] < gJ .
Demostracion:  Notar que 5o(G) = dim K[A(G)], ver [8]. Procede-
remos por contradiccién. Suponiendo que By(G) > |5], obtenemos
que ag(G) < |5]; entonces aplicando el Teorema 3.1.9 tenemos que G
tendria n — 209(G) = n — ag(G) — ag(G) > [§] — [5] = 0 vértices
aislados, lo cual es una contradiccién a la hipdtesis de que G no tiene

vértices aislados y por lo tanto tenemos que fo(G) < |5]. O

Proposicion 3.1.13 Sea G una grdfica con n vértices y q lineas. Si G
tiene una cubierta mazimal independiente, entonces q < ag(G)2.

Demostracion:  Para contar el nimero de lineas de G fijaremos una
cubierta de vértices minimal M con ag(G) vértices. Claramente contar
las lineas de G es equivalente a contar las lineas incidentes al conjunto
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M. Ademas, cada vértice vg de M no puede tener més de ao(G) vértices
adyacentes ya que de lo contrario vg no perteneceria a ningin conjunto
maximal independiente con fy(G) vértices, lo cual es una contradiccién
a la supuesto y por lo tanto el nimero de lineas ¢ de G es menor o igual
que ap(G)2. O

Nota 3.1.14 La cota de la Proposicién 3.1.13 puede ser comparada con
la cota

¢ < (a0(G) + a0(G)?)/2

dada en [9, remark 4.12(c)| (resp. [4]) para el nimero de lineas en una
grafica Cohen-Macaulay (resp. critica por lineas). Véase también |1,
p. 62].

Ejemplo 3.1.15 La siguiente figura muestra la grafica bipartita com-
pleta Ky, la cual es no mezclada, tiene ap(G)? = ¢? lineas y una cu-
bierta maximal independiente dada por {z1,..., 24} ¥ {Zg41,-.-,%24}
Por tanto este ejemplo muestra que la cota de la Proposicién 3.1.13 es
optima.

Z1 Z9 z3 Zg

g+l Zg+2  Zg+3 Z2g

Definicién 3.1.16 Sea A un conjunto de vértices de una grafica G. Al
conjunto de vértices que son adyacentes al menos a un vértice de A, se
le llamard la vecindad de Ay se denotard por N(A).

Sea G una hipergréfica y K un campo. La multiplicidad e(G) de G se
define como la multiplicidad del anillo K [A(G)]. Por [8] la multiplicidad
e(G) is igual al nimero de conjuntos independientes de G' con [y(G)
vértices.
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Proposicion 3.1.17 5i G es una grdfica con n vértices y con una cu-
bierta maximal independiente C, entonces

{ﬂo?G)w = elG)-

Demostracion: Sean A, ..., A, los conjuntos de la cubierta C. Por la
igualdad V(G) = A; U--- U A,, obtenemos n = |V(G)| < r5y(G), lo
cual prueba esta cota inferior. O

Teorema 3.1.18 Si G es una grdfica, entonces e(G) < 200(G),

Demostracion: Primeramente, sin perder generalidad, podemos supo-
ner que la grafica G no tiene vértices aislados, ya que si esta los tu-
viera, entonces el numero de conjuntos maximales independientes de la
grafica G y la grafica G' = G\{vértices aislados} seria el mismo. Como
V(G)\C es un conjunto maximal independiente si y solo si C' es una cu-
bierta minima de vértices, entonces el contar los conjuntos maximales
independientes con [y(G) vértices es equivalente a contar a las cubiertas
de vértices minimales con «(G) vértices. Por otro lado sea

C = {C| C es una cubierta de vértices de G' con ag(G) vértices}

y C una cubierta de vértices con ag(G) vértices. Para 0 < i < ap(G),
consideremos el conjunto

C,={C'|C"eCylCNC| =i}

Afirmamos que se tiene la siguiente desigualdad
G
(3) Ci| < <a0§ )> (Vi>0).

Vamos a demostrar que solo puede existir una cubierta de vértices con
ap(G) vértices que intersecte a C' en un conjunto dado. En efecto sean
C’" y C" dos cubiertas en C; tal que C N C' = C N C”. Usando que
CNC' =CnNC” obtenemos:

(4) N(C\C)=N(C\C").
Como C’ y C” son cubiertas de vértices de G tenemos:

NC\Chu(CncCYcc y NC\CHu(CnC")yco”.
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Observar que N(C\C")U(CNC")y N(C\C")u(CNC") son cubiertas
de vértices de G, pues C es una cubierta de vértices de G. Usando la
minimalidad de C" y C” obtenemos las igualdades:

NEC\CHhu(CcnC)y=C"y NC\CHu((Cnc"y =",

las cuales junto con la Eq. (4) nos permiten concluir que ¢’ = C”.
Por lo tanto, puesto que sélo hay (O‘OgG)) conjuntos con i vértices en C
concluimos que la desigualdad (3) se cumple. Luego

ao(G) ao(G) ao(G)
eo(G) = |C| = Z G| < Z ( . )zzao(G)
=0 =0

y por lo tanto eg(G) < 220(&) . O

Ejemplo 3.1.19 Para demostrar que la cota de la Proposicién 3.1.17
es éptima construiremos una familia de graficas que la realicen. Sean
n > m enteros positivos con n = sm+r donde s = | - |. Tomemos como
base a la grafica multipartita completa K, . ., escojamos un vértice
z; de cada uno de las s graficas discretas K,, y quitémosle a Km.,...mqr las
lineas que unen los vértices que escogimos consigo mismos y las lineas
que unen la gréafica IC,. La grafica resultante se denotars por Kimvmys
la cual satisface

n

La siguiente figura muestra el caso cuandon =7y m = 3.

Bo(Kimmy) =m vy e(Kpnmy) = { 1 =5+ 1.

27
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Ejemplo 3.1.20 Para demostrar que la cota del Teorema 3.1.18 es
optima considere la grafica G que es union disjunta de k graficas del
tipo Ko como se muestra en la siguiente figura. Notar que G satisface

ao(G) = Ho(G) = k y e(G) = 2%(9).

[ ] [ [ ] [ ]
Zk+1 Zk42 k43 22k

4 Graficas no mezcladas y criticas por lineas

4.1 Graficas no mezcladas

Lema 4.1.1 Toda grifica G no mezclada tiene una cubierta maximal
independiente.

Demostracion:  Se sigue inmediatamente del hecho de que si v € V(G),
entonces v pertenece a un conjunto maximal independiente M y como
G es no mezclada, entonces M tiene [5y(G) vértices y por lo tanto G
tiene una cubierta maximal independiente. O

Corolario 4.1.2 Sea G una grdfica no mezclada con n vértices. Si
Bo(G) > ap(Q), entonces G tiene al menos n—2ay(G) vértices aislados.

Demostracion:  Se sigue del Lema 4.1.1 y del Teorema 3.1.9. O

Corolario 4.1.3 Sea G una grdfica sin vértices aislados. Si G es no

mezclada y tiene n vértices, entonces Bo(G) < |5 ].

Demostracion: Se sigue del Lema 4.1.1 y del Corolario 3.1.12. O

Corolario 4.1.4 Sea G una grifica Cohen-Macaulay sin vértices aisla-
dos con n vértices, entonces Bo(G) < [5].
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Demostracion:  Usando [2, Corolario 5.1.5] tenemos que toda grafica
Cohen-Macaulay es no mezclada, por lo tanto aplicando el Corolario
4.1.3 obtenemos el resultado.O

Ejemplo 4.1.5 Sean n un entero positivo y 1 <k < |§]. Entonces la
grafica Gy, i

“n Z2k—1 21z 23 Zk—2 Zh—1

Zn—2 22k+1 Zk  Rk+1 Rk+42 29k —322k—2
Kn—2k+2

es una grafica Cohen-Macaulay sin vértices aislados con Sy(G) = k. Esta
familia de graficas demuestra que las cotas de los resultados anteriores
son Optimas.

4.2 Graficas criticas por lineas.

Lema 4.2.1 Sea G una grdfica critica por lineas con nimero de inde-
pendencia Po(G), entonces todo vértice de G pertenece a un conjunto
mazximal independiente con [o(G) vértices.

Demostracion: Sea v un vértice de G, luego tenemos dos casos: que
v sea aislado y que no lo sea. Si v no es aislado entonces al menos
existe una linea {u,v} = z € E(G). Como G es critica por lineas,
entonces Go(G\z) = So(G)+1 de donde tenemos que existe M maximal
independiente de G \ z con fBy(G) + 1 vértices y ademds u,v € M; de lo
anterior se desprende que M\u es un conjunto maximal independiente
de G con [y(G) vértices que contiene a v como se querfa. Si v es
aislado, entonces pertenece a todo conjunto maximal independiente y
por lo tanto también se obtiene el resultado. O

Corolario 4.2.2 ([3]) Si G es una grdfica critica por lineas con n
vértices y Bo(G) > ap(G), entonces G tiene al menos n—2ao(G) vértices
aislados.



Cotas para algunos invariantes 69

Demostracion:  Se sigue del Lema 4.2.1 y del Teorema 3.1.9. O

Corolario 4.2.3 ([3]) Sea G una grifica sin vértices aislados. Si G es
critica por lineas con n vértices, entonces Bo(G) < [5].

Demostracion: Se sigue del Lema 4.2.1 y del Corolario 3.1.12. O

Lema 4.2.4 ([1]) Toda grifica G contiene una subgrdfica G', tal que
G’ es critica por lineas con By(G) = Bo(G') y V(G) = V(G').

Demostracién: Construiremos a la grafica G’, usando el siguiente al-
goritmo:

1. Tomemos a G' = G.
2. Tomemos una linea {z,y} € E(G’) de G'.
3. Si Bo(G"\{z,y}) = Bo(G"), entonces hacemos G' = G'\{x, y}.

4. Si Bo(G'\{z,y}) > Bo(G’), entonces repetimos el paso 2 hasta que
no exista ninguna linea {z,y} en G’ con Bo(G'\{z,y}) = Bo(G").

El algoritmo es finito ya que la gréafica sélo contiene un numero
finito de lineas. La grafica G’ obtenida por este algoritmo es una grafica
critica por lineas por la forma en que se construyé y claramente 8y(G’) =

Bo(G). O

5 Comentarios finales

Esencialmente se ha demostrado que si estamos interesados en graficas
conexas con una cubierta maximal independiente, entonces basta con-
centrarnos en las gréficas que satisfacen o(G) < |5]|. Lo anterior
también es vélido para graficas Cohen-Macaulay ya que toda gréafica
Cohen-Macaulay es no mezclada y toda grafica no mezclada tiene una
cubierta maximal independiente.

Nota 5.1.5 Toda grifica G con 5y(G) < 2 contiene una subgrafica G’
no mezclada con 5y(G) = Bo(G’') vy V(G) = V(G'), més atin podemos
escoger a G’ que sea Cohen-Macaulay. La existencia de dicha subgrafica
se puede demostrar usando esencialmente el Lema 4.2.4 ya que toda
grafica critica por lineas G’ con fp(G’) < 2 es no mezclada.
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Lema 5.1.6 Toda grdfica bipartita critica por lineas es no mezclada.

Demostracion:  Se sigue inmediatamente de [5, Corolary 10.7(b)].0

Las observaciones anteriores y el andlisis de varios ejemplos nos lle-
van a conjeturar lo siguiente:

Conjetura 5.1.7 Toda grdfica G con a lo mds ocho vértices tiene una
subgrdfica G' no mezclada con By(G) = Bo(G') y V(G) = V(G").

Conjetura 5.1.8 Toda grdfica G con a lo mds ocho vértices tiene una

subgrdfica G' Cohen-Macaulay con By(G) = Bo(G') y V(G) = V(GF).

Notar que estas dos conjeturas no son validas en general ya que el
poligono con 9 lados es una grafica critica por lineas, mezclada y por lo
tanto ninguna de las conjeturas anteriores es valida en general.
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