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Delta-matroides rueda ternarios ∗

M. Guadalupe Rodŕıguez Sánchez 1

Resumen

Un problema abierto en la teoŕıa de representación de delta-
matroides es el de hallar una lista de obstrucciones para GF (3)-
representabilidad por medio de matrices antisimétricas. Se dá
un primer paso en la resolución de este problema para una clase
particular de delta-matroides llamados delta −matroides rueda.
Estos delta-matroides son binarios y tienen asociadas ruedas como
sus gráficas fundamentales. Se exhibe la lista de obstrucciones
que caracteriza a esta clase con respecto a su representabilidad
sobre el campo GF (3). Por otro lado, también se exhiben dos
delta-matroides cuyas gráficas fundamentales son ruedas parciales
y que son menores de una clase bien definida de delta-matroides.
Estos son DW3,6 , que es obstrucción para la ternaridad de los
delta-matroides inducidos por ruedas parciales alternadas del tipo
Wk,2k, con k impar, y DW4R que es obstrucción para ternaridad
de los delta-matroides DW

4,3k1+3k2+4
cuyas gráficas fundamentales

son ruedas parciales, caracterizadas informalmente, por tener tres
rayos consecutivos y un rayo no consecutivo a los anteriores.
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1 Introducción

En este art́ıculo se caracterizan aquellos delta-matroides binarios que
tienen como gráficas fundamentales a ruedas, aśı como a dos clases de
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delta-matroides binarios cuyas gráficas fundamentales son ruedas par-
ciales, la primera clase es inducida por ruedas del tipoWk,2k y la segunda
por ruedas del tipo W4,3k1+3k2+4. Estos resultados se pueden ver dentro
de un contexto más general, determinado por el problema de carac-
terizar los delta-matroides binarios D=(V,F) representables mediante
matrices antisimétricas tales que admiten un signado de su matriz de
representación, de tal manera que la matriz signada sea una matriz de
representación para el delta-matroide D, sobre el campo GF (3). Es
decir, la clase de delta-matroides binarios que a su vez son ternarios.

Se tiene que las gráficas fundamentales de los delta-matroides rueda
minimales no ternarios están fuertemente conectados con la lista de
obstrucciones de gráficas circulares dadas por Bouchet [11]. De hecho
ambas listas difieren sólo en el delta-matroide cuya gráfica fundamental
es W6, que es la rueda usual con seis rayos.

Las gráficas circulares están relacionadas con estructuras matroidales.
Se sabe que las gráficas fundamentales de un matroide son siempre bi-
partitas y que dado un delta-matroide par, este es ∆-equivalente a un
matroide si y sólo su gráfica fundamental es bipartita, ver [8]. Ahora
bien, una gráfica bipartita es una gráfica circular si y sólo si es la gráfica
fundamental de un matroide plano; es decir, un matroide gráfico con-
strúıdo a partir de una gráfica plana. En este contexto, es importante
notar que los delta-matroides que no provienen de un matroide tienen
gráficas simples como sus gráficas fundamentales.

Considérese G = (V,E) una gráfica simple. Sea Gs la gráfica G
con una orientación de sus aristas, y sea A la matriz de adyacencia de
Gs. A={Auv : u, v ∈ V } es una matriz antisimétrica cuyas entradas
pertenecen al conjunto {0, 1,−1} tal que Auv=+1 si y sólo si uv es una
arista orientada de u a v, V es el conjunto de los vértices de G. La
orientación de Gs se dice que es unimodular si A satisface:

det (A[W ]) ∈ {−1, 0, 1}, W ⊆ V. (*)

Bouchet [4] establece que toda gráfica circular admite una orientación
unimodular. Ahora bien, se dice que un delta-matroide binario es
regular si existe un signado de su matriz binaria de representación que
cumpla la propiedad (*).

Se tiene que W6 no puede orientarse de forma unimodular. W5, que
es una obstrucción para las gráficas circulares, está contenida en W6,
como gráfica circular, es decirW5=((W6∆{0})\{0})∆{x} para cualquier
x ∈ {1, ..., 6}. Es importante notar que DW5 como delta-matroide, no
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es un menor de DW6 , de hecho DW6 es minimal no ternario, en su
representación con matrices antisimétricas.

El conocido teorema de Tutte para matroides regulares, ha sido
generalizado para delta-matroides tanto en su representación simétrica
como antisimétrica [17]. Para el caso antisimétrico se puede enunciar
de la siguiente forma: sea D un delta-matroide par, D es regular si y
sólo si D es representable sobre los campos GF (2) y GF (3). De esta
manera un delta-matroide binario es regular si y sólo si es ternario.
Luego las gráficas circulares minimales para las cuales no existe una
orientación unimodular, son delta-matroides binarios que no pueden
ser representados sobre GF (3), por medio de matrices antisimétricas.
Por lo dicho anteriormente, se tiene que la caracterización de los delta-
matroides ternarios dá como corolario la caracterización de los delta-
matroides regulares, problema fundamental dentro de esta teoŕıa, que
aún sigue abierto. Esta es una de las motivaciones centrales de este
trabajo. Aunque las obstrucciones aqúı presentadas se pueden hallar en
parte a partir de la unimodularidad de las gráficas circulares y en parte
mediante el estudio emprendido por Geelen sobre los delta-matroides
regulares, cabe resaltar que aqúı se obtienen en forma unificada, por
métodos técnicamente distintos, que pueden ser generalizados para la
resolución del problema general. De hecho ya se tienen avances impor-
tantes en esta dirección.

2 Conceptos Fundamentales de Delta-matroides

Un delta − matroide es una pareja D = (V,F), con V un conjunto
finito y F es una familia de subconjuntos de V , que cumple un axioma
de cambio de base:

(A∆) Para F1, F2 ∈ F y x ∈ F1∆F2, existe y ∈ F1∆F2, tal que
F1∆{x, y} ∈ F .

A los elementos de F se les llama bases de D, ∆ es el operador
diferencia simétrica entre conjuntos.

Una aplicación ∆ es una operación que convierte a D en D′ = D∆X
= (V,F∆X) donde F∆X = {F∆X : F ∈ F} y X ⊆ V . Se dice que D′

es un delta-matroide ∆-equivalente a D.

(V,F) es un matroide si y sólo si (V,F) es un delta-matroide tal que
sus bases son equicardinales. Si M es un matroide entonces M∆V es el
matroide dual de M .

Se dice que un delta-matroide D es representable o tiene una rep-
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resentación lineal sobre un campo F si existe una (V × V )-matriz A
simétrica o antisimétrica, con entradas en F, que cumple que:

A[F ] es no singular ⇐⇒ F ∈ F ,

donde A[F ]={Ai,j : i, j ∈ F, F ⊆ V }. A las matrices A[F ] se les llama
submatrices principales. Por convención se considera A[F ] no singular,
si F = ∅.

Si A es una (V × V )-matriz simétrica o antisimétrica, se denota por
D(A) al delta-matroide que se obtiene tomando como sus bases a los
F ⊆ V tales que A[F ] son las submatrices principales no singulares de
A. Un delta-matroide D = (V,F) tal que ∅ ∈ F se dice que es normal.
Aśı todo delta-matroide representable es normal.

Considérense x ∈ V y los conjuntos dados a continuación:

F \ x = {F : F ⊆ V \ x, F ∈ F},
F ◦ x = {F : F ⊆ V \ x, F ∪ {x} ∈ F}.

Se definen dos menores elementales de un delta-matroide, el primero
comoD\x = (V \x,F\x),D\x es un menor elemental deD obtenido por
borrado del elemento x; el segundo se define como D◦x = (V \x,F ◦x),
D◦x es un menor elemental de D obtenido por contracción del elemento
x. En general, unmenor se obtiene tomando varios menores elementales
sucesivamente, sin importar el orden en que esto se realice. A. Bouchet
[9] probó que todo menor normal de un delta-matroide representable
sobre F con una matriz antisimétrica es también F-representable por
medio de una matriz antisimétrica.

Una propiedad importante, relativa a la toma de menores y su
relación con la operación ∆, se encuentra en [9]. Se enuncia a contin-
uación, pues será de gran ayuda en el desarrollo de este trabajo. Para
todo delta-matroide D = (V,F), x ∈ V y F ⊆ V , se cumple:

(P) (D∆F ) \ x = (D ◦ x)∆(F − x) si x ∈ F .

Sea D=(V,F) un delta-matroide y sea F una base de D. Se define
la gráfica simple GD(F )=(V,ED), con ED={xy : F∆{x, y} ∈ F}. A
GD(F ) se la llama la gráfica fundamental del delta-matroide D re-
specto a F . En este trabajo solamente se usarán gráficas fundamentales
respecto al ∅ y se hará referencia a ellas simplemente como las gráficas
fundamentales del delta-matroide en cuestión.
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Un delta-matroide para el cual todas sus bases tienen la misma pari-
dad, esto es la misma cardinalidad módulo 2, se dice que es par. En otro
caso, se dice que el delta-matroide es impar. Un matroide es un caso
particular de un delta-matroide par, esto debido a la equicardinalidad
de sus bases.

3 Signados y Orientaciones

Dada una (V × V )-matriz antisimétrica A, con entradas {0, 1}, cabe
aclarar que en el caso binario, una matriz antisimétrica es una matriz
simétrica con su diagonal principal nula. Se define A′ como una matriz
signada que proviene de A, si a cada entrada 1 de A le corresponde en
A′, +1 o −1. Se dice que A tiene un signado compatible si para toda
submatriz principal de A, sea esta A[X] con X ⊆ V , se cumple que
det2A[X] ̸= 0 ⇒ det3A

′[X] ̸= 0 para toda X ⊆ V , donde detr denota al
determinante de A[X] calculado sobre el campo GF (r), r = 2, 3.

Sea D = (V,F) un delta-matroide binario normal que puede ser
representado mediante una matriz antisimétrica AD=[aij ] con i, j ∈
V . Se considera la gráfica simple GAD

, tal que AD es su matriz de
adyacencia. GAD

es la gráfica fundamental de D, relativa a AD. Aśı
GAD

es una gráfica cuyos vértices son los elementos de V y hay una
arista de i a j, si ai,j ̸= 0; i, j ∈ V .

Dado que existe una correspondencia biyectiva entre las gráficas sim-
ples y sus matrices de adyacencia, es equivalente estudiar una matriz
antisimétrica A y su gráfica fundamental GA, aśı se puede ver el signado
de A como una orientación de GA. Sea A=[aij ] con i, j ∈ V , si aij = +1,
se pone una flecha del vértice i al vértice j, si aij = −1, se pone una
flecha del vértice j al vértice i.

En las matrices de representación se consideran los renglones y colum-
nas etiquetados por los elementos de V . Considérese x ∈ V , se dice que
se realiza una operación conmutador sobre x en A′ si se cambian los
signos en el renglón y la columna de A′ que tienen como etiqueta a x.
El efecto de esta operación sobre GA es invertir las orientaciones de las
aristas incidentes a x. En GA, a la operación descrita se la llama una
operación válida sobre x.

Lema 3.1 La operación conmutador sobre x ∈ V no altera los deter-
minantes de las submatrices A′[X], X ⊆ V .
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Este lema se obtiene directamente aplicando las propiedades de los
determinantes.

Para el estudio de representabilidad de delta-matroides son impor-
tantes dos hechos: la obtención y análisis de los delta-matroides ∆-
equivalentes y la obtención de sus menores. Para un delta-matroide bi-
nario D, con una matriz de representación antisimétrica A, se pueden
estudiar directamente sobre la gráfica GA las operaciones mencionadas.
Considérese GA=(VG, EG) una gráfica simple. Para U1, U2 ⊆ VG se de-
fine [U1, U2]={u1u2 ∈ EG : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}, complementar [U1, U2]
consiste en borrar todas las aristas de [U1, U2] y poner una arista, para
todo par no ordenado u1u2, u1 ∈ U1 y u2 ∈ U2 la cual no era una
arista en GA. Sean uw ∈ EG, B=N(u) \ N(w), C=N(u) ∩ N(w) y
D=N(w) \ N(u), donde N(v) denota el conjunto de los vértices adya-
centes a v en una gráfica, v ∈ {u,w}. Una complementación local a lo
largo de uw es la operación que consiste en complementar los conjuntos
de aristas [B,C], [C,D] y [D,B]. Un pivoteo de GA en uw es la op-
eración que consiste en efectuar una complementación local de GA a lo
largo de uw y después intercambiar las etiquetas u y w.

Considérense D1=(V,F1) un delta-matroide, A1 una matriz de rep-
resentación de D1 sobre GF (2) y GA1 su gráfica fundamental. Sea xy
una arista de GA1 , si se realiza un pivoteo en esta gráfica a lo largo de
xy, se obtiene GA2 , que es la gráfica fundamental de un delta-matroide
D2=(V,F2) que es ∆-equivalente a D1. Este pivoteo sobre la matriz A1

se ve como un pivoteo respecto a la submatriz no singular A1[{x, y}].
Para D = (V,F) un delta-matroide, A una matriz binaria de repre-
sentación de D y x ∈ V , se puede dar una interpretación de la toma de
menores elementales del delta-matroide D utilizando la gráfica funda-
mental relativa a A. Para obtener la gráfica fundamental de D \ x, se
borra el vértice x y todas las aristas de GA incidentes a x. La gráfica
fundamental de D ◦ x se obtiene, de la siguiente manera, se considera
una arista xy de GA, entonces por (P) se tiene:

(D∆{x, y}) \ x = (D ◦ x)∆{y} ,

luego basta con realizar un pivoteo sobre la arista xy y borrar, después,
el vértice x.

A continuación se dan dos lemas importantes para abordar el estudio
del problema planteado. El primero se refiere al valor de los determi-
nantes asociados a los circuitos inducidos de una gráfica. El segundo
relaciona el estudio de representabilidad de los delta-matroides pares,
con representaciones mediante matrices antisimétricas.
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Lema 3.2 Sean A una matriz antisimétrica con entradas en GF (2) y
GA su gráfica de adyacencia. Para todo circuito inducido C de GA se
cumple que det2(C)=0.

Demostración: La matriz de adyacencia asociada a un circuito in-
ducido de una gráfica presenta dos 1’s en cada renglón y en cada columna.
El lema se tiene, del hecho de que cualquier renglón es combinación lin-
eal de los otros, aśı el determinante que le corresponde sobre GF (2) es
cero. 2

Lema 3.3 Si A es una (V × V )-matriz antisimétrica, entonces D(A)
es un delta-matroide par.

Demostración: Este lema es consecuencia del hecho de que para una
matriz antisimétrica se tiene que todos los determinantes de las subma-
trices principales de orden impar son cero. 2

4 Delta-matroides rueda

Un k − ciclo, denotado por Ck, es una gráfica simple, conexa, regular
de grado 2, con k vértices. La rueda Wk se construye agregando un
vértice central 0, adyacente a cada uno de los vértices de Ck. A Ck se
le llama el aro de la rueda y a las aristas que unen el vértice 0 con cada
vértice del aro se les llama rayos. Una rueda parcial Wh,k, 2 ≤ h ≤ k,
es una rueda Wk, con k − h rayos borrados. Los vértices de Ck, se
numeran consecutivamente de 1 a k, de tal manera que a todo vértice
i, recorriendo el aro hacia la derecha, le sigue i+ 1, para i = 1, ...k − 1.
Una rueda parcial alternante es una rueda de la forma Wk,2k tal que
hay un rayo del vértice central a cada uno de los vértices impares (o
pares) del aro.
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Un delta-matroide rueda DWk
es un delta-matroide binario, tal que

su gráfica fundamental es Wk, k ∈ Z+, k ≥ 3 . Si AWk
es la matriz de

adyacencia de Wk, entonces DWk
=D(AWk

). Es decir, DWk
=(V,FWk

),
donde V = {0, 1, 2, ..., k} y FWk

= {X ⊆ V ;AWk
[X] es no-singular}.

De esta forma AWk
es una representación lineal de DWk

sobre GF (2).
De la misma manera toda rueda parcial Wh,k origina un delta-matroide
DWh,k

.
En esta sección, se demuestra que hay tres delta-matroides rueda

minimales que no son ternarios; es decir que no sonGF (3)-representables
mediante matrices antisimétricas, y que no hay ningún otro delta-ma-
troide rueda que sea minimal con esta propiedad.

El problema deGF (3)-representabilidad del delta-matroideDWk
con

AWk
su matriz de representación binaria asociada, puede verse como

antes, DWk
es GF (3)-representable si existe un signado de AWk

tal que
la matriz signada As

Wk
es antisimétrica y para todo F , base de DWk

sobre GF (2), F es también una base sobre GF (3). O equivalentemente
en términos de la gráfica fundamental Wk, correspondiente al delta-
matroide DWk

, DWk
es GF (3)-representable, si existe una orientación

compatible de Wk, a partir de la matriz AWk
.

Lema 4.1 Sea una gráfica que consiste sólo de un camino cerrado p
con un número impar de aristas. Dada una orientación arbitraria de
sus aristas, p puede transformarse en un camino cerrado con todas sus
aristas orientadas en un sólo sentido, mediante un número finito de
operaciones válidas sobre los vértices de p.

Demostración: Sea m el número de aristas de p. Considérese una
orientación arbitraria de p, eĺıjase cualquier arista a, considérese la ori-
entación de a, esta conduce a una partición de las aristas de p. Se dice
que las aristas que están orientadas con la dirección de a, están en la
clase I, las restantes pertenecen a la clase II. Como el número de aris-
tas de p es impar, la cardinalidad de una clase es par y la de la otra
clase es impar. Ṕıntense de azul las aristas de la clase con cardinalidad
par y de rojo, las restantes, Llámese un segmento a cada subconjunto
maximal de aristas de p tal que sus aristas adyacentes tienen un mismo
color. El resultado de hacer esto es que se obtiene un número par de
segmentos de aristas, alternados en colores. Sea n=2k, con k ∈ Z+, el
número de segmentos de p. El lema será demostrado por inducción sobre
k. Sea k=1, entonces el camino tiene dos segmentos, uno cardinalidad
par y otro impar. Se aplica, sobre el camino par la siguiente estrate-
gia: se consideran los vértices extremos del segmento de cardinalidad
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par. Empezando por cualquiera de estos, se numera el primero con 1, el
siguiente sobre el camino con 2 y asi sucesivamente hasta terminar en el
otro vértice extremo. Se efectúa sobre los vértices pares una operación
conmutador. De esta manera las aristas azules se convierten en rojas,
quedando todo el camino rojo. Es decir, con una única orientación.

Supóngase que el lema se cumple para k, se demostrará que también
es válido para k + 1. Sea n = 2(k + 1), hay k + 1 segmentos de cada
color. Se tienen dos casos:

CASO 1. Si k+1 es impar debe haber, al menos, un segmento azul
de cardinalidad par, pues si todos los segmentos azules fueran de car-
dinalidad impar, como hay un numero impar de segmentos, habŕıa un
número impar de aristas azules, lo cual seŕıa una contradicción.

Se aplica sobre un segmento par la estrategia descrita en el paso 1
de inducción, con lo cual se obtienen k segmentos de cada color. Luego
se tiene el lema.

CASO 2. Si k + 1 es par, debe haber al menos, un segmento rojo
de cardinalidad par. Si no fuera aśı, todos los segmentos rojos seŕıan
impares y como hay un número par de ellos, el número de aristas rojas
seŕıa par, lo cual contradice la coloración inicial.

Se procede como en el caso 1 sobre un segmento rojo de cardinalidad
par, obteniendo 2k segmentos, los cuales se sabe se pueden orientar en
un sólo sentido, por argumentos de inducción. 2

Teorema 4.2 DW5 , DW6 y DW7 son delta-matroides rueda minimales
no representables sobre GF (3), mediante matrices antisimétricas.

Demostración: Supóngase que DW5 , DW6 y DW7 son delta-matroides
que son GF (3)-representables con matrices antisimétricas, entonces ex-
isten sus correspondientes matrices de representación, sean estas A5, A6

y A7. De manera natural, cada una de ellas induce una orientación de
las gráficas W5, W6 y W7. Sea Ab

k la matriz de representación de DWk

sobre GF (2), esta se obtiene de Ak sustituyendo las entradas -1 por 1,
k = 5, 6, 7. Luego, debe cumplirse que:

det2A
b
k[X] ̸= 0 ⇔ det3Ak[X] ̸= 0, (∗∗)

para todo X ⊆ V .

Considérese Wk y sean ci los cuadrados, tales que sus vértices son
0, i y los dos vértices consecutivos en el aro, tomados a la derecha de i.
Todo cuadrado ci tiene cuatro orientaciones posibles, llamense las tres
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primeras Or1 Or2 y Or3, en el orden que se presentan a continuación:

[↑−→←− ↓], [↑−→−→ ↑], [↑←−−→ ↓].

Para dichas orientaciones se cumple que:

det2A
b
k[ci] = det3Ak[ci] = 0.

Para la cuarta se tiene que:

det3Ak[↑−→−→ ↓] ̸= 0,

La última orientación será llamada orientación µ. Es importante hacer
dos observaciones: la primera es que la diagonal que aparece en los ci no
contribuye al valor del determinante, la segunda es que toda orientación
de Wk induce una orientación de cada uno de los cuadrados c1, ..., ck, y
rećıprocamente, al orientar los cuadrados c1, ..., ck−1 se construye una
orientación de Wk, para k = 5, 6, 7.

En [9] se demuestra que no existe una orientación compatible para
W5, luego DW5 no es GF (3)-representable con matrices antisimétricas.
A7 debe tener un signado compatible, ya que por hipótesis, DW7 es
ternario. Considérese la orientación correspondiente para W7. Por el
lema 4.1, se puede efectuar un número finito de operaciones conmutador
sobre las aristas del aro, de manera que el aro de W7 quede orientado en
un sólo sentido. Si se hace lo anterior, para W7 existen dos orientaciones
posibles, estas son: Or1 Or1 Or2 Or2 Or1 Or1 o Or2 Or2 Or1 Or1
Or2 Or2. En los dos casos mencionados, los cuadrados c1, c2, ..., ck−1
presentan una orientación compatible, pero el cuadrado ck queda con la
orientación µ. Esto contradice la representabilidad de W7.

Para el análisis de W6, se pueden orientar compatiblemente todos
los cuadrados c1, c2, ..., ck, sin que ocurra la orientación µ, con una ori-
entación de este tipo, el aro nunca queda orientado en una sola dirección.
Considérese cualquier orientación deW6 que evite la orientación µ de sus
cuadrados, esta orientación nos induce un signado antisimétrico de la
matriz A6. Esta matriz cumple (**) para los X ⊆ V tales que | X |= 2
y | X |= 4. Sólo resta considerar F = {1, 2, 3, 4, 5, 6} que corresponde
al aro de W6. Considérense las orientaciones de C6, el circuito con seis
aristas, hay dos clases disjuntas de orientaciones, llámense estas OrA y
OrB. Se dirá que dos orientaciones pertenecen a una misma clase si se
puede pasar de una a otra mediante un número finito de operaciones
conmutador, aplicadas a los vértices de C6. Sea OrA la orientación que
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tiene un número par de aristas orientadas en cada dirección y OrB la
orientación que tiene un número impar de aristas en cada dirección. Se
tiene que det3F = 0 con OrA y det3F ̸= 0 con OrB, pero det2F = 0.
Luego si DW6 es GF (3)-representable, el aro debe tener la orientación
OrA.

Esto no es posible si todos los cuadrados tienen una orientación
distinta de la orientación µ. Por lo tanto, no existe una orientación
para W6 que se traduzca en una representación de DW6 sobre GF (3).
Esto contradice la suposición inicial.

Falta mostrar que DW5 , DW6 y DW7 son minimales, no representa-
bles sobre GF (3), con matrices antisimétricas. Debido a la simetŕıa de
DWk

, sólo se deben analizar cuatro menores elementales distintos, para
cada DWk

:
DWk

\ {0}, DWk
◦ {0}, DWk \ {x} y DWk

◦ {x} con x ∈ {1, ..., k}.
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5 3

M3

Menores de W5
Figura 2.

Para DW5 se tiene que sus cuatro menores elementales son ∆-equiva-
lentes, es decir, partiendo de uno de sus menores elementales se pueden
obtener los restantes realizando complementaciones locales sobre las
aristas de su gráfica fundamental. Sean M1=DW5 \ {0}, M2=DW5 ◦ {5}
y M3=DW5 ◦ {0} ∼= DW5 \ {5}, tal como aparecen en la figura 2. Se
tiene que M2=M1∆{3, 4} y M3=M2∆{0, 1}. Se dá una matriz de rep-
resentación de DW5 \ {5} sobre GF (3):

0 1 2 3 4

0 0 1 1 -1 -1
1 -1 0 1 0 0
2 -1 -1 0 1 0
3 1 0 -1 0 1
4 1 0 0 -1 0 .

Para DW6 , DW6 \ {6} es isomorfo a DW6 ◦ {6}, luego basta exhibir
las orientaciones de las gráficas fundamentales correspondientes a DW6 \
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{6}, DW6 \ {0} y (DW6 ◦ {0})∆{6}. Estas aparecen en la figura 3, en el
orden mencionado.
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Para DW7 , se exhiben las gráficas fundamentales que correspon-
den a una GF (3)-representación para cada uno de sus menores ele-
mentales. En la figura 4, aparecen en el siguiente orden: DW7 \ {7},
(DW7 ◦ {7})∆{6} y (DW7 ◦ {0})∆{7}.
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La gráfica fundamental correspondiente al menor DW7 \ {0} es un
circuito con 7 aristas orientadas en un sólo sentido. 2

Proposición 4.3 DW3 y DW4 son GF (3)-representables, mediante ma-
trices antisimétricas.

Demostración: Para demostrar esta proposición, basta exhibir las ma-
trices de representación de DW3 y DW4 . Estas son, en el orden corre-
spondiente:
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0 1 2 3

0 0 1 1 -1
1 -1 0 1 -1
2 -1 -1 0 1
3 1 1 -1 0

0 1 2 3 4

0 0 1 1 -1 -1
1 -1 0 1 0 -1
2 -1 -1 0 1 0
3 1 0 -1 0 1
4 1 1 0 -1 0

2

Sea n ∈ Z+, n ≥ 3. Para tener una caracterización completa de
los delta-matroides rueda, falta investigar que ocurre con los DWn , para
n ≥ 8. A continuación se dan algunas reducciones sobre Wn que corre-
sponden a una simplificación de los delta-matroides DWn , por medio de
toma de menores.

Las fórmulas de reducción están referidas a la etiquetas originales
de Wn. Las reducciones que se proponen involucran complementaciones
locales sobre algunas aristas de la gráfica Wn, en sentido estricto de-
beŕıa hacerse un pivoteo, pero esta operación implicaŕıa un cambio de
etiquetas de algunos vértices, lo cual complicaŕıa bastante la notación.
Este proceso preserva la estructura de los delta-matroides involucrados,
que es lo que en último caso, importa al realizar las reducciones. Por
último, con el objeto de tener claridad al describir las reducciones sobre
la rueda Wn , se denotará una arista uv como el conjunto formado por
sus vértices, es decir {u, v}.

REDUCCION 1.
Sea n = 3k. La reducción consiste en realizar una complementación

local sobre cada arista de Wn, de la forma (2 + 3i, 3 + 3i) con i =
0, ..., k − 1; seguida del borrado de los vértices que forman las aristas
anteriores, es decir:

(DWn∆{2, 3}∆...∆{2+ 3(k− 1), 3+ 3(k− 1)}) \ {2} \ {3} \ ... \ {2+
3(k − 1)} \ {3 + 3(k − 1)}.

REDUCCION R.
Se define un 6 − segmento sobre una rueda Wn como una sucesión

de seis aristas consecutivas sobre el aro de Wn. Aśı mismo se define un
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cuasi 6 − segmento, como cualquier sucesión de menos de seis aristas
consecutivas sobre el aro de Wn.

PROCESO DE LA REDUCCION R:
Sea Wn una rueda con sus vértices etiquetados como de costumbre.

Para n ≥ 9.
1. Considérese la siguiente descomposición de n: n = 6s + r, s

es el número de 6-segmentos en Wn y r es el número de aristas del
cuasi 6-segmento restante, se toman consecutivamente los s 6-segmentos
iniciando con el 6-segmento con vértices etiquetados del 1 al 7.

2. Paso general de la reducción:
Este paso se efectúa sobre cada 6-segmento. Considérese el k-ésimo

6-segmento, k ∈ {0, ..., s − 1}. La numeración en los 6-segmentos es la
inicial.

La reducción sobre el 6-segmento k, se hace como sigue:

i . ∆{2 + 6k, 3 + 6k} ∆{3 + 6k, 4 + 6k} ∆{5 + 6k, 6 + 6k},

ii . \{2 + 6k} \ {3 + 6k} \ {5 + 6k} \ {6 + 6k}.

Cada vez que se efectúa este paso, se eliminan cuatro vértices del
k-ésimo 6-segmento de Wn. El paso 2 se realiza para cada k, con k ∈
{0, ..., s− 1}.

3. No se hace ninguna operación sobre el cuasi 6-segmento. Este
forma parte de la rueda reducida.

Proposición 4.4 Sean k, n ∈ Z.
Si k ≥ 3 entonces todo delta-matroide DW3k

contiene como menor a
DWk

.
Si n ≥ 8 entonces todo delta-matroide DWn contiene como menor a

DWn−4s, donde n = 6s+ r.

Demostración: La primera afirmación se obtiene aplicando la reducción
1 y la segunda efectuando la reducción R. 2

Ejemplo 4.5 Aplicación de la reducción 1 a W15 para obtener W5.

Se muestra DW5 como menor de DW15 :

DW5 = (DW15∆{2, 3}∆{5, 6}∆{8, 9}∆{11, 12}∆{14, 15})\{2}\{3}\
{5} \ {6} \ {8} \ {9} \ {11} \ {12} \ {14} \ {15}.
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En la figura 5 puede verse la rueda W15 después de haberse realizado
las cinco operaciones ∆ ( de complementación local) sobre las aristas
de la forma (2 + 3i, 3 + 3i) con i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Si se borran las ĺıneas
delgadas con sus respectivos vértices se obtiene W5.
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W5 como menor de W15.
Figura 5.

Ejemplo 4.6 W5 como menor de W9.

Aplicando dos veces la reducción R se obtiene W5 a partir de W21.
Por la proposición 4.4 se sabe que W21 puede reducirse a W9, pues
W21 tiene tres 6-segmentos más un cuasi 6-segmento de tres aristas.
Mediante la reducción R , cada 6-segmento queda con sólo dos aristas,
aśı 3 (2 aristas) + 3 aristas = 9 aristas deW9. Si se aplica la reducción R
a W9 se obtiene W5. En la primera figura correspondiente a la figura 6,
se muestran las complementaciones locales sobre el primer 6-segmento
de una ruedaWn, los rayos en los que los vértices no han sido remarcados
se borran a continuación. En la segunda figura, aparece W5, formada
por los vértices remarcados y números más grandes, como reducción de
W9. En términos de menores de DW9 se muestra el delta-matroide DW5 :

DW5 = (DW9∆{2, 3}∆{3, 4}∆{5, 6}) \ {2} \ {3} \ {5} \ {6}).
Las operaciones se efectúan en el orden que aparecen.
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Figura 6.
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Proposición 4.7 Sea n ∈ Z, n ≥ 8. Todo delta-matroide rueda DWn

se puede reducir a DW4, DW5, DW6 o DW7, dependiendo de la clase de
n, módulo 4. Sean n = 4k + j, j ∈ {0, 1, 2, 3}. Para k ≥ 2, DWn se
reduce a:

W4 si n ≡ 0 mod 4, W5 si n ≡ 1 mod 4,
W6 si n ≡ 2 mod 4, y W7 si n ≡ 3 mod 4.

Demostración: Para n ≥ 8, efectuando una o más veces la reducción
R, se obtiene la proposición. 2

Proposición 4.8 Los delta-matroides rueda DW4k
, para k ∈ Z+ son

GF (3)-representables mediante matrices antisimétricas.

Demostración: Se cumple la proposición, pues toda rueda W4k con
k ∈ Z+ tiene una orientación compatible. Partiendo de la orientación
Or1 Or1 Or2 Or2, esta se repite k veces para W4k:

Or1 Or1 Or2 Or2 . . . Or1 Or1 Or2 Or2 (k veces). 2

Teorema 4.9 DW5 , DW6 y DW7 son los únicos delta-matroides rueda
minimales no representables sobre GF (3) con matrices antisimétricas.

Demostración: Este teorema es un corolario de la proposición 4.8. 2

5 Dos familias de delta-matroides no ternarios
cuyas gráficas fundamentales son ruedas par-
ciales

Las cuatro proposiciones que siguen se refieren a delta-matroides cuyas
gráficas fundamentales son ruedas parciales. En el caso de ruedas par-
ciales alternadas que inducen delta-matroides se tiene una caracteri-
zación para ternaridad de dichos delta-matroides. Se halla otra familia
de delta-matroides no ternarios que contienen a un delta-matroide no
ternario minimal, cuya gráfica fundamental es una rueda parcial con
cuatro rayos, tres consecutivos y otro no consecutivo a los anteriores,
tal que los vértices del aro que no contienen un rayo incidente, están
divididos en dos grupos de cardinalidad impar.

Sea W3,6, la rueda parcial alternante con C6 como aro y el vértice
central unido con cada uno de los vértices del aro que tienen una etiqueta
impar. DW3,6 es su delta-matroide correspondiente. Se tiene el siguiente
teorema.
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Teorema 5.1 DW3,6 es un delta-matroide minimal no representable so-
bre GF (3), mediante matrices antisimétricas.

Demostración: DW3,6 es isomorfo al matroide Fano, denotado como
F7, pues existe X una base de F7 tal que DW3,6=F7∆{X}. Dado que
F7 es una obstrucción para matroides ternarios , no es posible dar una
representación de F7 sobre GF (3), luego esta propiedad es heredada
cuando se considera F7 como delta-matroide.

Los menores elementales de F7 son menores elementales de DW3,6 ;
es decir, vistos como delta-matroides, son ternarios. 2

Respecto al teorema 5.1 y con el etiquetado correspondiente a la
figura 7, es interesante observar que no es posible orientar los cuadrados
{0,1,2,3}, {0,3,4,5} y {0,5,6,1} de DW3,6 evitando la orientación µ y
manteniendo el aro orientado en una sola dirección. Si se orientan los
cuadrados anteriores sin usar la orientación µ, se tiene que:

det2(aro) = 0 y det3(aro) ̸= 0.

Luego no existe una orientación compatible paraDW3,6 . Cuando se tiene
esta configuración de tres cuadrados, dentro de un exágono se dirá que
se tiene una configuración de 3 cuadrados sin orientación compatible.

El caso de los delta-matroides que tienen como gráficas fundamen-
tales a ruedas parciales alternadas Wk,2k es interesante, pues estos se
dividen en dos grandes clases, dependiendo de la paridad de k. Para k
par, DWk,2k

es ternario. La orientación de Wk,2k, con k par, se puede
obtener partiendo de la orientación de la rueda W2k, como se explica
en la demostración de la proposición 4.8 y después borrando todas las
aristas 0v donde v es un vértice del aro de W2k con etiqueta par. Los
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delta-matroides DWk,2k
tales que k es impar no son ternarios, pues to-

dos contienen como menor a DW3,6 , como se demuestra en la siguiente
proposición.

Proposición 5.2 Sea k ≥ 5. Todo delta-matroide DWk,2k
cuya gráfica

fundamental es una rueda parcial alternada, no es ternario, si k es
impar.

Demostración: DWk,2k
no es ternario, pues contiene como menor a

DW3,6 . La afirmación anterior se cumple, pues toda rueda parcial al-
ternada Wk,2k, numerando sus rayos consecutivamente con las etiquetas
impares de 1 a k , sobre el aro y con 0 como etiqueta del centro, se
reduce a W(k−2),2(k−2) efectuando las siguientes operaciones:

(∆{2k, 2k − 1}∆{2k − 2, 1} \ {2k} \ {2k − 1}) \ {2k − 2} \ {1},
sobre Wk,2k. 2

Toda gráfica que tiene como subgráfica la configuración de 3 cuadra-
dos sin orientación compatible no podrá, tener una orientación compat-
ible. Luego, partiendo como base de la configuración DW3,6 y agregando
rayos a dicha configuración, se obtienen otras gráficas que inducen delta-
matroides que no son representables sobre GF (3) mediante matrices an-
tisimétricas. De esta manera y dada la simetŕıa de la gráfica DW3,6 sólo
falta analizar dos casos: aumentar un rayo y aumentar dos rayos. Ahora
bien, resulta que los delta-matroides inducidos por estas dos gráficas
que resultan de los dos casos anteriores, son ∆-equivalentes. Por lo
tanto, con este procedimiento se puede hallar una nueva obstrucción
para ternaridad de delta-matroides pares. Se estudia este nuevo delta-
matroide en la siguiente proposición.

Proposición 5.3 El delta-matroide DW4R
=(VW4R

,FW4R
) con VW4R

=
{0, 1, ..., 6} y que tiene como gráfica fundamental a:
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,

es una obstrucción para GF (3)-representabilidad.
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Demostración: La gráfica fundamental de DW4R
no se puede orientar

compatiblemente pues contiene la configuración de 3 cuadrados no ori-
entables compatiblemente. Resta ver que sus menores elementales son
ternarios. Nótese en primer lugar que DW4R

\ (◦)2 ∼= DW4R
\ (◦)6 y

DW4R
\ (◦)3 ∼= DW4R

\ (◦)5. Esto se tiene por la simetŕıa de la gráfica
W4R.

En primer lugar, se analizan las gráficas fundamentales correspon-
dientes a los menores elementales obtenidos por borrado. En el caso de
DW4R

\ 0, la gráfica anterior es un exágono, la orientación compatible
se dá en el teorema 4.2. La gráfica correspondiente a DW4R

\ 4 consta
de dos cuadrados que comparten una arista, la orientación compatible
es: ↑−→←−↓←−−→↑ . El menor DW4R

\ 2 tiene como gráfica fundamental
la gráfica descrita en el caso anterior más una diagonal en uno de los
cuadrados, esta gráfica se orienta como en el caso anterior, a la diago-
nal se le dá cualquier orientación, pues esta induce solamente circuitos
nuevos con un número impar de aristas. Es importante observar que las
aristas colgantes, en una gráfica, no forman parte de ningún circuito,
luego se les puede dar cualquier orientación, si el resto de la gráfica tiene
una orientación compatible entonces la gráfica completa tendrá una ori-
entación compatible. La gráfica fundamental asociada a DW4R

\ 1 es
un cuadrado con una diagonal y dos aristas colgantes, adyacentes a los
vértices de grado 2, esta gráfica tiene una orientación compatible, como
se muestra en la demostración del teorema 4.2. Por último, el menor
DW4R

\ 3 que tiene por gráfica fundamental un cuadrado unido por una
arista a un triángulo, más una arista colgante adyacente a un vértice de
grado 2 correspondiente al cuadrado, esta gráfica tiene una orientación
compatible, dado que el triángulo no induce poĺıgonos con número de
aristas de cardinalidad par.

En el caso de los menores elementales obtenidos por contracción, es
importante señalar que DW4R

◦ 3 ∼= DW4R
\ 2, DW4R

◦ 2 ∼= DW4R
\ 3.

Resta verificar las contracciones con los elementos 0, 1 y 4. Para estos
elementos se tiene que:

DW4R
◦ 4 ∼= DW6 \ 6, pues (DW4R

◦ 4)∆{1, 2}=DW6 \ 6,

DW4R
◦ 1 ∼= DW6 ◦ 0, pues (DW4R

◦ 1)∆{3, 6}=DW6 ◦ 0.

A continuación se muestra la matriz de representación de DW4R
◦ 1:
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0 2 3 4 5 6

0 0 1 0 0 0 -1
2 -1 0 0 1 1 0
3 0 0 0 -1 0 1
4 0 -1 1 0 -1 1
5 0 -1 0 1 0 0
6 1 0 -1 -1 0 0 .

2

Considérese la siguiente familia de gráficas que son ruedas parciales
con 4 rayos. Sean k1 y k2 números enteros positivos, considérese
W4,3k1+3k2+4 con el vértice central etiquetado con 0 y los vértices del aro
con el etiquetado acostumbrado. Se toman 3 rayos que tienen uno de
sus extremos en los vértices del aro, que tienen etiquetas consecutivas,
sin pérdida de generalidad, se pueden considerar los rayos: 01, 02 y 03.
Se borran los 3k1 rayos siguientes, se conserva el rayo 0 3k1 + 4 y se
borran los siguientes 3k2 rayos.

Si se consideran los delta-matroides DW
4,3k1+3k2+4

, inducidos por los

elementos de la familia de ruedas parciales introducidos anteriormente,
se tiene que todo delta-matroide que es un elemento de esta familia con-
tiene como menor a DW4R

. Para ver que DW4R
es un menor de D, para

todo D ∈ DW
4,3k1+3k2+4

, se efectúan operaciones de toma de menores

usando técnicas similares a la Reducción 1, explicada anteriormente. Se
deja al lector la verificación de este hecho.

Proposición 5.4 DW4R
es un menor de todo delta-matroide que es un

elemento de la familia de delta-matroides DW
4,3k1+3k2+4

. 2

Corolario 5.5 DW5, DW6, DW7, DW3,6 y DW4R
son obstrucciones para

GF (3)-representabilidad de delta-matroides con matrices antisimétricas.
2

DW5 , DW6 , DW7 y DW3,6 y DW4R
son obstrucciones ternarias en

el contexto de delta-matroides inducidos por ruedas y ruedas parciales.
Pero dado que no son GF (3)-representables con matrices antisimétricas
y que todos sus menores son ternarios, entonces los delta-matroides
anteriores son obstrucciones ternarias en un contexto general.
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6 Conclusiones

En este trabajo se analizaron los delta-matroides binarios que tienen
como gráficas fundamentales a ruedas y ruedas parciales. Si se per-
mite que las gráficas fundamentales correspondientes a ciertos delta-
matroides presenten, además de rayos, cuerdas; es decir, aristas que
unen dos vértices no adyacentes del aro de una rueda o de una rueda
parcial, se pueden obtener nuevos menores prohibidos para GF (3)-
representabilidad de delta-matroides. Un ejemplo, entre otros que se
han obtenido en [20] es el delta-matroide cuya gráfica fundamental
aparece en la siguiente figura y que se denotará por D3C :
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Nueva obstrucción para ternaridad: D3C .
Figura 8

El conjunto C={DW5 , DW6 , DW7 , DW3,6 , DW4R
} que se presenta aqúı,

contiene propiamente a la lista de obstrucciones para gráficas circulares.
En [17] Geelen propone una lista de obstrucciones para regularidad de
delta-matroides. Dicha lista es G=C más las dos gráficas que aparecen
a continuación:
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Esta lista de Geelen G no es completa, ya que en [20] se exhiben
varios delta-matroides nuevos D = (V,F) con | V |=7 que son obstruc-
ciones para ternaridad, uno de ellos es precisamente D3C , mostrado en
la figura 8.

La aplicación de las técnicas empleadas en este trabajo, aśı como de
otros análisis y técnicas han permitido extender C y G. Es decir, la lista
de obstrucciones para GF (3)-representabilidad de delta-matroides con
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matrices antisimétricas y por lo tanto para regularidad. Estos nuevos
resultados serán reportados en un trabajo posterior [20].

Para finalizar este trabajo y como un breve apéndice se explica la
forma de obtener D3C , en el siguiente apartado.

CONSTRUCCION DE D3C .
Considérese la gráfica fundamental de DW9 , etiquetada de la manera

usual, correspondiendo 0 al vértice central y las etiquetas del 1 al 9
alrededor del aro, de tal forma que a vértices adyacentes corresponden
números consecutivos, siendo el 9 adyacente a 8 y a 1.

[(DW9 ◦ 0) \ 9] \ 4 ∼= D3C .

De hecho, [(DW9◦0)\9]\4 ∆{5, 8}=D3C , si la gráfica fundamental de
D3C se considera etiquetada como aparece en la figura 8. Graficamente,
para obtener dicha gráfica a partir de W9, se procede de la manera
siguiente: se aplica el operador ∆ sobre la arista 09, a la gráfica que se
obtiene se la borra el vértice con etiqueta 0, esta operación corresponde
a DW9 ◦ 0. A la gráfica obtenida en el paso anterior se le borran los
vértices con etiquetas 9 y 4, esta gráfica es la gráfica fundamental del
delta-matroide [(DW9 ◦ 0) \ 9] \ 4.

Finalmente, a la última gráfica se le aplica el operador ∆ sobre la
arista 58 y de esta manera se obtiene la gráfica de la figura 8, la cual es
la gráfica fundamental del delta-matroide D3C .

Agradecimientos
El material que presento en este trabajo es parte de mi tesis doctoral.

Agradezco al Dr. Isidoro Gitler, quién fué mi asesor, por sus valiosas ob-
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