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Sobre la estrechez de un espacio topolégico *

Alejandro Ramirez Pdramo !

Resumen

En este trabajo se muestran algunos resultados sobre la estrechez
en la clase Cs de los espacios Hausdorff y compactos; en particular,
se demuestran las igualdades t(X) = hax(X) y t(JI{Xs : s €
SH = |5] - sup{t(Xs) : s € S}, cuando X y X, pertenecen a Csy
para toda s € S.
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1 Introduccion

En este trabajo se presentan algunos resultados conocidos y otros (posi-
blemente) no tan conocidos sobre la funcién cardinal estrechez; cabe
senalar que los resultados proposicién 3.2, el corolario 3.4 y el lema
4.10, no se encuentran en la bibliografia consultada por el autor.

Una funcién cardinal topolégica (llamada, también, invariante car-
dinal topoldgico), es una funcién ¢ que va de la clase de los espacios
topoldgicos (algunas veces de una subclase de éstos) a la clase de los
numeros cardinales infinitos de tal forma que ¢(X) = ¢(Y) para es-
pacios X y Y homeomorfos (para un estudio detallado sobre funciones
cardinales recomendamos al lector [3] y [4]).

Una cuestién inmediata sobre funciones cardinales es como deter-
minar el cardinal que debe asociarse al espacio X; lo cual, en muchas

*El contenido de este trabajo representa parte de la tesis de grado presentada
por el autor dentro del programa de maestria de la Facultad de Ciencias Fisico-
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ocasiones no es sencillo de responder. De aqui la necesidad de tener
resultados que permitan obtener cotas para las funciones cardinales.
En la tercera seccién de este trabajo, se relaciona el concepto de con-
junto xk—cerrado con la estrechez para abordar el problema anterior.
Se muestra ademds, en esta seccién, que las funciones ¢ (estrechez) y
hmx (m—caracter hereditario) satisfacen la desigualdad ¢(X) < hrx(X)
para cualquier espacio topolégico. De manera natural surge la pregunta:
Jpara qué espacios X se da la igualdad ¢(X) < hmy(X)?; este problema
es abordado en la cuarta seccién; en esta misma se muestra que si {Xj :
s € S} es una familia de espacios topoldgicos, tales que cada X es Haus-
dorff y compacto, entonces t([[{Xs : s € S}) = |S] - ts(I[{Xs : s € S}),
en donde ts(JJ{X, : s € S}) = sup{t(Xs) : s € S}.

2 Notaciones y definiciones

Aqui, w representa ambos, el primer ordinal y cardinal infinito, ademas,
x denota un cardinal el cual siempre serd > w y k7 es el sucesor de k.
Usamos P(X) para denotar al conjunto potencia de X y |X| para la
cardinalidad de X. Si S es un conjunto y x un cardinal, [S]" denota la
coleccién de subconjuntos de S con cardinalidad &; [S]<" se usa para la
coleccién de subconjuntos de S con cardinalidad < & y [S]<" denotard
a la coleccion de subconjuntos de S con cardinalidad menor que k.

Sea, X un espacio topolégico, x € X y A un subconjunto de X. La
clausura de A en X se denota clx(A). Con V, denotamos al conjunto
de abiertos en X que contienen a x. Por otro lado, x es punto de
acumulacién completo de A, si para todo U € V., se cumple que
|A] = |[ANU|. Es posible demostrar que en un espacio Hausdorff y
compacto, cualquier conjunto infinito tiene un punto de acumulacién
completo. Se usa Co para designar a la clase de los espacios Hausdorff
y compactos. Si {Xg : s € S} es una familia, no vacia, de espacios
topolégicos, denotamos con X su producto cartesiano con la topologia
producto. Si Sy C S es no vacio, Xg, denota al espacio producto [T{ X :
s € So}. Ademads, bajo estas condiciones, prg, : X — Xg, es la funcién
proyeccién.

Las funciones cardinales, estrechez y mw—caracter se definen a través
de los siguientes nuimeros cardinales: la estrechez y el m—caracter del
punto z € X son, respectivamente: t(z,X) = min{g : VC C X con
x € clxC, existe BC C tal que |[B| < fByx€cx(B)}ynx(z,X)=
min{|V| : V es m—base local de z} (donde V es una m—base local de
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x € X sicada V € V es abierto no vacio en X y para cada U € V,, existe
V eV tal que V C U). La estrechez y el m—caracter del espacio X se
definen, respectivamente, de la siguiente manera: t(X) = sup{t(z, X) :
x € Xt +wy nx(X) = sup{nx(z,X) : © € X} +w. Otra funcién
cardinal que usaremos es la amplitud cuya definicién es como sigue
s(X) = min{|A| : A es discreto en X} + w.

Se dice que una funcién cardinal ¢ es monétona si para todo Y
subespacio de X, ¢(Y) < ¢(X). No es dificil demostrar que una funcién
cardinal ¢ es mondtona si h¢(X) = sup{é(Y) : Y es subespacio de

X} = o(X).

3 La estrechez

Un concepto de gran utilidad al trabajar con la estrechez es la k—clausura
de un conjuto: Sea X un espacio topolégico, A un subconjunto de X
y K un numero cardinal; la k—clausura de A es el conjunto [A], =
U{clx(B): BC Ay |B| < k}.

Un conjunto A con la propiedad de que para todo B C A con |B| <
K, clx(B) C A se dice que es un conjunto k—cerrado.

Proposiciéon 3.1 Sea X un espacio topoldgico y k un nimero cardinal.
Para todo C € P(X)\{0}, C es k—cerrado si y sélo si C = [C].

Demostracion: La necesidad es inmediata. Para demostrar la sufi-
ciencia, sea C C X no vacio, y sea A C [C], con |A| < k; por de-
mostrar que clx(A) C [C],. Para cada x € A, existe B, C C tal
que z € clx(B;) y |Bz| < k. Sea B = U,cy B, entonces B C C'y
|B| <> ,ealBz| £ k- Kk =k, de donde clx(B) es uno de los uniendos
en [C],. Por otra parte, dado que A C J,c 4 clx(B;) C clx(B) se tiene
que clx(A) C cx(B) C [C]x; por tanto clx(A) C [C].. Asi [C]x es
k—cerrado en X. O

Proposicion 3.2 Sea f: X — Y wuna funcion cerrada y k un nimero
cardinal. Si C € P(X)\{0} es k—cerrado en X entonces, f(C) es

k—cerrado en Y .

Demostracién: Sea C € P(X)\{0} k—cerrado en X y A C f(C), no
vacio, tal que |A| < k. Queremos demostrar que cly(A) C f(C). Por
cada a € A, elija x, € C tal que f(z,) = a; sea C’ el conjunto formado
por tales puntos. Entonces C' C C tal que |C'| < k; asi, puesto que C
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es k—cerrado en X, clx(C") C C; de donde f(clx(C")) C f(C). Clara-
mente A C f(clx(C")); luego, cly(A) C cy f(clx(C")) = f(clx(C"))
(pues f es cerrada). Por tanto cly (A) C f(clx(C)). Por tanto f(C) es
k—cerrado en Y. O

El siguiente resultado es de gran utilidad, permite acotar por arriba
a la estrechez de un espacio.

Lema 3.3 Sea X wun espacio topoldgico arbitrario y k wun cardinal.
Entonces t(X) < k si y sdlo si para todo C € P(X)\{0}, clx(C) = [C]x.

Demostracion: Para probar la necesidad, sea C' € P(X)\{0}. Puesto
que [C]x C clx(C); es suficiente con demostrar que clx(C) C [Cly.
Siz € cx(C), existe B C C tal que |B] < t(z,X) < (X)) < ky
x € clx(B) C [C],. Por tanto clx(C) C [C].

Ahora probaremos la suficiencia. Sea C' C X y x € clx(C), por
hipétesis, clx(C) = [C]k, luego, existe B C C tal que = € clx(B) y
|B| < k. Por tanto t(x, X)) < k, dado que = € X fue arbitrario, se sigue
que t(X) < k. O

Corolario 3.4 t(X) < & siy sdlo si [C],. es cerrado en X para todo C' €
P(X)\{0}. (Equivalentemente, t(X) < k si y sdlo si todo subconjunto
k—cerrado en X es cerrado en X.)

Teorema 3.5 t(X) es igual al menor cardinal k con la propiedad de
que para cualquier subconjunto no cerrado C de X existe B C C' tal
que |B] < k y clx(B)\C # 0.

Demostracion: Sea = t(X). Veamos primero que k < . Sea C C X
no cerrado, entonces podemos tomar x € clx (C)\C; luego, existe B C C
tal que x € clx(B) y |B| < t(z, X) < . Evidentemente clx (B)\C # (.
De aqui que (3 satisface la misma propiedad que k; por tanto x < S.
Para verificar que 8 < k, suponemos que [C], no es cerrado, por
hipétesis existe A C [C], tal que |A] < ky clx(A)\[C]x # 0, lo cual
contradice la proposicién 3.1. Por tanto [C], es cerrado; asi f < k. O

La estrechez es una funcién mondtona y se preserva bajo mapeos
cerrados.

Proposicién 3.6 (i) La funcion t es mondtona.
(#3) Si f : X =Y es continua y cerrada de X sobre Y,
entonces t(Y) < t(X).
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Demostracion: (i) Observe que si C' es un subconjunto del subespacio
Y de X, y k = t(X), entonces [C]Y = Y N [C],; donde [C]Y es la
k—clausura de C' en Y.

(i) Sea F € P(Y)\{0} y x = t(X). Demostraremos que [F], es
cerrado en Y. Denotemos por E al conjunto [F].

Afirmacién: f~Y(E) = [f~Y(E)]x. En efecto, como x = t(X), del
lema 3.3 se tiene que [f~1(E)]x = clx(f~1(E)), de donde, trivialmente
FHE) C [ (B,

Por otro lado, si € [f~!(E)]., entonces existe C C f~1(E) tal
que x € clxC y |C| < k. Puesto que f es continua, f(x) € cly f(C).
Ahora bien, f(C) C E y |f(C)| < k; luego cly f(C) C E. Por tanto
f(z) € E; ast, z € f~Y(E) y por tanto [f*(E)]. C f~1(E). De donde,
fYUE) = [f7YE)]s. Puesto que [f~}(E)]x es cerrado en X, de la
sobreyectividad de f y el hecho de que f es cerrada se tiene que E es
cerrado en Y, i.e. [F], es cerrado en Y; por tanto ¢(Y) < k = ¢#(X). O

Proposicién 3.7 Para cualquier espacio X, t(X) < hnx(X); donde
hrx(X) =sup{nx(Y) : Y es subespacio de X}.

Demostracion: Sea xg € X y C un subconjunto de X tal que xg €
clx(C); sea ademas k = hry(X). Como mx(clx(C)) < k, existe una
m—base local B de xy en clx(C) tal que |B| < k.

Note que si B € B, entonces BN C # (. En efecto, para tal
B € B, existe Up abierto en X tal que B = Up Nclx(C). Asi, si
y € B, entonces y € clx(C) y y € Up, por tanto Ug N C # 0; pero
UpNC CUgNclx(C) = B. Por tanto BNC # (). De aqui resulta que,
para cada B € B, es posible tomar yp € BNC;sea M = {yp : B € B}.
No es dificil verificar que M C C, | M| < Kky g € clx(M). O

La igualdad en t(X) < hmy(X) se tiene cuando X es Hausdorff y
compacto, lo cual se demostrard en la seccién 4.

Terminamos esta seccién con un resultado que nos dice como encon-
trar una cota por arriba para la estrechez de un espacio producto (no
necesariamente formado con espacios Hausdorff y compactos).

Teorema 3.8 Sea {X; : s € S} wuna familia no vacia de espacios
topoldgicos (no wvacios) y k un cardinal. Si para todo Sy € [S]<¥,
t(Xs,) <k, y |S| <k, entonces t(X) < k.

Demostracion: Sea C C X y x € clx(C). Queremos demostrar que
existe Cp C C' tal que |Cy| < k y x € clx(Ch).
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Denotemos por F la coleccién [S]<“. Entonces |F| < k. Ahora bien,
para cada F' € F, sea Xp = [[,cp Xs y sea prrp : X — Xp el mapeo
proyeccién sobre la cara Xp.

Puesto que t(Xp) < Ky prr(z) € pre(cdxC) C dx,(prr(C)) =
[pre(C)]x, entonces, para todo F' € F, existe Mp C prr(C) tal que
IMp| < ky pre(z) € clx,(Mp); ahora bien, para cada Mp, cons-
triyase Dp C C' como sigue: por cada (zs)ser € M, elijase un punto
en prp'({(zs)ser}) N C. Claramente, |Dp| < & para todo F € F.
Considérese ahora Cy = Jpcr Dr. Puesto que Dr C C para todo
F € F, se tiene que Cyp C C. Més atn, como |F| < k y |Dp| < k para
todo F' € F, se tiene que |Cp| < k.

Por tltimo, veamos que, z € clx(Cp).

Efectivamente, sea U un abierto canénico en X que contiene a x,
digamos U = [],cgUs, donde, para s € S, Us = X salvo un ntimero
finito de indices si,...,8,. Entonces A = {s1,...,s,} € F; luego, dado
que pra(x) € clx,(Ma), existe (zs,,...,xs,) € Ma N (pra(C) N (Us, X
-+ x Us,)). Para tal (zs,,...,xs,) existe y € D4, y por tanto en Cp, tal
que pra(y) = (zs,,...,zs,). De aqui, ya es claro que U N Cy # (). Por
tanto = € clx(Cp). Asi t(X) < k. O

4 Estrechez y compacidad

En la presente seccion daremos algunos resultados de la estrechez sobre
la clase Cy de espacios Hausdorff y compactos; en particular, probaremos
las igualdades senaladas en el resumen.

Definicién 4.1 Una sucesién {z, : 0 < o < K} en el espacio X es
una sucesion libre de longitud « si para todo f < k: clx{zs : @ <

B} Nelx{zy: a>p}=10.

Observe que si {z, : 0 < a < Kk} es una sucesion libre de longitud &
en X, entonces {z, : 0 < a < k} es un subconjunto discreto en X.

Teorema 4.2 Si X € Ca yt(X) < k, entonces X no tiene una sucesion
libre de longitud k.

Demostracidn: Supongamos que {z, : 0 < a < £t} es una sucesién
libre de longitud x*. Puesto que X es compacto, el conjunto {x, : 0 <
a < k1} tiene un punto de acumulacién completo, digamos zg. Por otra
parte, dado que t(X) < k existe fy < kT tal que zg € clx{ry : 0 <
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a < Bo}; luego, dado que clx{zy : a < Bo} Nelx{xs : a > Bo} = 0,
existe una vecindad abierta U de zp tal que U N {zy : @ > Bo} = 0.
De aqui y el hecho de que U N{z, : o < Bo} # 0, se tiene que
|UN{za:a< B} < kT, lo cual contradice que zg es punto de acumu-
lacién completo del conjunto {z, : 0 < a < T}, O

El lector puede consultar la prueba del siguiente resultado en [3].

Lema 4.3 Sea X € T3, K un subconjunto compacto de X yp e X\K.
Entonces existen conjuntos cerrados y Gs, A y B en X tales quep € A,
KCByANB=0.

Teorema 4.4 Si X € Co y hrix(X) > K, entonces X tiene una sucesion
libre de longitud k™.

Demostracién: Puesto que mx(Y) < mx(Y), para demostrar el resultado
es suficiente suponer que mx(X) > k. Sea p € X tal que mx(p, X) > x™.
Sea G la coleccién de todos los conjuntos cerrados, no vacios y G en
X. La coleccién G tiene la siguiente propiedad:

(%) si’ H C Gy |H| < K, entonces existe una vecindad abierta R de
p tal que H\R # () para todo H € H.

En efecto, supongamos que la coleccién G no satisface (x); i.e., existe
H C G con |H| < k tal que para toda vecindad abierta R de p existe
Hgr € H de tal forma que Hr C R = (). Ahora, puesto que X es
compacto, para cada Hp existe Uy, abierto en X de tal forma que
Hp C UHR C R. Entonces la coleccién {Upg,, : Hr € H} es una m—base
de p con {Upn, : Hr € H}| < k. Lo cual contradice el hecho de que
mx(p, X) > K.

Para continuar, construiremos subcolecciones {A, : 0 < a < kT}y
{B,:0<a<rkt}deg tales que:

(1)peAa y AaNBy=0,0<a< k™

(2) Si H # ) es interseccién finita de elementos de {Ag : 0 < 3 <
atU{Bs:0< 3 <a},entonces HNBy # 0,0 < a < k™.

La construccién es por induccion transfinita. Para obtener Ay y By,
sea K compacto en X tal que p ¢ K; por el lema 4.3, existen Ay, By € G
tales que p € Ag, K C By y AgN By = 0. Ahora sea « fijo, 0 < a < k™,
y supongamos que {Ag : f < a} y {Bg: 8 < a} se tienen construidos
de tal modo que (1) y (2) se verifican. Por construir A, y B,. Sea H
la colecciéon de todas las intersecciones finitas no vacias de elementos de
{Ag: B < a}U{Bg: 3 < a}. Entonces H C G, H # 0y [H| < &,
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asi que por (x), existe una vecindad abierta R de p tal que H\R # ()
para todo H € H. Como X\R es cerrado en el compacto X, entonces
X\R es compacto y p ¢ X\R; luego, por el lema 4.3, existen A, B,
en G tales que p € Ay, (X\R) € By y Aa N B, = 0. Ahora H\R # ()
implica que H N B, # (0, de donde (1) y (2) se verifican. Asi termina la
construccién.

Ahora bien, usando las partes (1) y (2) e induccién finita, se puede
demostrar que para cada « fijo, 0 < a < kT, la coleccién {Ag : B <
at}U{Bg : B > a™} satisface la propiedad de la interseccion finita
(i.e. cualquier subconjunto finito de dicha coleccién tiene interseccién
no vacia).

De lo anterior y la compacidad de X, tenemos que para cada a,
existe To € (Ng<a 48) N (Npsa Bp). Entonces {z4 : 0 < a < kt} es
una sucesién libre en X de longitud ™. Por supuesto, sea ¢ < k7. Es
suficiente demostrar que {xo : @ < e} C By {zq : @ > e} C A.; pues
por la segunda parte de (1) y el hecho de que A, y B, son cerrados y
ajenos, para todo o < k™, tendriamos que clx ({zo : @ < e})Nelx ({zq
a > e}) = (. Para ver la primera contencién, note que si o < &,
entonces To € (Ng<q 4s) N (Ng>a Bs) € Be. Para la segunda, tenemos
que To € (Ng<a Ag) N (Np>a Bs), Ta € Ag para B < «, de donde, si
a>e, rq €A, O

Corolario 4.5 Si X € Cy y t(X) > k, entonces X tiene una sucesion
libre de longitud k.

Demostracion: Como r < t(X) y t(X) < hmx(X), entonces hry(X)
> k y, por tanto, X tiene una sucesién libre de longitud . O

Como se observa en el teorema 4.2 y el corolario 4.5, existe una
relacion entre la estrechez de un espacio Hausdorff y compacto y la
longitud de las sucesiones libres en él, a saber:

Teorema 4.6 (Arkhangel’skii) Para X € Ca, t(X) = F(X), donde
F(X) =sup{\: X tiene una sucesion libre de longitud \} + w.

Demostracion: Sea k = t(X) y f = F(X). Si kK < 3 entonces X tiene
una sucesion libre de longitud k™. Pero esto contradice 4.2. Por tanto
k > (. Si k > 3, entonces, por el corolario 4.5, X tiene una sucesién
libre de longitud 57; lo cual contradice la definicién de 3. Por tanto
k=0£.0
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Teorema 4.7 (Sapirovski) Para X € Cq, t(X) = hrx(X). En particu-
lar, todo subespacio de un espacio Hausdorff y compacto con estrechez
numerable tiene m— caracter numerable.

Demostracion: Puesto que t(X) < hry(X), es suficiente demostrar que
no ocurre que t(X) < hrx(X). Sit(X) < hrx(X), entonces, por el teo-
rema 4.4, X tiene una sucesion libre de longitud ¢(X)™, contradiciendo
el teorema anterior. O

Teorema 4.8 (Arkhangel’skii) Para X € Ca, t(X) < s(X)+. En par-
ticular, todo espacio compacto con amplitud numerable tiene estrechez
numerable.

Demostracion: Sea k = s(X). Si t(X) > k, entonces por el coro-
lario 4.5, X tiene una sucesién libre de longitud ™. Puesto que toda
sucesion libre es un conjunto discreto, entonces X tiene un subconjunto
discreto de cardinalidad > s(X); lo cual es una contradiccién. Por tanto
tX) <s(X). O

Suponga que {X; : s € S} es una coleccién, no vacia, de espacios
topolégicos. Supdongase ademas que X es el espacio producto de dichos
espacios. Bajo el supuesto de que D(2)/%! < X (donde D(2)I%] es el
cubo de Cantor de peso |S|, vea [2], pg. 84) o F(2)!%] < X (donde
F(2)15] es el cubo de Alexandroff de peso | S|, vea [2], pg. 84), es posible
demostrar que t(X) > |S| - ts(X), donde tg(X) = {t(Xs) : s € S}. En
general, la igualdad no siempre se da, aun en el caso finito:

Ejemplo 4.9 Considere x un cardinal arbitrario con la topologia dis-
cretay el espacio compacto Z = {1 : n € w}U{0}. En el producto £ x Z,
identificamos los puntos de la forma («,0), para a € k; y denotamos
por Vi al espacio cociente resultante. Entonces, para todo cardinal &,
t(Vi) = w. Por otro lado, t(V,, x V;) > w (consulte [1]).

Para el caso en que cada Xs € Co, la estrechez verifica la igualdad
en t(X) > |S| - ts(X). La prueba requiere de algunos resultados que a
continuacion se dan.

El siguiente resultado es una generalizacion del lema de la pagina
113 de la referencia [4].

Lema 4.10 Si X € T1 y Y es Hausdorff y localmente compacto,
entonces t(X xY) <t(X)-t(Y).
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Demostracion: Sea k = t(X) - t(Y) y A un subconjunto k—cerrado en
X xY. Sea (z,y) € clxxy(A). Demostraremos que (z,y) € A.

Sea B = ({z} x Y)N A. Note que para demostrar que (z,y) € A es
suficiente con probar que y € pry (B).

Afirmamos que B es cerrado en {z} X Y. En efecto, si B = (), nada
que probar.

Supongamos, pues, que B no es vacio. Entonces B es k—cerrado en
{z} xY. Por supuesto, si C' C B tal que |C| < &, entonces C C {z} xY,
C C Ay |B| < k. Claramente, clg;),yC C ({z} x Y); por otro lado,
puesto que C C Ay |C| < &, se tiene que clxxy(C) C A; de donde
Cl{x}xyc =cdxxy(C)N({z} xY) C AN ({z} xY) = B. Asi, B es
k—cerrado en {x} x Y. Ahora bien, puesto que t({z} xY) =#(Y) < k,
se tiene que B es cerrado en {x} x Y (y por tanto, cerrado en X x Y).

Veamos, pues, que y € pry(B). Supongamos, por el contrario, que
y ¢ pry(B). Como B es cerrado en {x} XY y pry : {z} xY = Y
es homeomorfismo, entonces pry(B) es un subespacio cerrado de Y.
Sea V' una vecindad compacta de y en Y que no intersecta a pry (B).
Entonces X x V' es una vecindad cerrada de (z,y) en X x Y’; por lo cual
(z,y) € clxxy ((X xV)NA). En particular, (z,y) € clxxv[(X xV)NA].

Ahora bien, como X x V es cerrado en X XY y A es k—cerrado en
X x Y, entonces (X x V)N A es k—cerrado en X x Y. En particular,
(XxV)NAesr—cerradoen X xV. Como V es compacto en Y, entonces
prx : X x V. — X es cerrada, y por lo tanto prx((X x V)N A) es k
cerrado en X. Asi, por la continuidad de prx : X x V — X, obtenemos
que z € prx(clxxv[(X xV)NA]) Ccx[prx(X xV)NA)| =prx((X x
V)N A). Por tanto, existe r € V tal que (z,7) € ({z} x V)N AC B;lo
que significa que » € V N pry B; lo cual es una contradiccién. Por tanto
y € pry B. La prueba esta completa. O

La siguiente proposicién es consecuencia inmediata del lema anterior.

Proposicién 4.11 Si para cada i € {1,...,n}, X; € Ca, entonces
t(ITimy Xi) < max{t(X;) i€ {1,....,n}}.

Ahora daremos la prueba del caso general (en Cy, por supuesto).

Teorema 4.12 Sea {X; : s € S} una familia no vacia de espacios
topoldgicos (no vacios). Si cada Xs € Co, entonces t(X) = |S| - ts(X).

Demostracidn: Sea rk = |S|-ts(X). Sea A = [C], donde C' € P(X)\{0},
y sea © € clx(A). Puesto que cada X es compacto se tiene que,
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para cualquier Sy € [S]<¥, prg, es una funcién cerrada; luego, por
la proposicién 3.2, para cualquier Sy € [S]<Y, prs,(A) es k— cerrado
en Xg,. Asi, dado que tg,(X) < &, se tiene que prg,(A) es cerrado en
Xs,. Consecuentemente, para cada Sy € [S]<¥ prg,(z) € prg,(A), de
donde se deduce que existe un punto a € A tal que z |g,= a. Sea B
el conjunto formado por estos puntos, entonces B € [A]SF, puesto que
|[S]<“| = |S| < k. Luego, claramente se tiene que = € clxB C A. Por
la definicién de B y el hecho de que A es k—cerrado. O
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