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Hipergrupos y algebras de Bose-Mesner*

Isajas Lépez !

Resumen
En este articulo se prueba que toda &algebra de Bose-Mesner es
un hipergrupo con el producto usual y con el producto Hadamard
de matrices. Ademds, presentamos los diferentes tipos de iso-
morfismos entre algebras de Bose-Mesner y sus relaciones con los
hipergrupos.
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1 Introduccion

Existen varios objetos matematicos cuya esencia es el de un esquema
de asociaciéon y que se conocen con varios nombres, pero esencialmente
son el mismo concepto matematico; por ejemplo, algebras de adyacencia,
algebras de Bose-Mesner, anillo centralizador, anillo de Hecke, anillo de
Schur, algebra de caracteres, hipergrupos, grupos probabilisticos.

Los hipergrupos son una generalizacion de los grupos, en donde el
producto de dos elementos estd determinado por una funcién de dis-
tribucién. Existe mucha investigacion en esta &area, sobre todo para
generalizar conceptos bésicos de la teoria de grupos, por ejemplo, en
hipergrupos existe el teorema de Lagrange.

En el presente trabajo demostramos que toda algebra de Bose-Mesner,
bajo cierta normalizacion, es un hipergrupo, tanto con el producto usual
de matrices como con el producto de Hadamard (ver los Teoremas 3.3
y 3.4). Esto permite dar una visién distinta de conceptos tales como
isomorfismos y dualidades en algebras de Bose-Mesner.

*Este trabajo se realizé con el apoyo de CONACyT, a través del proyecto No.
29275E.

!Estudiante de doctorado del Departamento de Mateméticas, CINVESTAV-IPN.
Becario de CONACyT.
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2 Hipergrupos

La teoria general de hipergrupos fue introducida por Dunkl [4],
Jewett [9] y Spector [11] de manera independiente, y tratan a los hiper-
grupos como un caso especial.

Una interpretacién fisica es la siguiente: Un hipergrupo conmuta-
tivo finito es una coleccién de particulas, digamos {cg,c1,...,c,}, en
las cuales esta permitido la interaccion por colisién entre ellas. Cuando
dos particulas colisionan forman una tercera particula. Si colisionamos
¢; con c¢; la probabilidad de que resulte la particula c; es nfj y este
namero es fijo. La particula ¢ tiene la propiedad de ser absorbida en
cualquier colision; la llamamos un fotén. Cada particula tiene una anti-
particula la cual estd especificada por la siguiente regla: La colisién de
dos particulas tiene una probabilidad positiva de resultar en un fotén si
y s6lo si las dos particulas son anti-particulas una de la otra. La inter-
accién de las particulas son independientes del orden, del tiempo y de
su posicién en el espacio. La estructura del sistema estd completamente
determinado por las probabilidades nfj las cuales son invariantes bajo
intercambio de todas las particulas con sus anti-particulas.

Definicién 1.1 Un hipergrupo generalizado es una pareja (H C A)
donde H = {co,c1,... ,cn} y A es una dlgebra asociativa con identidad
co Y con involucion * sobre C, que satisface las siguientes condiciones:

(A1) H es una base de A.
(A2) H* = H, que denotaremos por c; = cy(;-

(A3) La estructura constante nfj € C definida por:

n
P k
CiCj = nijCk;
k=0

satisface lo siguiente
*

G

0
cf;écj<:>n?j:().

En el resto de este trabajo H denotard a un hipergrupo generalizado.
Si A es conmutativo, entonces H es conmutativo. Ademads, se dice

que H es Hermitiano si ¢ = ¢; Vi; real si nfj € R Vi,j, k; positivo
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si nfj > 0 V4,7, k. Por otra parte, decimos que H es normalizado si

satisface que

(A4) > nf=1Vi,j
k

Un hipergrupo generalizado que es real y normalizado se dice que
es hipergrupo signado. Un hipergrupo generalizado que es positivo y
normalizado se llama simplemente un hipergrupo.
Definimos el peso de ¢; como
0 -1
(L.1) w(ci) = (M)~ >0
y el peso de H como

n

(1.2) w(H) = Zw(ci).

=0

Consideremos la siguiente forma alternativa de (A4):
(A4 w(e) " w(e) ™t =D nfwler)
k

Un hipergrupo que es real y satisface (A4’) se dice que es un ensamble.
Aunque la condicién (A4) parezca més facil de probar que (A4'), esto
no siempre es asi, es por eso la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2 Eziste una correspondencia uno a uno entre ensam-
bles e hipergrupos signados.

Demostracién: Si H = {cg,c1,...,c,} es un hipergrupo signado, te-
nemos que H = {w(cg)co, w(ci)et, ... ,w(ey)e,} es un ensamble.
Reciprocamente, para H = {cg,c1,...,c,} un ensamble tenemos
que H = {w(cy)co, w(cr)er, ... ,w(ey)en} es un hipergrupo signado. m
De aqui en adelante, a menos que se diga lo contrario, sélo conside-
raremos hipergrupos que son conmutativos.

Proposiciéon 1.3 La *-dlgebra es semisimple.

Demostracion: Se sigue del hecho de que la *-algebra no tiene ele-
mentos idempotentes. m

Para a € A, ad(a) € End(A) denotara el operador multiplicacién
por a.
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Lema 1.4 El conjunto {ad(c;)} es linealmente independiente en End(A).

Demostracién: Si ), r;ad(c;) = 0, entonces multiplicando por ¢}
y considerando el coeficiente de ¢y tenemos que r; = 0. m

El algebra ad(A) C End(A) tiene dimensién n + 1 y es conmuta-
tiva y semisimple. Esto nos dice que End(.A) es isomorfa al dlgebra
de operadores diagonalizables en M (n 4 1,C). Por lo tanto, podemos
encontrar una base {e,, €1, ... ,e,} de A en la cual los operadores ad(c;)
son diagonales, esto es,

(1.3) ciej = Xj(ci)ej V’i,j

para alguna funcién x; tal que

(1.4) ejex = 0jkej,
donde ¢;; es la delta de Kroenecker.
Si F(#H) denota el espacio de todas las funciones de H en los comple-

jos, entonces el conjunto de funciones {x;} es linealmente independiente
en F(H) .

Definicién 1.5 Un cardcter de H es cualquier x € F(H) que satisface

(1.5) X(eix(ej) =D mix(ex) Vi, j.
k

Si la extensién lineal de x en A se denota también por x, tendremos
la siguiente formulacién equivalente.

(1.6) x(ci)x(cj) = x(eicj) Vi, j.
Al conjunto de todos los caracteres de H lo denotaremos por .

Proposicién 1.6 H = X0 X15- -+ Xn} ¥

(L.7) Xi(cf) = xi(e;) Vi, j.
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Demostracién: Tenemos que c;je; = xj(c;)e; para toda i, 7, de donde
_ _ k _ k :
xj(ei)xjles)e; = cicsej = D omgere; = Y ngxj(ck)ej, es decir,
k k

X;i(ci)xj(es) = Z nljxj (ck). De aqui se sigue la proposicién porque A es

isomorfa a la —algebra C"*! y esta tiene exactamente n + 1 caracteres
que satisfacen las condiciones establecidas. m

Claramente la funcion idénticamente 1 es un caracter de H, el cual
denotaremos por x,.

Ahora deseamos ver que 7 es una base ortogonal de F (H). Para
esto, para todo f,g € F(H), definimos f*(c;) = f(c}) e introducimos el
producto interno

1
(1.8) (f.9) = ) ;w(ci)f(ci)g(ci)-

Como H y {eg,€e1,...,e,} son bases para A podemos encontrar cons-
tantes a;? € C tales que

(1.9) ej = Za?ck Vj.
k

Multiplicando ambos lados por ¢} y comparando los coeficientes de cg
podemos observar que

(1.10) o = w(e)x;(c))ad,

de donde

(1.11) = a; Zw (ex)x;(cr)ck.
k

Combinando esto con la ecuacién (1.4) y comparando los coeficientes de
co obtenemos:

(1.12) 8 = > wler)xiler)x;(ch) = adw(H) (xi, x;)-
k

De aqui tenemos el siguiente lema:
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Lema 1.7 H = {x0,X1,.-- ,Xn} €5 una base ortogonal de F(H) con
respecto al producto interno definido en (1.8).

Como F(H) es una *-algebra con unidad x¢ bajo la multiplicacién
punto a punto y conjugacién compleja, podemos escribir

(1.13) XiXj = mejxk con mfj eC.
k

Ademas, si x} = x; podemos definir el peso de x; como w(x;) =

0y-1
i) Entonces

(m
{(XiXi> Xo0)
(XiX7» X0)

w(x:) ™ (x0, Xo0)
(1.14) = w(Xi)_l.

(Xis Xi)

De aqui concluimos que w(x;) € Ry w(x;) > 0. Ademads, usando la
ecuacién (1.11) tenemos:

Proposiciéon 1.8

w

wizf-z; Z w(cx) X7 (ck)er Vi
k

(1.15) e =
En particular,

1
1.16 e = ———~ w(cg)c-
(1.16) 0= o 2w

En conclusién, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.9 SiH es un hipergrupo signado, también lo es H. Ademds

w(H) = w(H).

2 Algebras de Bose-Mesner

El concepto de esquema de asociacién es importante en algebra com-
binatoria. Dicho concepto aparece en el estudio de cdédigos, disenos,
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graficas de distancia regular, invariantes de nudos y en muchos otros
temas. El estudio de los esquemas de asociacién lo inicié Delsarte en
1973 (ver [3]). En el caso simétrico los esquemas de asociacién son esen-
cialmente particiones de una grafica completa en subgraficas regulares
que estan relacionadas entre si de alguna manera especifica. Para un
andlisis extensivo de este tema se pueden consultar [1] y [2].

Definicion 2.1 Un esquema de asociacion de clase d es una familia de
{0,1}-matrices {A;|i = 0,... ,d} de orden n que satisfacen lo siguiente:

(B1) Ag = I (I es la matriz identidad).
(B2) Z?:o A; = J (J es la matriz con todas sus entradas igual a uno).

(B3) Para todo i, 'A; = Ay, para algin o(i) € {0,1,...,d}
(*A denota la traspuesta de A ).

(B4) Ajo Aj = 0;;A; (o denota el producto de Hadamard de matrices,
entrada por entrada).

d
(B5) AjA; = AjA; = kz pfjAk ( equivalentemente, p?j = p;?i para todo
=0
i,5,k ).

El algebra generada por {A;|i =0,1,...,d} sobre C es una dlgebra
conmutativa con el producto usual y con el producto de Hadamard de
matrices y la familia {4;[i = 0,1,... ,d} es una base para esta algebra,
la cual es conocida como el dlgebra de Bose-Mesner del esquema de
asociacién de clase d. Esta algebra tiene la propiedad de ser cerrada
bajo trasposicién compleja.

En otro contexto, a este tipo de algebras también se les llama dlgebras
Doble-Frobenius (ver [10]).

En el caso en que ‘A; = A; para todo 4, tenemos una algebra de
Bose-Mesner simétrica.

Sea

(2.1) i = D3y

en donde n; es el nimero de elementos en la diagonal de la matriz
A;Ag;)- El entero positivo n; se llama la valencia de A;, y es claro que
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nyg = 1,
n; = no‘(’i)7

n=ng+n+---+nq.

La siguiente proposicién es importante para relacionar las algebras
de Bose-Mesner con los hipergrupos. Su demostracién se puede ver en

[1].

Proposicién 2.2
(i) p&; = Ojks
(i) p%- = nifsia(i)a

o o(k
(“Z) pi‘cj = pggi))g(j)v

(iv) X pij = ni,
(v) napfy = NiPy ik = NiPkg):
AR ¢ !
(vi) > DiiPuk = > PriPsj-
k=0 s=0

Como las matrices Ag, A1,...,Ag son normales y conmutan por
parejas, ellas son diagonalizables simultdneamente por una matriz uni-
taria. Asi, podemos encontrar una descomposicién de C" como suma
directa de d + 1 eigenespacios de dimensién f;, 0 < j < d (ver [5] y
[7]). Ademads, como J pertenece al dlgebra, n es un eigenvalor de multi-
plicidad 1 y entonces podemos suponer que fy = 1. Los f; se llaman las
multiplicidades de los esquemas. Sea {Ey, F1,... ,E4} la base de idem-
potentes ortogonales con el producto usual de matrices del algebra de
Bose-Mesner, cada una de ellas corresponde a los proyectores de C" en
cada diferente eigenespacio, ademds, f; = tr(F;), tenemos lo siguiente:

(C1) Eg = J,

(C2) Ey+Er1+---+E;=1,
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(C4) 'E; = E,(;y para algin o(i) € {0,1,... ,d},
d

(C5) Eio Ej=EjoE; = Y ¢} Ey.
k=0

Los coeficientes qu son llamados los pardmetros de Krein del esque-
ma de asociacién.

Como {Ey, E1, ..., E4} es una base para el dlgebra de Bose-Mesner,
tenemos
d
(2:2) 4= BB,
j=0
Andlogamente
1
(2.3) Ei = ﬁ Z Q](Z)Ak
7=0
Sea
(2.4) P = (P;(i)),

cuya entrada (i, j) de la matriz es Pj(i), y sea

(2.5) Q = (Qj(4)),

cuya entrada (7, j) de la matriz es Qj(7). Las matrices P y Q se llaman la
primera y segunda matriz del esquema de asociacién, respectivamente.
Ellas satisfacen lo siguiente:

(2.6) PQ = QP =nl.

Usando las ecuaciones (2.2) y (2.3) junto con las propiedades (A4)
y (C3) obtenemos:

(2.7) AE; =P;(i)E;,
(2.8) Byo Ay = Qy(i)A;
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La ecuacién (2.7) muestra que cada vector columna de Ej es un
vector propio de A; asociado con el valor propio Pj(i). Anélogamente,
la ecuacién (2.8) nos permite decir que cada vector columna de A; es un
vector propio de E; asociado al valor propio %Qj(i) respecto al producto
Hadamard.

Los parametros de Krein tienen las siguientes propiedades, similares
a los de la Proposicion 2.2. La demostracién de esta proposicién se
puede consultar en [1].

Proposicién 2.3
(i) qzoj = fi(sia(j)y

.. o(k
(i) 4 = 6Z{iusy

d
=0
(0) fodf; = Fi@han = fidho ()
. d k1 d l
(Vi) 3° G = D2 duidsj-
k=0 5=0

Finalmente, las entradas de la primera y segunda eigenmatrices P y
Q satisfacen las siguientes relaciones:

Proposicién 2.4

(@) BOPLD) = 3 P,

(i) QD) = 3 (i)

3 Hipergrupos y algebras de Bose-Mesner

Consideremos una algebra de Bose-Mesner A = {Ag, A1,..., Ay} de
dimensién d + 1 sobre C. Recordemos que A es una algebra asociativa,
conmutativa con respecto al producto usual de matrices, cuya identidad
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es I. Asimismo, A es una édlgebra asociativa, conmutativa con respecto
al producto de Hadamard de matrices y con identidad J.

Lema 3.1 A es un hipergrupo gemeralizado con el producto usual de
matrices y base {Ag, A1,...,Aq}.

Demostracién: Sea {Ag, A1,...,As} un esquema de asociacién y
A = (Ao, A1,... , Ag) el algebra de Bose-Mesner generada por dicho
esquema. En particular, A es una dlgebra asociativa, conmutativa, con
identidad Ag y con involucién el mapeo traspuesta conjugada. Ademas,
claramente se tiene (A1) y (A2), de modo que sélo resta probar (A3).
Para esto, observemos que de la Proposicién 2.2(i7):

po _ 0 sij#o(i),
K n; sij=o(i).

De aqui se sigue (A3). m
Por el lema 3.1 el peso de A; es:

-1
Proposicion 3.2 A es un ensamble con el producto usual de matrices.

Demostracién: Es suficiente probar el axioma (A4’). Usando la Proposi-
cién 2.2 tenemos:

d
Zpi] sz]pka(k
k=0
d
=> Pt ZPU <Z ka>
k=
dO d
=S dhh = 3 ok
k=0 r=0 r=0 k=0
d d
:Zzpf]pkr ZZPMPSJ
7=0 k=0 s=0r=0

M&

d
(z) St
s=0

=1inj = D) Pjo )
=w(4;) tw(A;)" . -

:0
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De la correspondencia uno a uno entre hipergrupos signados y en-
sambles se deduce el siguiente resultado.

Teorema 3.3 A = (w(Ag)Ag, w(A1)A1,... ,w(Ag)Ag) es un hipergrupo
stgnado bajo el producto usual de matrices.

Finalmente, de la Proposicién 2.3 se deduce el siguiente resultado,
similar al teorema anterior.

Teorema 3.4 A genera un hipergrupo signado bajo el producto Hadamard
de matrices y base {Eg, E1,...,Eq}.

4 Isomorfismos en algebras de Bose-Mesner

Algunos de los ejemplos clasicos de &dlgebras de Bose-Mesner son
los obtenidos a través de graficas fuertemente regulares y de distancia
regular [2]. La clasificacién de graficas fuertemente regulares y de dis-
tancia regular se realiza por medio del dlgebra de Bose-Mesner asociada.
Aunque la clasificacién de graficas de distancia regular es un poco mas
compleja, ambas ocupan el concepto de BM-isomorfismo, que se define
en esta seccion. Otra de las aplicaciones de la teoria de esquemas de
asociacion es la clasificacién de modelos spin (invariantes de nudos) (ver
[6]), en donde juega un papel importante el concepto de dualidad entre
algebras de Bose-Mesner.

Sean A y B dos algebras de Bose-Mesner y @ un isomorfismo de
espacios vectoriales de A en B.

Definicion 4.1 Se dice que v es un BM-isomorfismo de A en B si
satisface:

Y(AB) = ¢(A)Y(B) y ¢(AoB)=1(A)oy(B)
para toda A, B € A.

Un ejemplo de un BM-isomorfismo se obtiene a través de una matriz
de permutacién. Es decir, si P es una matriz de permutacién, entonces
¥(A) = P71 AP define un BM-isomorfismo. De hecho, este isomorfismo
es conocido como isomorfismo combinatorial.

Si A tiene como base usual {A4; | i =1,...,d} y su base de idem-
potentes ortogonales es {E; | i =1,...,d}, tenemos que {1(4;) | i =
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1,...,d} y {v(E;) | i=1,...,d} son la base usual y la base de idem-
potentes ortogonales de B, respectivamente.
Usando la ecuacién (2.7) obtenemos la siguiente relacién

V(AE)) = Y(P(i)Ej) = P(0)y(E)) = v(Ai)Y(E)),

de la cual se deduce que A y B tienen el mismo conjunto de valores
propios y como ambas son diagonalizables simultaneamente por una
matriz unitaria obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Si ) es un BM-isomorfismo de A en B, entonces existe
una matriz unitaria U tal que (A) = U*AU para toda A € A.

La pregunta obvia, ya que toda matriz de permutacion es unitaria, es
si la matriz unitaria que define el BM-isomorfismo del teorema anterior
es una matriz de permutacién. Parece ser que la respuesta es negativa,
como lo sugiere F. Jaeger [8], aunque hasta ahora no se cuenta ni con
una demostracién ni con un contraejemplo.

Definiciéon 4.3 Decimos que 1 es una dualidad de A en B si satisface
que

Y(AB) = w(A) o w(B) y V(Ao B)= _y(A)u(B)
para toda A, B € A.

Es claro que si ¢ es una dualidad de A en B, entonces %wil es una

dualidad de B en A. Denotaremos por (A, B) a una pareja de dlgebras
de Bose-Mesner en donde existe una dualidad, y en este caso diremos
que (A, B) forman una pareja dual de algebras de Bose-Mesner. En el
caso de que la dualidad esté definida de A en si misma, ¢ es llamada
una dualidad fuerte si satisface que ¥?> = nr, donde 7 denota al mapeo
trasposicién. A esta algebra se le llama una algebra de Bose-Mesner
autodual.

Es facil ver que la composicién entre una dualidad y un BM-isomor—
fismo es una dualidad. Ademas, la composiciéon entre dualidades, bajo
cierta normalizacién, es un BM-isomorfismo. Por otra parte, salvo la
composiciéon por un BM-isomorfismo, las dualidades entre dlgebras de
Bose-Mesner son unicas (ver [6]).

Proposicién 4.4 [6]. Sea (A, B) una pareja dual de dlgebras de Bose-
Mesner. Entonces se cumple lo siguiente:

73
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i) Los nimeros de interseccion de A son iguales a los paramétros de
Krein de B y viceversa.

ii) La primera eigenmatriz de A es igual a la sequnda eigenmatriz de
B y viceversa.

iii) Toda dualidad conmuta con el mapeo trasposicion.

De las ecuaciones (2.7) y (1.3) tenemos que el conjunto de caracteres
de Aes {x0,X1,---,Xn}, donde x; estd definida por

AiE; = Pi(i)E; = x;j(A:)E;.

En este caso, a A la llamaremos la algebra primal de caracteres del
algebra de Bose-Mesner A. De manera dnaloga, viendo a A como un
hipergrupo con la base de idempotentes, los caracteres estan determina-
dos por la ecuacion (2.8) y en este caso diremos que A es la dlgebra dual
de caracteres de A. Obsérvese que el concepto de caricter es consistente
con la Proposicién 2.4.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de la Proposicion
4.4.

Corolario 4.5 Sea (A, B) una pareja dual de dlgebras de Bose-Mesner.
Entonces el dlgebra primal de caracteres de A es igual al dlgebra dual de
caracteres de B y viceversa. En particular, si A es una dlgebra de Bose-
Mesner autodual se tiene que las dlgebras primal y dual de caracteres
coinciden.

5 Conclusiones

En esencia, lo que hemos probado es que bajo cierta normalizaciéon
de los elementos de la base de una algebra de Bose-Mesner, ésta tiene el
mismo comportamiento algebraico operacional de un hipergrupo. Mas
aun, las algebras de Bose-Mesner estan contenidas en un conjunto mas
grande, el conjunto de los hipergrupos. Por otro lado, viendo a una
algebra de Bose-Mesner como un hipergrupo, los conceptos de isomor-
fismos estan determinados por sus algebras de caracteres asociadas.
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