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Algebra generada por la proyeccion de Bergman
y un operador de translacion II *

Josué Ramirez Ortega

Resumen

En este articulo se calcula el indice de los operadores de Fred-
holm del algebra C* generada por un operador de translacion, la
proyeccién de Bergman de un dominio G C C y los operadores de
multiplicacién por funciones continuas en G.
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1 Introduccion

Algunas ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones en la
frontera [8, 9, 10, 11] se pueden transformar en ecuaciones integrales que
involucran al operador de conjugacion y al operador integral singular

1 e(<)
(Sae)(2) =~ [ e
donde G es un dominio acotado del plano complejo cuya frontera es
suave. Por mencionar un ejemplo simple [9], supéngase que a(z), b(z),
g(z) son funciones diferenciables que satisfacen en G una condicién de
Holder de orden A, 0 < A < 1. Con estas funciones se plantea la ecuacion
integral

(L1) a(2)w(z) - b(z)(Sw)(2) = g(2)-

*Este articulo es parte de la tesis doctoral del autor realizada en el Centro de
Investigacién y de Estudios Avanzados del IPN con el apoyo econémico del CONA-
CyT.
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38 JOSUE RAMIREZ ORTEGA

Si |a(2)] — |b(2)] > 0 Vz € G, entonces la ecuacién anterior tiene
solucién unica, como puede verse en [30].
Supongamos que

la(2)| — |b(2)] < 0, Vz € G.

Si w(z) es una solucién de la ecuacién (1.1), entonces

Lo, zeG
¢(z) =

—-—~C
~Lf¥de, 2@
es una solucion de la ecuacién eliptica de primer orden

3220 — a2

(1.2) b(z)aé(z) —a(z) o (2) =g(2), z€G.

Ademsés, ¢(z) es holomorfa en el complemento de G y satisface las si-
guientes condiciones:

(1.3) ¢r(t) =0~ (t) (t€IG) y ¢(o0)=0,

donde ¢ (¢) es el limite de ¢(z) cuando z € G tiende a t; y ¢~ (t) es el
limite de ¢(z) cuando z € G° tiende a t.

Reciprocamente, si ¢(z) es una solucién de (1.2), holomorfa en Gy
satisface la condicién (1.3), entonces la funcién

of
= 5(2)

es una solucién de la ecuacién (1.1), donde f(z) = ¢(z) en Gy f(2) =
#(z) en G".

w(z)

Supongamos que la frontera de GG es unién finita de curvas cerradas
simples, de clase C', ajenas por pares. El espacio de Bergman de G,
denotado por A2%(G), es el espacio de funciones holomorfas cuadrado
integrables en G con respecto a la medida de Lebesgue. La proyeccion
de Bergman, denotada por K, es la proyeccién ortogonal de Lao(G) sobre
el espacio de Bergman.

Sea a un difeomorfismo de G en G, de clase C?, tal que satisface la
condicién de Carleman a o a = idg (el simbolo ”o” denotard la com-
posicién de funciones). A partir de este difeomorfismo se define el ope-
rador acotado en La(G) (operador de translacion) cuya regla de corres-
pondencia es Wy = w (¢ o a), donde w es una funcién definida en G.
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En [23] se demostré que W es unitario autoadjunto si w = /| det J,|g,
donde J, es la matriz Jacobiana de a y g : G — C es cualquier funcién
medible que satisface la ecuacién g (g o a) = 1 casi en todo punto. En
ese mismo articulo se consider el caso particular ¢ = 1 y se estudid
el dlgebra R = R(C(G)I; K,W) !, la cual estd generada por K, W y
los operadores de multiplicacién por funciones continuas en G. Esta
algebra contiene al ideal de operadores compactos, denotados por C.

Muchos trabajos se han realizado acerca de la representacién de
algebras de Banach por medio de las secciones continuas de un haz fi-
brado [6, 7, 13, 14, 18, 20, 25]. De singular importancia en este campo
es el principio local de Douglas-Varela [25] el cual establece, en un caso
particular, la representacién de una algebra C* como el espacio de sec-
ciones continuas de un haz C*. El haz C* se construye a partir de una
subdlgebra del centro del dlgebra en consideracién. Con el principio lo-
cal de Douglas-Varela se demostré que el dlgebra R/C es isomorfa a una
algebra de matrices continuas sobre un conjunto compacto del espacio
tridimensional [23].

En el estudio de R/C, hecho fundamental [1, 12] fue la siguiente
representacion de la proyeccion de Bergman:

K=1-555+L,

donde L es un operador compacto.
N. L. Vasilevski estudié el dlgebra Rg = R(C(G)I;Sg) [28] v el

algebra R(PC(G)I; K) [26], donde PC(G) denota un espacio de fun-
ciones continuas a trozos en G (para una definicién precisa de PC(Q)
véase [26]). A partir de este marco de referencia se emprende el estudio
del dlgebra R. Aunque no se demuestra en este articulo, el operador
W KW pertenece a R¢ y, por consiguiente, Rg = R(C(G)I; K, WKW)

es una subdlgebra de Rqg. El siguiente diagrama muestra como estan
contenidas unas en otras las dlgebras mencionadas:

R(C(G)[;K) C Ro C Rg
N N
R(PC(C);K) R

A continuacién esbozaremos el procedimiento mediante el cual se
logra representar el algebra de Calkin de Ry como el dlgebra de secciones
continuas de un haz C*. Esta descripcion se obtiene del principio local

1si Ai,..., A, son operadores y Fi,...,F, son familias de operadores,
R(F1, .oy Fnj Aty ...y A ) denota el dlgebra C* generada por Ax, ..., Am y Fi, ..., Fn.
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40 JOSUE RAMIREZ ORTEGA

de Douglas-Varela [25] aplicado del siguiente modo: Sea 7 la proyeccién
natural de R al algebra de Calkin Ro = Ro/C. La imagen Z =
7(C(G)I) es una subélgebra del centro de Ry y su espacio de ideales
maximales es homeomorfo a G. Cada ideal maximal I, de Z (¢y € G)
genera el ideal J, = 7%-[40. Al cociente Ro({o) := ﬁo/JCO se le llamard
dlgebra local de Rqy en el punto (p. Sea E la unién ajena

| | Ro(¢)

ceq

y p: E — G la proyeccién natural.
Cada operador A € Ry induce la seccién

A(C) = (mcom)(A): G — E,

donde 7¢ : Ro — Ro (¢) es la proyeccién natural.

La imagen de un operador A en el algebra de Calkin serd comun
denotarla por A.

Cada algebra local Ro({y) es una algebra C*, por lo que si U es un
abierto de G y € > 0, entonces los conjuntos

V=V(AUe={zxcE: pa)el, ||x—Alp))| < e}

estan bien definidos. Estos conjuntos forman una subbase para una
topologia de E tal que el dlgebra Ry es isomorfa al algebra de secciones
continuas del haz ¢ = (p, E, G) [25]. Gran parte del trabajo desarrollado
en [23] se dedica a obtener la descripcién de las fibras de &.

Se dice que dos operadores A, B € Rq son equivalentes en (y € G,
si tienen la misma imagen en Ro({p). Se dice que un operador A € Ry
es de Fredholm localmente en (p, si su imagen en R((p) es un elemento
invertible. El resolvente local de A en (o es el conjunto de escalares
A tales que A — A es un operador de Fredholm localmente en (y. El
espectro local de A en (y es el complemento del resolvente local en el
mismo punto.

Sia € C(G), entonces al es equivalente al operador “escalar” a((o)l
en el punto (5 € G. En [23] se demostré que las proyecciones K y
W KW son equivalentes al operador cero en cada punto (y € G. Asi, el
algebra Ro((p) es isomorfa al campo de los niimeros complejos.

Cuando (y € JG, las imédgenes de K y WKW en Ry((p) son “proyec-
ciones ortogonales” diferentes de cero, denotadas por

A

(14) P1 = T¢y (K) y Ppb2= 7I-C()(VVIA(VV)
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Estos elementos generan el dlgebra local, por lo que R({p) es iso-
morfa a una algebra de matrices 2 x 2 continuas en A C [0,1] [24],
donde A es el espectro local de (K — W KW)?2. De ahf la importancia
por encontrar a A.

Sean Py y P> dos proyecciones ortogonales diferentes de cero y de la
identidad, y sea Rp = R(I, P1, P») el dlgebra C* generada por P, P
y la identidad.

Lema 1.1 [24] Si las proyecciones Py y Py satisfacen las condiciones
i) 0 € A =sp(P, — P)? implica +1 € sp(I — P| — Py),
ii) 1 € A implica £1 € sp(P; — Py),

entonces el dlgebra Rp es isomorfa al dlgebra U, la cual estd formada
por todas las matrices 2 X 2 continuas en A y diagonales en AN{0,1}.
El isomorfismo ¢ : Rp — U estd generado por la siguiente aplicacion
de los generadores de Rp:

(15) o) = (é 8>,

(1.6) o(Py) = ( tl(l—tt) t(ltt)>, teA.

Si 0 es punto de acumulaciéon de A, entonces 0 € A y se cumple la
condicién 7). Analogamente, se satisface la condicién ii) si 1 es punto
de acumulacién de A.

La demostracién del siguiente lema es analoga a la demostracién del
Lema 1.1 [24].

Supongamos que las proyecciones P; y P» cumplen la condicién i7)
y, en lugar de i), satisfacen la condicién

7;)’ 0eA y —1¢Sp(I—P1—P2).

Sea Ay = A\{0} y Uy el dlgebra de todas las matrices 2 x 2 continuas
en Ag y diagonales en AN{1}. Por lo dicho inmediatamente después del
Lema 1.1, la condicién ¢)" implica que 0 es un punto aislado del espectro
de (Pl — Pg)z.
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Lema 1.2 Fl dlgebra Rp es isomorfa al dlgebra CxUy. El isomorfismo
p:Rp— CxUy estd generado por la siguiente aplicacion de los gene-
radores de Rp:

(L7) o(P) = <o,<é 8>>,

(18)  @(P) = <0,< T “1‘”)» te o,

Pasemos a la descripcién de Ry((p). Si el Jacobiano de o es mayor
que cero, entonces se define la funcién

_ Ja(OII3 — 2 det Ja (<)

(1.9) O = 73 + 2det Jal(Q)”

donde J,(¢) es la matriz Jacobiana de « en el punto (.

Teorema 1.1 /23] Sea (o € OG. Si el Jacobiano de « es menor que
cero, entonces sp(p1 —p2) = {0, £1} ysp(e—p1 —p2) = {0,1}. Por otra
parte, si el Jacobiano de o es mayor que cero, entonces sp(p1 — p2) =

{0,£v/B(C0)} ysple —p1 —p2) = {1, £v/1 = B((0)}-

Aunque en [23] no se calculé el espectro de e — p; — pa, el proce-
dimiento para calcularlo es anédlogo al efectuado para calcular el espectro
de p1 — pa.

Obsérvese que ((¢) es menor que 1. Para describir a Ro({p) se
utiliza el Lema 1.2 si el Jacobiano de a es menor que cero o 3({p) > 0;
sin embargo, si 4((o) = 0, entonces se utiliza el Lema 1.1. Asi, Ro((o)
esta generada por los elementos

wom=0.(; o) v m=0.( gty VD

donde ¢ es igual a 1 si el Jacobiano de a es menor que cero y t = £((p)
si el Jacobiano es mayor que cero. Con esto quedan descritas las fibras
Ro(Co) vy, por consiguiente, también queda descrita el algebra de Calkin
de Ry, como se muestra a continuacion.

Considérese el operador

(1.11) A=ai1(Q)Ar +az(¢) A2 +a3(() Az + T,
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donde T es un operador compacto, a;(¢) € C(G) (j =1,2,3) y
(112) A =1—-K-WKW, Ay=FK, As=WKW.

Teorema 1.2 Si el Jacobiano de o« es menor que cero, entonces el
dalgebra de Calkin de Ry es isomorfa e isométrica al dlgebra
C(G) x (C(d@))%. El isomorfismo ® : Ry — C(G) x (C(dG))? estd
dado por R

®(A) = (a1(C), az(Q)lac, as(Qloc),

donde A es el operador definido en (1.11).

Ahora supongamos que el Jacobiano de « es mayor que cero. Defi-
namos los siguientes operadores del algebra Rg:

Ay =K, Ay = KWEW)(I - K),
Ay = A%y, Ay =(I—-EK)WEKW(I - K).

Supongamos también que 3(¢) no se anula en la frontera de G. Sea
§(¢) una funcién continua no negativa definida en G tal que se anula en
la frontera de G y 6(¢) > 0 para cada ¢ € G. Como los valores de 3(()

estdn en [0,1) y G es compacto, supB(¢) = maxS(¢) < 1. Asi, los
cea cea
siguientes operadores estan bien definidos:

(1.13) By=1—- A1 — B—li—5A22’ By = Ay,
1 1
QW) Bo= ot B= Uit
1
1.15 By = Ao,
(1.15) RV CED

Los generadores de Ry se pueden expresar en términos de los ope-
radores Bj, por ello, el algebra Rg estd generada por los operadores
de multiplicacién por funciones continuas y los operadores B; (j =
1,2,3,4).

Considérese el operador

(1.16) A=apBy+a1B1 +asBs+ a3Bs +a4Bys+ T € Ry,

donde T es un operador compacto y a;(¢) € C(G), j =0, ..., 4.
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Teorema 1.3 Si el Jacobiano de o es mayor que cero y la funcion
B(C) no se anula en la frontera de G, entonces el dlgebra de Calkin

de Ry es isomorfa e isométrica a C(G) x Ma(C(0G)). El isomorfismo
d: Ry — C(G) x My(C(0G)) actiia del siguente modo:

N a1(Qloc  a3({)loc
#(4) = (w0(0) <a4(C)|aG a2(C)!aG)>’

donde A es el operador definido en (1.16).

A~

Corolario 1.3 Un operador A € Ry es de Fredholm si, y sdlo si, P(A)
es invertible, donde ® es el homomorfismo enunciado en el Teorema 1.2
0 1.3, segun sea el caso.

2 Descripcién del algebra R = R(C(G)I; K,W)

El algebra de Calkin de R se describe utilizando también el principio
local de Douglas-Varela. A diferencia de Ry, se utiliza como subéalgebra
del centro de R/C a 7(Cq(G)I), donde C,(G) es el espacio de funciones
f € C(G) tales que f = f oa. La construccién del dlgebra local de R,
denotada por R|[(p], es andloga a la construccién de Ro({p) [23, 27].

Considérese la proyeccién ortogonal
1

Establezcamos la siguiente notacion para las imagenes de los opera-
dores I, K, W, P en el algebra local R[(o]:

1
e:VCO(I)v k:VCo(K)v w:VCo(W) y p:§(€+w),

donde v, = m¢, o .

Si (o no es punto fijo de «a, entonces R[(y] estd generada por las
proyecciones ortogonales k,p y una tercera proyeccién ortogonal que es
la imagen de un operador de multiplicacién por una funcién continua
tal que su valor en (p es 1 y su valor en «((p) es 0. En este caso, la fibra
R[Co] esta descrita en el siguiente lema.

Lema 2.1 [27] Si {, € G no es punto fijo de «, entonces el dlgebra
local R[(o] es isomorfa a

Ro(Co) ® M2(C),
donde Ro((o) es el algebra local de Ry en el punto (p.
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Con el fin de simplificar la descripcién del dlgebra de Calkin, se
supone que el conjunto de puntos fijos F,, de o es nunca denso en G, es
decir, G\ F, = G.

La fibra R[(p] estd generada por las proyecciones ortogonales k y p
cuando ¢y es un punto fijo de a. Lo importante es que R|[(p] es el limite
de R[¢] cuando ¢ € G \ F, tiende a (y (si (s € OG entonces se toma
el limite con ¢ € 0G \ F,). Asi, el Lema 2.1 es también valido en este
caso [29].

Al identificar R[(p] con Ro(¢p) ® M2(C) [27], las imdgenes de los

generadores de R en el dlgebra local son las siguientes:
a(Co)e 0 )
Ve la I) = )
CO( (1) ( 0 a(a(Co))e

_(p1 O (0 e
’“‘(0 p2> y “"(e 0)’

donde p; y p2 son las proyecciones ortogonales dadas en (1.4), y e es la
identidad en Ro((p)-

Consideremos la matriz unitaria autoadjunta

I /e e
=5 )
y el isomorfismo p : Ro((o) ® M2(C) — Ro(¢o) ® M2(C) definido por
w(A) = UAU*. Entonces

(2.17) (e (a(Q))) = (“*“0)6 “(40)6) ,

(2.18) u(k):(1 Tf) y u(w)=(8 0>7

Ty T
donde

1

1 1 1
ay = §(a+aoa), a_ = §(a—aoa)7 T = §(p1+p2) y ro= Q(pl—m).

Sustituyendo en (2.18) los valores de p; y pe, dados en (1.10), se
obtienen los generadores de la fibra R[(p].

Sea
My ={(z,t) : 2€0G, t=1si detJ, <0y t=p(x)sidetJ, >0}

y sea Q el dlgebra C* que consiste de todas las matrices o = (0/,0") €

M>(C(G)) x M4(C(M,)) con las siguientes propiedades:
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1) la matriz ¢/(¢) es diagonal si ¢ € Fy,
2) o”(x,0) es diagonal si (z,0) € My y z € F,,

3) o"(z,t) es diagonal por bloques 2x2 si (z,t) € My N(0Gx{0,1}),

Dsc=rean v o ea, o= (0 o)

5) (/(€),0"(x,t)) y (o'(a(C)), 0" (cx(x),t)) estan relacionados como
sigue

(0'(0),0"(x,1)) = N (o'(a(()), 0" (a(),1)) N,
donde N = N* = N~1 = (N, N"),

N’(C)Z(_O1 ?) y

V1=t 0 iVt 0
" B 0 /11—t 0 —i/t
N(z,t) = —ii 0 ~Vi=t 0
0 iVt 0 Vi—t

Normalizamos el algebra §2 por

lo]| = max{max [|o" ()], max lo” (z, )11}
x7 «@

donde ||o”(x,t)||? [||o’(¢)||?] es el valor propio més grande de la matriz
o' (@, t)0" (,t) [0'(¢)a"™(C)]-

Utilizando el principio local de Douglas-Varela [25] se obtiene la
descripcién de R en el siguiente

Teorema 2.1 Fl dlgebra de Calkin Sym R = R/C es isomorfa e iso-
métrica al dlgebra Q). Cuando ellas son identificadas, el homomofismo

sym : R —Sym R
estd generado por la siguiente aplicacion de los generadores de R:
sym a(Q)] = (0g,0;), sym K = (o), 0%), sym W= (oy,op),

donde



ALGEBRA GENERADA POR LA PROYECCION DE BERGMAN 47

at(z) a—(z) 0 0
” | a—(x) aq(x) 0 0
7a(®t) = 0 +O ar(x) a_(z) |’
0 0 a_(z) aq(x)
conar =3(a+aoa) y a-=1(a—aoaw),
, 1 0
0=y %)
1 0 0 O
=[928,
0 0 0 -1
7= (5 o)
Y
2t t iVl —t)  —i/t(l—t)
"o t) = 1 t 2t —it(L—1t)  i/t(l—1)
K\ = —i/t(L—1t)  i/t(1—t) t —t

it —t) —itd—1) —t t

Nota 2.2 Cuando el Jacobiano de o es menor que cero, t € {0,1}.
Por lo tanto, todas las matrices en £ son diagonales por bloques 2 X 2.

Corolario 2.2 Un operador A € R es de Fredholm si, y sélo si, su
simbolo es invertible, es decir,

det sym A # 0.

3 El algebra Ric = R(PC(G)I; K)

N. L. Vasilevski estudié en [26] el dlgebra generada por la proyeccién
de Bergman y una clase de operadores de multiplicacién por funciones
continuas a trozos en G. En particular, se incluye al dlgebra generada
por la proyecciéon de Bergman y los operadores de multiplicacién por
funciones continuas:

Ric = R(C(G)I; K).
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Esta algebra contiene al ideal de operadores compactos (C), y su
algebra de Calkin R := R /C es isomorfa a C(G) x C(dG) [26]. El
isomorfismo

U : Rie — C(G) x C(8G)

es el siguiente:
V(a(z)(I = K)+b(z) K +T) = (a(2),b(2)]sc),
donde T es cualquier operador compacto.

Teorema 3.1 [26] Si el operador A = a({)(I — K)+b(¢)K es de Fred-
holm, entonces

1 Y 1 Y
Ind A:%Jz%]arga Tz::argb

Lema 3.1 Si f(¢) y g(¢) son funciones continuas en G, analiticas en
G y no se anulan, entonces el siguiente operador es invertible

A=fOU - K)+9(OK.

Este lema se demuestra con ayuda del Teorema 3.1, aunque también
puede demostrarse directamente.

Sea (p un punto de G'y ¢; un punto de la componente conexa acotada
de C\v; (j=1,...,N).

Consideremos al operador

Ay = Ar+(C—Co)Ar+ 43
= [ -K+((-)K

Lema 3.2 El operador Ay es de Fredholm y

Ind Aj = —

4 1Indice de los operadores de Fredholm del
algebra R
Grupo abstracto de indices de Ro

Sea 7%8 ! el grupo de elementos invertibles de Ro y Fred Ry el semigrupo
de operadores de Fredholm de Ry. Un operador A € R es de Fredholm
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| 1
si, y s6lo si, A € R, [3]. La componente conexa de R, que contiene
1
la identidad se denotard por R .

El grupo abstracto de indices de Ro es, por definicién, el grupo dis-
creto I
AQO =Ry / Roo »

y el indice abstracto de Rg es el homomorfismo canénico

) A1
ind : Ry, — Aﬁo'
A1 A1
El conjunto de componentes conexas de R, se denotard por [R, |.
De la teoria de grupos topoldgicos [5, 19] se sabe que estas componentes

o - oyl
conexas coinciden con las clases laterales de R , es decir, [R, | = Af% .
0

Si D es una componente conexa de 7%5 1, entonces todos los opera-
dores en 7~!(D) tienen el mismo indice (7 es la proyeccién natural de
Ro en ﬁo). Esta propiedad garantiza la existencia de un homomorfismo
=: ARO — Z tal que el siguiente diagrama conmuta

ind A

Fred Ry — R;! o
N \L:
Z

donde Ind es la aplicacién que determina el indice de cada operador
de Fredholm.

De este modo, para calcular el indice de los operadores de Fredholm,
en primer lugar se deben obtener las componentes conexas de Ro y
después se debe determinar la expresion que define al homomorfismo Z.

El caso det J, <0

FEn esta secciéon vamos a calcular el indice de los operadores de Fredholm
de Ry, cuando el Jacobiano de a es menor que cero. Con este objetivo,
el procedimiento a seguir serd el expuesto en la secciéon anterior.

En virtud del Teorema 1.2, el A&lgebra Ry es isomorfa a
C(G) x [C(0G))2.  Por lo tanto, el grupo 7%81 es isomorfo a
C(G)t x [C(oG)~12.

La frontera de G consta de N + 1 curvas cerradas simples, ajenas
por pares; asi, la clase de homotopia de una funcién a € C(0G)™! estd

49
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caracterizada por el namero de vueltas que da al origen la imagen de
cada restriccién al,, (j = 0,..., N). Por otra parte, el dominio G es
homotépicamente equivalente a la suspensién de N + 1 puntos (flor de
N hojas), por lo tanto, la clase de homotopia de una funcién a € C(G)~!
estd determinada por el niimero de vueltas que da al origen la imagen
de cada restriccién al,; (j = 1,...,N). Es decir, el grupo fundamental
m1(7y;) es isomorfo a Z [17]. Utilizando este hecho se concluye que

mal] ~ 73N+2

Identificando R, ' eon C (G)~1 x[C(0G)71)?, el indice abstracto esta
dado por

ind : (a1,a2,a3) = (K1, KNy K-y KNy KQs ey KN )
donde
_ 1 o 1 "o 1
(4.19) Kk; = %[arg aly;, Ky = %[arg agly;, K} = g[arg azly;-

Por el desarrollo realizado en la seccion anterior, existe un homomor-

fismo 2 : [Ry 1] — Z tal que el indice de cada operador A € Fred Ry
estd determinado por (Eoind o 7)(A). De la Seccién 1 sabemos que
A tiene la forma A = a1 Ay + asAs + azAs + T, donde T es un opera-

dor compacto, a; € C(G) y A1, Ay y As son los operadores definidos

en (1.12).
Puesto que [7%(;1] >~ 73N+2

I7 tales que

y 2 es lineal, existen constantes /;, l; y

N N N
(4.20) Ind A=Y liwrj+y Urj+> I w]
j=1 j=0 j=0

Para determinar los valores de las constantes [;, l; y l}’ , €8 necesario
definir algunos operadores de Fredholm y calcular su indice.

Considérese el siguiente operador

(4.21) A= al(()Al + GQ(C)AQ + ag(C)Ag + T € Ry,

G)(j=1,2,3). Si Aesun
(

donde T' es un operador compacto y a; € C(G) (j =
'(j =0,...,N) denotan los

operador de Fredholm, entonces r;, K/ y
enteros definidos en (4.19).
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Teorema 4.1 Si el Jacobiano de o es menor que cero y A es un ope-
rador de Fredholm, entonces

1)ind A = (k1,..., kN, KQs -y KNy KQs - KN,
1 N 1 N
2)Ind A=5_3%77" larg asly, — 5 350 [arg agy,-
Demostracién: Se ha visto que el indice de A estd dado por una
expresién del tipo (4.20), donde [}, I y I] son constantes por determinar.
Se denota por g1(A), 02(A) v 03(A) a la primera, segunda y tercera
suma de la expresién (4.20), respectivamente. Como la funcién a1 (¢) es

continua en G y no se anula, el operador a;(()I = a1(¢)A; +a1(() A +
a1(¢)As es invertible. Asi

1 & 1 &
0=1Ind a1(¢ =5 Z [arg a1(C)],; + o Z(l; +17)[arg a1 ()],
=1 j=0

y por lo tanto

1N
= 2*2 l” arg@l(()]%-

Si j > 0, por el Lema 3.1, el operador
Al =T -K)+ (¢ —G)K = A1+ ({ = ¢)A2 + A3
es invertible. De aqui que 0=1Ind A} =o09(4)) =15~} y
=1y, j=1,..,N.

Por el Lema 3.2, el indice del operador Ay = I — K 4 (¢ — {p)K es
igual a —1. Asi, de la igualdad Ind Af; = 02(Aj) = [{, se obtiene

(4.22) l,=-1, j=0,1,.,N.

En primer lugar supongamos que «(vy) = 9. Como el Jacobiano de
« es menor que cero, a(() recorre a «(y;) en el sentido negativo cuando
¢ recorre a y; en el sentido positivo. Si a(v;) =, y j > 0, entonces
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0 = Ind A;- = Ind WA;-W
= Ind [A; + As + (a(¢) — ¢5)A3]
(4.23) = a(WAW) = ~lg +1].

Por otra parte, si a(v;) = v (j # k), entonces

0 = Ind A, =Ind WAW = o3(WA, W)
(4.24) = —zg+zi’. ’ ’

Un cédlculo mas muestra que

Ind Aj Ind WALW
(4.25) = o3(WAW) = —I{.

De las ecuaciones (4.23), (4.24) y (4.25) se deduce que
(4.26) /= -Ind A)=1, j=0,1,..,N.

Ahora supongamos que «(yy) = k.- Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que kg = 1. Las igualdades (4.23) y (4.24) siguen siendo
vélidas si 7 > 1; no obstante

0 = Ind A} =Ind WA,W
= os(WAW) =15 -1

Ind Af = Ind WAW = o3(WAW)
= -l

De estas dos ecuaciones se deduce que las igualdades (4.26) siguen
siendo vélidas. El teorema queda demostrado. m.

El caso det J, > 0

Ahora se procedera a calcular el indice de los operadores de Fredholm
de Ry, cuando que el Jacobiano de a es mayor que cero. Sean «ay y
«g la parte real e imaginaria de «, respectivamente. Un célculo directo
muestra que

dag \ 2 Do\ ? Do \? Daz\?
2 _ (9 =2 =1 —
[Jallz = (ax)+(a$)+<8y>+<8y>
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9c 0o Oa Oa _ ,0x da  ,0x Oa

or Ox 0Oy oy ~9C aC o¢ O¢
= 2(laf* + o),

donde ¢ = z + iy, a = 9a/OC y b = O /OC.

Andlogamente se demuestra que det J, = |a|? — [b|2. Por lo tanto la
funcién (3, definida en (1.9), toma la forma

Supongamos que (3({) no se anula en la frontera de G. Del Teo-
rema 1.3 y un razonamiento analogo al efectuado en el caso det J, < 0,
se concluye que

Ry '] = Z2N+1,

El indice abstracto esta dado por

ind : <a0(C), (3158 Zigg)) > (K1y ey KNG Ky e -5 KN,

donde

1
largacly, v wj = —larg{aias — azas}],;.

1
4.27 ;= —
( ) Kj It

2T

Del Teorema 1.3 se sabe que todo operador de Ry tiene la forma

(428) A=aygBy+ a1B1+asBs + a3Bs +asBs+ T,

donde T' es un operador compacto, a;(¢) € C(G) (j = 0,...,4) y los

operadores B;’s son aquellos definidos en (1. 13) (1. 1 ) ( 15). Si Aes

un operador de Fredholm, los enteros «; y /-e (j= N) se definen
n (4.27).

Teorema 4.2 Supongamos que el Jacobiano de o es mayor que cero y
que la funcion B(¢) no se anula en la frontera de G. Si A es un operador
de Fredholm, entonces

1) ind A= (ki,..., kN, KQs -y KN),

2)Ind A= %Z;v:o [arg agly; — = évzo [arg{aiaz — azas}]y;.
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Demostracién: Puesto que A es un operador de Fredholm, la funcién
ao(¢) no se anula en G, asi, el operador agl es invertible. Esto implica
que el indice de A es igual al indice del operador

1 a a a a 1
A= —A=By+—Bi+ —By+ —Bs+ —By+ —T.
agp agp ap agp ap agp

El operador

b=y s 0000
0

tiene el mismo indice topoldgico que A’, esto es, ind A’ = ind B. De
este hecho se sigue que el indice de A es igual al indice de B. Utilizando
la definicién de los operadores B; se obtiene

(©a(¢) ~ as(Qas(Q) -

2
Qg

B=I-K+%

El indice de este operador se calcula utilizando el Corolario 3.1. m

5 El dlgebra Ry ® M,(C)

Supongamos que el Jacobiano de a es mayor que cero y que 3(¢) no se
anula en la frontera de G. En la Seccién 6 se vera que para calcular el
indice de los operadores de Fredholm del dlgebra R, es necesario calcular
el indice de los operadores de Fredholm de Ry ® Ma(C).

Sea C = (Cji)jr=1,2 € Ro ® M(C). Del Teorema 1.3 se sabe que
cada operador C}; puede ser escrito en la forma

Crj = a3y Bo + aj,B1 + a3y Ba + a3, By + ajy By + Tjy,

donde Tj; (j,k = 1,2) es un operador compacto, ajy, € C(G) y los
operadores B;’ son los que estdn definidos en (1.13), (1.14) y (1.15).
Por el Teorema 1.3, el dlgebra de Calkin de Rg ®@M>(C) es isomorfa al

dlgebra M>(C(G)) x Ma(C(9G)). Bajo esta identificacion, la proyeccién
canénica m: Ry ® My(C) — My(Ry) estd dada por

1 3 1 3

A _ 0 app arnp Ay Aarg
C=n(C)= (ajk)j,kzl,% 1 3 1 3
Qg1 A1 Qgp Q29

4 2 4 2
az1 A1 Ay A9

La primera y segunda entrada de C se denotaran por M y My,
respectivamente.
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Teorema 5.1 El operador C' es de Fredholm si, y sdlo si, C es inver-
tible. En este caso

N N
1 1
Ind C = - Z[arg det Mo, — - z[arg det M|, .
7=0 7=0
Demostracién: Si C es un operador de Fredholm entonces C' es
homotdépico al elemento

detM; 0 0 0
o (detMo o> 0 10 0
0 1)’ 0 010

0 0 0 1

Sea C’ un operador de Ro® My(C) tal que 7(C’) = €. Obviamente
(' es un operador de Fredholm y su indice es igual al indice del operador

Cil = det My By + det M1 By + By € Ry.

La afirmacién del teorema se obtiene del Teorema 4.2. m

6 Indice de los operadores de Fredholm del
algebra R

Nueva descripcion de R

Vimos que el dlgebra de Calkin de R se describe en dos casos: cuando
el Jacobiano de a es menor que cero y cuando es mayor que cero. Esto
mismo haremos con el algebra de Calkin de R.

Consideremos el siguiente elemento

0100

0 1 1000
U‘(10>’0001
00 1 0

Este elemento es unitario autoadjunto y se puede verificar facilmente
que

U(sym a(Q)I)U* =sym a(¢)I, U(sym K)U*=sym K,

U(sym WEKW)U* =sym WKW, U(sym W)U* = —sym W.
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Esto implica que v : R 3 A — UAU* € R es el automorfismo
identidad cuando se restringe a Rg.

A menos que se especifique lo contrario, se identificard A con sym A
siAeR,y Acon ®(A)si AeRy.

Lema 6.1 Todo operador del dlgebra R tiene la forma
A+ BW,
donde A y B pertenecen al dlgebra Ry.

Demostracién: Los generadores de Rg son los operadores de la forma

R=a(O)I+bO)K + c«(OWKW +T,

donde a,b,c € C(G) y T es un operador compacto. Un célculo simple
muestra que RW = W Ry, donde

R = a(a(O) + b(a(O)WEW + e(a(O) K + WTW.

Sea C' un elemento de R. Se demostrara que existen operadores
A, B € Rg tales que C = A+ BW. EIl conjunto de operadores de la
forma A + BW, donde A, B € Ry, constituye un algebra densa en R.
Por lo anterior existen sucesiones {A,,}, {B,} en Ry tales que

C (A, + B,WV).

= lim
n—oo

Al aplicar en ambos lados de esta igualdad la proyeccién 7 : R — R y
el homomorfismo 17 o 7, se obtiene

C = lim (A, + B,W) y UCU* = lim (A, — B,W).
n—oo n—oo
Sea A un operador de R tal que A = %(C’ + UCU*). Puesto que
A= le A, existe una sucesién de operadores compactos {T,} tal que
n—oo

A= nh_)ngo (A, + T),). Esto demuestra que A estd en Ry.

Finalmente

donde B = nlgngo(Bn —T,2W)€ERy. m
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Sea v, la composicion
R>C (g g) — ((5 1/1?@)) ERDR;
y sea v3 la composicion de homomorfismos inyectivos
R35C— 1u(0) = Vin(C)V* € R® My(C),
donde ) / /

(6.29) V:\/i(W _W).

Por el Lema 6.1, todo operador de R tiene la forma C = A+ BW,
donde A, B € Ry. Un céalculo directo demuestra que

- A B
Obsérvese que todas las entradas de este elemento pertenecen a 7%,

por lo tanto, el dlgebra R es isomorfa a la subélgebra de Ro ® Mo (©)
formada por todos los elementos del tipo (6.30).

El caso det J, <0

En esta seccién supondremos que el Jacobiano de o es menor que cero.
Del Lema 6.1 se sabe que todo operador de R puede ser representado
en la forma
(6.31) C=A+BW+T,
donde A = a1 A1 + asAs + agAz, B = biA1 + by As + b3As, T es un
operador compacto y los operadores A;’s son los que estdn definidos
en (1.12).

Calculos directos demuestran que

D(WAW) = B(A1), BWAW)=d(A3), BWAW) = d(Ay).

Como Rg = C(G) x [C(dG))?, el elemento dado en (6.30) puede ser
identificado con la terna

al by a2z b a3 bs
(6.32) (<b10a a1006>’ <b300€ a3OOé>’ <b2004 CLQOOé)).

Sea Q1 la subalgebra de Ma(C(G)) x Ma(C(0G)) que consiste de
todos los elementos de la forma

al b1 ag bo
(6.33) ((bloa aloa>’ (bgoa a;;ooz))’

donde a1,b; € C(G) y ag,ba,as,bs € C(0G).
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Teorema 6.1 Sidet J, <0, entonces el dlgebra de Calkin de R es iso-
morfa e isométrica al dlgebra Q1. Bajo esta identificacion, el elemento
dado en la expresion (6.33) es la imagen en el dlgebra de Calkin del
operador dado en (6.31).

El operador C' es de Fredholm si, y sdlo si, w(C) es invertible.

<. . o . 0 1
Demostracion: Sea U la matriz unitaria autoadjunta ( 10 >, y sea

u el automorfismo

My(C(9G)) 5 (i b) U (‘“’O‘ boa) U* € My(C(OG)).

d coa doa

Aplicando el isomorfismo I @& I @ p al elemento (6.32) se obtiene

ax b1 az ba az ba
bioa ajoa)’ \bsoa azoa)’ \bsoa azoa )/’
La segunda y tercera entrada son iguales, por lo que se deduce in-
mediatamente el teorema. m

Lema 6.2 Si A = a(()I +b(Q)W € R es un operador de Fredholm,
entonces es tnvertible, con inverso

1
aaoa—bbox

ATl =

(aoal —bW).
Demostraciéon: Obsérvese que
A =aA1 + aAs + aAs + (bA; + DAy + bA3)W.
Puesto que A es de Fredholm, del Teorema 6.1 se infiere que
a(¢) a(a(C)) — b(¢) b(a(C)) # 0
para todo ( € G. Finalmente, un célculo sencillo demuestra que el

operador
1

aaoa—bboa

(aoal —bW)

es el inverso de A. m

Sea A; el dlgebra de todas las matrices de la forma

(6.34) A_<a b),

boa aoc«
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donde a,b € C(G). Denotemos por As al dlgebra Ms(C(9G)). Por
el Teorema 6.1, el dlgebra de Calkin de R es isomorfa al dlgebra A =
.Al X .AQ

Como es usual, el grupo de elementos invertibles de A (A;) se denota

por A1 (A .

Teorema 6.2 Si C es un operador de Fredholm, entonces

N N
Ind C = % ]Z:;J[arg{al ajoa—by bioall,, —% ;[arg(ag azoa—by bzoar)],.
Demostracién: La imagen de C en el algebra de Calkin es el par de
matrices (6.33). Para simplificar la notacién, la primera matriz de C' se
denotard por M; y la segunda por Mos.

Por el Lema 6.2 el operador C' admite la factorizacién C' = C'C”,
donde C" = a1 I + bW y C" = C'~1C. El indice de C es igual al indice
de C" y

2(C") = 10 1 aoa —b as bo
N 0 1)’ detM; \-bioa a bsoa azoa '
Puesto que la primera entrada de 7(C”) es la matriz identidad,
m(C") es homotdpico a

(<(1) ?) ’ (detMgédetMl (1))>

Este elemento es la imagen bajo 7 del operador

D=A+ jet M2A2 + As,
por esta razén
Ind C = ind D det M,
= Ind (I-K)+ detMlK

= —— Z arg det M ' My)]
j =0

N
1
= 5 Z argdet Mi],, — [argdet M3],,). m
j=0
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El caso det J, >0

Para finalizar, supongamos que el Jacobiano de « es mayor que cero
y que (¢) no se anula en la frontera de G. Es facil demostrar que
B oa = . Recordemos que § es una funcién continua, idénticamente
cero en la frontera de G y estrictamente positiva en G. Esta funcion se
utilizé para definir los operadores B; dados en (1.13), (1.14) y (1.15).
Si § no satisface la ecuacién § o @ = ¢, la sustituimos por la funcién
(0+0d00a)/2.

Considérese un operador C' del algebra R que, como se sabe del
Lema 6.1, tiene la forma

(6.35) C=A+BW+T,

donde
A = apBy + a1B1 + a2 By + a3 B3 + a4 By,
B =ayBy+ b1 B1 + baBs + b3 B3 + by By
y T es un operador compacto.

Sea Vi la matriz unitaria autoadjunta

(VP )
VB VI

Efectuando los cdlculos necesarios se obtiene que
WEW = (1,V1)K(1,Vy),

por lo tanto
WBOW) = B07

WBW = (1 — B)By + B2+ 1/B(1 — B)(Bs + Bu),
W ByW = BBy + (1 — 8)Ba — /B(1 — B)(Bs + Bu),
WB3W = /B(1 — B)(By — Ba) + (8 — 1)Bs + B4,

WBsW = /B(1— B)(B1 — Bs) + BBs + (8 — 1)Bu.

Estas expresiones demuestran que

WAW_(GOW, vl(‘“oa “3°O‘>v1*).
apoQ a0
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Usando esta igualdad, la férmula (6.30) y la identificacién de Ry

~

dada en el Teorema 1.3, se infiere que v3(C') es igual a

(6.36) (Mo, M) = (( @0 b0 ) M1>,

bhpoax apoc«
ay as bl b3
as a3 by bo
Vl<bloa b30a>vl* Vl(aloa a;;oa)vl*

bijoax byouw aLo0 a0

donde

M =

Sea 9 el algebra de todos los elementos de la forma (6.36).

Teorema 6.3 Supongamos que det J, > 0 y que 3(¢) > 0 para todo
¢ € 0G. Fl dlgebra R es isomorfa e isométrica ol dlgebra Q. Bajo esta
identificacion, el elemento dado en la expresion (6.36) es la imagen en
el dlgebra de Calkin del operador C. Este operador es de Fredholm si, y
sdlo si, w(C) es invertible.

Lema 6.3 Si A = a({)I +b(Q)W € R es un operador de Fredholm,

entonces es invertible, con inverso

1
aaoa—bbox

ATl = (aoal —bW).

Lema 6.4 Si {5 € 0G es un punto fijo de o y det J, > 0 entonces
B(Co) =0, donde 8 es la funcion definida en (1.9).

Demostracién: Puesto que a0 o = id5, V¢ € G se cumple la
igualdad J,(¢)Jo(a(¢)) = 1.

Supongamos que ¢ € dG es un punto fijo de a. Entonces J,(()Jo(¢) =
I y detJ,(¢) =1 implican que

Ta(C) = (’5 2) K1,

Luego
_ [al3 — 2det Jy _
T el +2det Jo

B(<)
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Puesto que 5(¢) > 0 para todo ¢ € 0G, el Lema 6.4 garantiza que «
no tiene puntos fijos en 0G. Asi, la funcién d(¢) = a(¢) — ¢ no se anula
en 0G y el operador D = By +d(¢)(B1 + Bz) es de Fredholm. Se puede

verificar facilmente que

(1 0) (O 0>
(6.37) (D)= <(1) (1)) d(¢) (% })> <_(1) % )
0 0 0 -1
Cualquier regularizador de D tiene la forma
Dy = By + dr(¢)(B1 + Ba),

donde d, es una funcién continua en G tal que d,|sg = dl%'
Consideremos el operador C, dado en (6.35), y supongamos que
ag =1y by =0, es decir, My = I. Es inmediato que

#(C) = vi(7(C)) = 7(D)(C)n(Dy) = w(DCD,).
Esta propiedad implica que los operadores
A+BW+T y A-BW4+T
tienen el mismo indice cuando ag =1y by = 0.

Teorema 6.4 Si C es un operador de Fredholm, entonces

N

1 1 &
Ind C = 7 jz%[arg{ao apoa —bybgoat], — 47T]z%[arg det M.

Demostracién: FEn primer lugar supongamos que ag = 1y bg = 0.
Los operadores A+ BW +T y A — BW + T tienen el mismo indice,
por ello,

. A+BW +T 0
Ind C = §Ind 1% v*
0 A—BW+T
_ llnd <A+T B >
2 WBW WAW +WTW }’

donde V es el operador (6.29). El indice se obtiene utilizando el Teo-
rema 5.1.



ALGEBRA GENERADA POR LA PROYECCION DE BERGMAN

Consideremos ahora el caso general. Por el Lema 6.3, se tiene que
el operador C' = agl + bpW es invertible, por lo tanto, el operador C
admite la factorizacién C' = C’C”, donde C” = C'~!C.

El indice de C es igual al indice de C”. La primera entrada del
simbolo de este operador es la matriz identidad, y el determinante de la
segunda entrada de 7(C"’) es igual a det M7 /(det My)2. Por la primera
parte de la demostracién se obtiene

1
Ind C = I Z([arg det M), — 2[argdet Mo],,). m
j=0

El procedimiento para describir el dlgebra de Calkin de R, cuando
B(¢) se anula en algunos puntos de la frontera de G, es similar al pro-
cedimiento efectuado cuando (¢) no se anula en OG. Sin embargo, el
calculo del indice de los operadores de Fredholm queda como un proble-
ma abierto.

7 Ejemplos

Ejemplo 1. Sea G = D el disco unitario y « la aplicacién de conju-
gacion. El Jacobiano de « es igual a —1 y el operador de translacion
inducido por « esta definido por la regla de correspondencia (W)(z) =
»(Z). Ademas

(Ko)e) = 1 [ e
y
WEW)(e) = (Ke)) =~ [ uf(igzdg,

donde K es la proyeccién de Bergman del disco unitario.
Por el Teorema 1.2, el algebra de Calkin de Ry = R(C(D)I, K, K)
es isomorfa a C(D) x C(T)? y todo operador de Ry tiene la forma

(7.38) A=a()I +b(2)K +c(2)K + T,

donde T = 9D, T es un operador compacto y a,b,c € C(D).
Por el Corolario 1.3, el operador A es de Fredholm si, y sdlo si,

a(z) #0VzeD, a(z)+b(z)#0Vz€T y a(z)+c(z)#0 VzeT.

63



64 JOSUE RAMIREZ ORTEGA

Si este es el caso, el Teorema 4.1 implica que
1 1
Ind A= %[arg (a(z) + c(2))]T — ﬂ[arg (a(z) +b(2))]T-

A. Dzhuraev [10] estudié los operadores de la forma (7.38) y ahora
se estd anadiendo el operador de translaciéon W. El Lema 6.1 garantiza

que todo operador del dlgebra R(C(D)I, K, W) tiene la forma
A=a(z)] +b(2)K +c(2)K + [f(2)] + g(z)K + h(2) K]W +T.
Por el Teorema 6.1, este operador es de Fredholm si, y sélo si,

a(z) a(a(2)) — £(2) f(a(2)) #0 ¥z € D

as(2) ag(a(2)) — ba(2) ba(a(2)) £ 0 ¥z € T,

donde ag = a+b, a3 =a+c, bo = f+gybs=f+h SiAesun
operador de Fredholm, entonces el Teorema 6.2 justifica que

Ind 4= [arg {a2() ay(a(2)) — ba(2) by(a()} I

Ejemplo 2. Sea G el anillo con centro en el origen, radio interior
a > 0 y radio exterior b. Sea f(t) : [a,b] — [a,b] de clase C? con
derivada menor que cero. Si f o f =id[,, entonces

Z
2|

es un difeomorfismo en G, de clase C?, que satisface la condicién de
Carleman a o a = idg. Sea K la proyecciéon de Bergman de Gy sea W
el operador de translacion inducido por el difeomorfismo «.

Un célculo directo y tedioso muestra que

det Ja(2) = —f(|2]).f'(2])/]z] > 0

a(z) = f(l2])

1Ja(2) 113 = LF(12D1 /12> + [ (I2])]*.

Asi la funcién 5(z), definida en (1.9), toma la forma

fz]) + !H’(!Z\))Z
FQ=) = Izl )

(7.39) 5 = (
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Demostraremos esto por otro medio. En la Seccién 4 se mostrd que
B(z) = |b/al?, donde a = Oa/0z y b= Oa/OZ. Asi

a of(z) = z
fe = UELE L f(:E (F)

Andlogamente,

% =3 (£0n+ 5D,

El ejemplo més sencillo se obtiene cuando f(t) = a+ b —t. En este
caso o = C o H, donde C(z) = Z y H es la aplicacién de simetria con
respecto a la circunferencia de radio (a + b)/2 y centro en el origen.
Puesto que f/(t) = —1,

z z a—0b\?
(o) = (i) - (553)
Por el Teorema 1.1, el espectro local de K — WKW esta dado por
la igualdad

b—a
b+a

(740)  sp (o (K — WRW)) = { 0, + } G € 9G.
Si se desea que (b —a)/(b+ a) tome el valor r € (0,1), entonces a y b
deben satisfacer la ecuacién a/b= (1 —1r)/(1+r).

El espectro local de K — WKW es el mismo en todos los puntos
de la frontera de G. El Teorema 1.3 garantiza que el dlgebra de Calkin
de Ro = R(C(G)I, K, WKW) es isomorfa a C(G) x C(5%)? x C(S?)?,

donde S” es la circunferencia con centro en el origen y radio r.
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