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Álgebra generada por la proyección de Bergman

y un operador de translación II ∗

Josué Ramı́rez Ortega

Resumen

En este art́ıculo se calcula el ı́ndice de los operadores de Fred-
holm del álgebra C∗ generada por un operador de translación, la
proyección de Bergman de un dominio G ⊂ C y los operadores de
multiplicación por funciones continuas en G.
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1 Introducción

Algunas ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones en la
frontera [8, 9, 10, 11] se pueden transformar en ecuaciones integrales que
involucran al operador de conjugación y al operador integral singular

(SGφ)(z) = − 1

π

∫
G

φ(ζ)

(ζ − z)2
dζ,

donde G es un dominio acotado del plano complejo cuya frontera es
suave. Por mencionar un ejemplo simple [9], supóngase que a(z), b(z),
g(z) son funciones diferenciables que satisfacen en G una condición de
Hölder de orden λ, 0 < λ < 1. Con estas funciones se plantea la ecuación
integral

a(z)w(z)− b(z)(Sw)(z) = g(z).(1.1)

∗Este art́ıculo es parte de la tesis doctoral del autor realizada en el Centro de
Investigación y de Estudios Avanzados del IPN con el apoyo económico del CONA-
CyT.

37



38 JOSUE RAMIREZ ORTEGA

Si |a(z)| − |b(z)| > 0 ∀z ∈ G, entonces la ecuación anterior tiene
solución única, como puede verse en [30].

Supongamos que

|a(z)| − |b(z)| < 0, ∀z ∈ G.

Si w(z) es una solución de la ecuación (1.1), entonces

ϕ(z) =


− 1

π

∫
G

w(ζ)

ζ−z
dζ, z ∈ G

− 1
π

∫
G

w(ζ)
ζ−z dζ, z ∈ G

c

es una solución de la ecuación eĺıptica de primer orden

b(z)
∂ϕ

∂z
(z)− a(z)

∂ϕ

∂z
(z) = g(z), z ∈ G.(1.2)

Además, ϕ(z) es holomorfa en el complemento de G y satisface las si-
guientes condiciones:

ϕ+(t) = ϕ−(t) (t ∈ ∂G) y ϕ(∞) = 0,(1.3)

donde ϕ+(t) es el ĺımite de ϕ(z) cuando z ∈ G tiende a t; y ϕ−(t) es el
ĺımite de ϕ(z) cuando z ∈ G

c
tiende a t.

Rećıprocamente, si ϕ(z) es una solución de (1.2), holomorfa en G
c
y

satisface la condición (1.3), entonces la función

w(z) =
∂f

∂z
(z)

es una solución de la ecuación (1.1), donde f(z) = ϕ(z) en G y f(z) =
ϕ(z) en G

c
.

Supongamos que la frontera de G es unión finita de curvas cerradas
simples, de clase C1, ajenas por pares. El espacio de Bergman de G,
denotado por A2(G), es el espacio de funciones holomorfas cuadrado
integrables en G con respecto a la medida de Lebesgue. La proyección
de Bergman, denotada por K, es la proyección ortogonal de L2(G) sobre
el espacio de Bergman.

Sea α un difeomorfismo de G en G, de clase C2, tal que satisface la
condición de Carleman α ◦ α = idG (el śımbolo ”◦” denotará la com-
posición de funciones). A partir de este difeomorfismo se define el ope-
rador acotado en L2(G) (operador de translación) cuya regla de corres-
pondencia es Wφ = w (φ ◦ α), donde w es una función definida en G.
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En [23] se demostró que W es unitario autoadjunto si w =
√
| det Jα|g,

donde Jα es la matriz Jacobiana de α y g : G → C es cualquier función
medible que satisface la ecuación g (g ◦ α) = 1 casi en todo punto. En
ese mismo art́ıculo se consideró el caso particular g = 1 y se estudió
el álgebra R = R(C(G)I;K,W ) 1, la cual está generada por K, W y
los operadores de multiplicación por funciones continuas en G. Esta
álgebra contiene al ideal de operadores compactos, denotados por C.

Muchos trabajos se han realizado acerca de la representación de
álgebras de Banach por medio de las secciones continuas de un haz fi-
brado [6, 7, 13, 14, 18, 20, 25]. De singular importancia en este campo
es el principio local de Douglas-Varela [25] el cual establece, en un caso
particular, la representación de una álgebra C∗ como el espacio de sec-
ciones continuas de un haz C∗. El haz C∗ se construye a partir de una
subálgebra del centro del álgebra en consideración. Con el principio lo-
cal de Douglas-Varela se demostró que el álgebra R/C es isomorfa a una
álgebra de matrices continuas sobre un conjunto compacto del espacio
tridimensional [23].

En el estudio de R/C, hecho fundamental [1, 12] fue la siguiente
representación de la proyección de Bergman:

K = I − SGS
∗
G + L,

donde L es un operador compacto.
N. L. Vasilevski estudió el álgebra RG = R(C(G)I;SG) [28] y el

álgebra R(PC(G)I;K) [26], donde PC(G) denota un espacio de fun-
ciones continuas a trozos en G (para una definición precisa de PC(G)
véase [26]). A partir de este marco de referencia se emprende el estudio
del álgebra R. Aunque no se demuestra en este art́ıculo, el operador
WKW pertenece a RG y, por consiguiente, R0 = R(C(G)I;K,WKW )
es una subálgebra de RG. El siguiente diagrama muestra como están
contenidas unas en otras las álgebras mencionadas:

R(C(G)I;K) ⊂ R0 ⊂ RG

∩ ∩
R(PC(G)I;K) R.

A continuación esbozaremos el procedimiento mediante el cual se
logra representar el álgebra de Calkin deR0 como el álgebra de secciones
continuas de un haz C∗. Esta descripción se obtiene del principio local

1Si A1, ..., Am son operadores y F1, ...,Fn son familias de operadores,
R(F1, ...,Fn;A1, ..., Am) denota el álgebra C∗ generada por A1, ..., Am y F1, ...,Fn.
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de Douglas-Varela [25] aplicado del siguiente modo: Sea π la proyección
natural de R0 al álgebra de Calkin R̂0 := R0/C. La imagen Z =
π(C(G)I) es una subálgebra del centro de R̂0 y su espacio de ideales
maximales es homeomorfo a G. Cada ideal maximal Iζ0 de Z (ζ0 ∈ G)

genera el ideal Jζ0 = R̂0 ·Iζ0 . Al cociente R0(ζ0) := R̂0/Jζ0 se le llamará
álgebra local de R0 en el punto ζ0. Sea E la unión ajena⊔

ζ∈G

R0(ζ)

y p : E → G la proyección natural.
Cada operador A ∈ R0 induce la sección

A(ζ) = (πζ ◦ π)(A) : G → E,

donde πζ : R̂0 → R0(ζ) es la proyección natural.
La imagen de un operador A en el álgebra de Calkin será común

denotarla por Â.
Cada álgebra local R0(ζ0) es una álgebra C∗, por lo que si U es un

abierto de G y ϵ > 0, entonces los conjuntos

V = V (A,U, ϵ) = {x ∈ E : p(x) ∈ U, ∥x−A(p(x))∥ < ϵ}

están bien definidos. Estos conjuntos forman una subbase para una
topoloǵıa de E tal que el álgebra R̂0 es isomorfa al álgebra de secciones
continuas del haz ξ = (p,E,G) [25]. Gran parte del trabajo desarrollado
en [23] se dedica a obtener la descripción de las fibras de ξ.

Se dice que dos operadores A,B ∈ R0 son equivalentes en ζ0 ∈ G,
si tienen la misma imagen en R0(ζ0). Se dice que un operador A ∈ R0

es de Fredholm localmente en ζ0, si su imagen en R0(ζ0) es un elemento
invertible. El resolvente local de A en ζ0 es el conjunto de escalares
λ tales que λI − A es un operador de Fredholm localmente en ζ0. El
espectro local de A en ζ0 es el complemento del resolvente local en el
mismo punto.

Si a ∈ C(G), entonces aI es equivalente al operador “escalar” a(ζ0)I
en el punto ζ0 ∈ G. En [23] se demostró que las proyecciones K y
WKW son equivalentes al operador cero en cada punto ζ0 ∈ G. Aśı, el
álgebra R0(ζ0) es isomorfa al campo de los números complejos.

Cuando ζ0 ∈ ∂G, las imágenes deK yWKW enR0(ζ0) son “proyec-
ciones ortogonales” diferentes de cero, denotadas por

p1 = πζ0(K̂) y p2 = πζ0(Ŵ K̂Ŵ ).(1.4)
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Estos elementos generan el álgebra local, por lo que R0(ζ0) es iso-
morfa a una álgebra de matrices 2 × 2 continuas en ∆ ⊂ [0, 1] [24],
donde ∆ es el espectro local de (K −WKW )2. De ah́ı la importancia
por encontrar a ∆.

Sean P1 y P2 dos proyecciones ortogonales diferentes de cero y de la
identidad, y sea RP = R(I, P1, P2) el álgebra C∗ generada por P1, P2

y la identidad.

Lema 1.1 [24] Si las proyecciones P1 y P2 satisfacen las condiciones

i) 0 ∈ ∆ = sp(P1 − P2)
2 implica ±1 ∈ sp(I − P1 − P2),

ii) 1 ∈ ∆ implica ±1 ∈ sp(P1 − P2),

entonces el álgebra RP es isomorfa al álgebra U , la cual está formada
por todas las matrices 2× 2 continuas en ∆ y diagonales en ∆∩ {0, 1}.
El isomorfismo φ : RP → U está generado por la siguiente aplicación
de los generadores de RP :

φ(P1) =

(
1 0
0 0

)
,(1.5)

φ(P2) =

(
1− t

√
t(1− t)√

t(1− t) t

)
, t ∈ ∆.(1.6)

Si 0 es punto de acumulación de ∆, entonces 0 ∈ ∆ y se cumple la
condición i). Análogamente, se satisface la condición ii) si 1 es punto
de acumulación de ∆.

La demostración del siguiente lema es análoga a la demostración del
Lema 1.1 [24].

Supongamos que las proyecciones P1 y P2 cumplen la condición ii)
y, en lugar de i), satisfacen la condición

i)′ 0 ∈ ∆ y − 1 /∈ sp(I − P1 − P2).

Sea ∆0 = ∆\{0} y U0 el álgebra de todas las matrices 2×2 continuas
en ∆0 y diagonales en ∆∩{1}. Por lo dicho inmediatamente después del
Lema 1.1, la condición i)′ implica que 0 es un punto aislado del espectro
de (P1 − P2)

2.
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Lema 1.2 El álgebra RP es isomorfa al álgebra C×U0. El isomorfismo
φ : RP → C×U0 está generado por la siguiente aplicación de los gene-
radores de RP :

φ(P1) = (0,

(
1 0
0 0

)
),(1.7)

φ(P2) = (0,

(
1− t

√
t(1− t)√

t(1− t) t

)
), t ∈ ∆0.(1.8)

Pasemos a la descripción de R0(ζ0). Si el Jacobiano de α es mayor
que cero, entonces se define la función

β(ζ) =
∥Jα(ζ)∥22 − 2 det Jα(ζ)

∥Jα(ζ)∥22 + 2det Jα(ζ)
,(1.9)

donde Jα(ζ) es la matriz Jacobiana de α en el punto ζ.

Teorema 1.1 [23] Sea ζ0 ∈ ∂G. Si el Jacobiano de α es menor que
cero, entonces sp(p1−p2) = {0,±1} y sp(e−p1−p2) = {0, 1}. Por otra
parte, si el Jacobiano de α es mayor que cero, entonces sp(p1 − p2) =
{0,±

√
β(ζ0)} y sp(e− p1 − p2) = {1,±

√
1− β(ζ0)}.

Aunque en [23] no se calculó el espectro de e − p1 − p2, el proce-
dimiento para calcularlo es análogo al efectuado para calcular el espectro
de p1 − p2.

Obsérvese que β(ζ) es menor que 1. Para describir a R0(ζ0) se
utiliza el Lema 1.2 si el Jacobiano de α es menor que cero o β(ζ0) > 0;
sin embargo, si β(ζ0) = 0, entonces se utiliza el Lema 1.1. Aśı, R0(ζ0)
está generada por los elementos

p1 = (0,

(
1 0
0 0

)
) y p2 = (0,

(
1− t

√
t(1− t)√

t(1− t) t

)
),(1.10)

donde t es igual a 1 si el Jacobiano de α es menor que cero y t = β(ζ0)
si el Jacobiano es mayor que cero. Con esto quedan descritas las fibras
R0(ζ0) y, por consiguiente, también queda descrita el álgebra de Calkin
de R0, como se muestra a continuación.

Considérese el operador

A = a1(ζ)A1 + a2(ζ)A2 + a3(ζ)A3 + T,(1.11)
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donde T es un operador compacto, aj(ζ) ∈ C(G) (j = 1, 2, 3) y

A1 = I −K −WKW, A2 = K, A3 = WKW.(1.12)

Teorema 1.2 Si el Jacobiano de α es menor que cero, entonces el
álgebra de Calkin de R0 es isomorfa e isométrica al álgebra
C(G) × (C(∂G))2. El isomorfismo Φ : R̂0 → C(G) × (C(∂G))2 está
dado por

Φ(Â) = (a1(ζ), a2(ζ)|∂G, a3(ζ)|∂G),

donde A es el operador definido en (1.11).

Ahora supongamos que el Jacobiano de α es mayor que cero. Defi-
namos los siguientes operadores del álgebra R0:

A11 = K, A12 = K(WKW )(I −K),

A21 = A∗
12, A22 = (I −K)WKW (I −K).

Supongamos también que β(ζ) no se anula en la frontera de G. Sea
δ(ζ) una función continua no negativa definida en G tal que se anula en
la frontera de G y δ(ζ) > 0 para cada ζ ∈ G. Como los valores de β(ζ)
están en [0, 1) y G es compacto, sup

ζ∈G
β(ζ) = max

ζ∈G
β(ζ) < 1. Aśı, los

siguientes operadores están bien definidos:

B0 = I −A11 −
1

β + δ
A22, B1 = A11,(1.13)

B2 =
1

β + δ
A22, B3 =

1√
(β + δ)(1− β)

A12,(1.14)

B4 =
1√

(β + δ)(1− β)
A21.(1.15)

Los generadores de R0 se pueden expresar en términos de los ope-
radores Bj , por ello, el álgebra R0 está generada por los operadores
de multiplicación por funciones continuas y los operadores Bj (j =
1, 2, 3, 4).

Considérese el operador

A = a0B0 + a1B1 + a2B2 + a3B3 + a4B4 + T ∈ R0,(1.16)

donde T es un operador compacto y aj(ζ) ∈ C(G), j = 0, ..., 4.
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Teorema 1.3 Si el Jacobiano de α es mayor que cero y la función
β(ζ) no se anula en la frontera de G, entonces el álgebra de Calkin
de R0 es isomorfa e isométrica a C(G)×M2(C(∂G)). El isomorfismo
Φ : R̂0 → C(G)×M2(C(∂G)) actúa del siguente modo:

Φ(Â) =

(
a0(ζ),

(
a1(ζ)|∂G a3(ζ)|∂G
a4(ζ)|∂G a2(ζ)|∂G

))
,

donde A es el operador definido en (1.16).

Corolario 1.3 Un operador A ∈ R0 es de Fredholm si, y sólo si, Φ(Â)
es invertible, donde Φ es el homomorfismo enunciado en el Teorema 1.2
ó 1.3, según sea el caso.

2 Descripción del álgebra R = R(C(G)I;K,W )

El álgebra de Calkin de R se describe utilizando también el principio
local de Douglas-Varela. A diferencia de R0, se utiliza como subálgebra
del centro de R/C a π(Cα(G)I), donde Cα(G) es el espacio de funciones
f ∈ C(G) tales que f = f ◦ α. La construcción del álgebra local de R,
denotada por R[ζ0], es análoga a la construcción de R0(ζ0) [23, 27].

Considérese la proyección ortogonal

P =
1

2
(I +W ).

Establezcamos la siguiente notación para las imágenes de los opera-
dores I, K, W , P en el álgebra local R[ζ0]:

e = νζ0(I), k = νζ0(K), w = νζ0(W ) y p =
1

2
(e+ w),

donde νζ0 = πζ0 ◦ π.
Si ζ0 no es punto fijo de α, entonces R[ζ0] está generada por las

proyecciones ortogonales k, p y una tercera proyección ortogonal que es
la imagen de un operador de multiplicación por una función continua
tal que su valor en ζ0 es 1 y su valor en α(ζ0) es 0. En este caso, la fibra
R[ζ0] está descrita en el siguiente lema.

Lema 2.1 [27] Si ζ0 ∈ G no es punto fijo de α, entonces el álgebra
local R[ζ0] es isomorfa a

R0(ζ0)⊗M2(C),

donde R0(ζ0) es el álgebra local de R0 en el punto ζ0.
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Con el fin de simplificar la descripción del álgebra de Calkin, se
supone que el conjunto de puntos fijos Fα de α es nunca denso en G, es

decir, G \ Fα = G.
La fibra R[ζ0] está generada por las proyecciones ortogonales k y p

cuando ζ0 es un punto fijo de α. Lo importante es que R[ζ0] es el ĺımite
de R[ζ] cuando ζ ∈ G \ Fα tiende a ζ0 (si ζ0 ∈ ∂G entonces se toma
el ĺımite con ζ ∈ ∂G \ Fα). Aśı, el Lema 2.1 es también válido en este
caso [29].

Al identificar R[ζ0] con R0(ζ0) ⊗ M2(C) [27], las imágenes de los
generadores de R en el álgebra local son las siguientes:

νζ0(a(ζ)I) =

(
a(ζ0)e 0

0 a(α(ζ0))e

)
,

k =

(
p1 0
0 p2

)
y w =

(
0 e
e 0

)
,

donde p1 y p2 son las proyecciones ortogonales dadas en (1.4), y e es la
identidad en R0(ζ0).

Consideremos la matriz unitaria autoadjunta

U =
1√
2

(
e e
e −e

)
y el isomorfismo µ : R0(ζ0) ⊗ M2(C) → R0(ζ0) ⊗ M2(C) definido por
µ(A) = UAU∗. Entonces

µ(νζ0(a(ζ)I)) =

(
a+(ζ0)e a−(ζ0)e
a−(ζ0)e a+(ζ0)e

)
,(2.17)

µ(k) =

(
r1 r2
r2 r1

)
y µ(w) =

(
e 0
0 −e

)
,(2.18)

donde

a+ =
1

2
(a+a◦α), a− =

1

2
(a−a◦α), r1 =

1

2
(p1+p2) y r2 =

1

2
(p1−p2).

Sustituyendo en (2.18) los valores de p1 y p2, dados en (1.10), se
obtienen los generadores de la fibra R[ζ0].

Sea

Mα = {(x, t) : x ∈ ∂G, t = 1 si det Jα < 0 y t = β(x) si det Jα > 0}

y sea Ω el álgebra C* que consiste de todas las matrices σ = (σ′, σ′′) ∈
M2(C(G))×M4(C(Mα)) con las siguientes propiedades:



46 JOSUE RAMIREZ ORTEGA

1 ) la matriz σ′(ζ) es diagonal si ζ ∈ Fα,

2 ) σ′′(x, 0) es diagonal si (x, 0) ∈ Mα y x ∈ Fα,

3 ) σ′′(x, t) es diagonal por bloques 2×2 si (x, t) ∈ Mα
∩
(∂G×{0, 1}),

4 ) si ζ = x ∈ ∂G y (x, 0) ∈ Mα, σ′(ζ) =

(
σ′′
33(x, 0) σ′′

34(x, 0)
σ′′
43(x, 0) σ′′

44(x, 0)

)
,

5 ) (σ′(ζ), σ′′(x, t)) y (σ′(α(ζ)), σ′′(α(x), t)) están relacionados como
sigue (

σ′(ζ), σ′′(x, t)
)
= N

(
σ′(α(ζ)), σ′′(α(x), t)

)
N,

donde N = N∗ = N−1 = (N ′, N ′′),

N ′(ζ) =

(
−1 0
0 1

)
y

N ′′(x, t) =


√
1− t 0 i

√
t 0

0 −
√
1− t 0 −i

√
t

−i
√
t 0 −

√
1− t 0

0 i
√
t 0

√
1− t

 .

Normalizamos el álgebra Ω por

∥σ∥ = max{max
ζ∈G

∥σ′(ζ)∥, max
(x,t)∈Mα

∥σ′′(x, t)∥}

donde ∥σ′′(x, t)∥2 [∥σ′(ζ)∥2] es el valor propio más grande de la matriz
σ′′(x, t)σ′′∗(x, t) [σ′(ζ)σ′∗(ζ)].

Utilizando el principio local de Douglas-Varela [25] se obtiene la
descripción de R en el siguiente

Teorema 2.1 El álgebra de Calkin Sym R = R/C es isomorfa e iso-
métrica al álgebra Ω. Cuando ellas son identificadas, el homomofismo

sym : R → Sym R

está generado por la siguiente aplicación de los generadores de R:

sym a(ζ)I = (σ′
a, σ

′′
a), sym K = (σ′

K , σ′′
K), sym W = (σ′

W , σ′′
W ),

donde

σ′
a(ζ) =

(
a+(ζ) a−(ζ)
a−(ζ) a+(ζ)

)
,
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σ′′
a(x, t) =


a+(x) a−(x) 0 0
a−(x) a+(x) 0 0

0 0 a+(x) a−(x)
0 0 a−(x) a+(x)

,
con a+ = 1

2(a+ a ◦ α) y a− = 1
2(a− a ◦ α),

σ′
W (ζ) =

(
1 0
0 −1

)
,

σ′′
W (x, t) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 ,

σ′
K(ζ) =

(
0 0
0 0

)
,

y

σ′′
K(x, t) = 1

2


2− t t i

√
t(1− t) −i

√
t(1− t)

t 2− t −i
√
t(1− t) i

√
t(1− t)

−i
√

t(1− t) i
√
t(1− t) t −t

i
√
t(1− t) −i

√
t(1− t) −t t

 .

Nota 2.2 Cuando el Jacobiano de α es menor que cero, t ∈ {0, 1}.
Por lo tanto, todas las matrices en Ω son diagonales por bloques 2× 2.

Corolario 2.2 Un operador A ∈ R es de Fredholm si, y sólo si, su
śımbolo es invertible, es decir,

det sym A ̸= 0.

3 El álgebra RKC = R(PC(G)I;K)

N. L. Vasilevski estudió en [26] el álgebra generada por la proyección
de Bergman y una clase de operadores de multiplicación por funciones
continuas a trozos en G. En particular, se incluye al álgebra generada
por la proyección de Bergman y los operadores de multiplicación por
funciones continuas:

RKC = R(C(G)I;K).
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Esta álgebra contiene al ideal de operadores compactos (C), y su
álgebra de Calkin R̂KC := RKC/C es isomorfa a C(G)×C(∂G) [26]. El
isomorfismo

Ψ : R̂KC → C(G)× C(∂G)

es el siguiente:

Ψ(a(z)(I −K) + b(z)K + T ) = (a(z), b(z)|∂G),

donde T es cualquier operador compacto.

Teorema 3.1 [26] Si el operador A = a(ζ)(I −K)+ b(ζ)K es de Fred-
holm, entonces

Ind A =
1

2π

N∑
j=0

[arg a]γj −
1

2π

N∑
j=0

[arg b]γj .

Lema 3.1 Si f(ζ) y g(ζ) son funciones continuas en G, anaĺıticas en
G y no se anulan, entonces el siguiente operador es invertible

A = f(ζ)(I −K) + g(ζ)K.

Este lema se demuestra con ayuda del Teorema 3.1, aunque también
puede demostrarse directamente.

Sea ζ0 un punto de G y ζj un punto de la componente conexa acotada
de C \ γj (j = 1, ..., N).

Consideremos al operador

A′
0 = A1 + (ζ − ζ0)A2 +A3

= I −K + (ζ − ζ0)K.

Lema 3.2 El operador A′
0 es de Fredholm y

Ind A′
0 = −1.

4 Índice de los operadores de Fredholm del
álgebra R0

Grupo abstracto de ı́ndices de R̂0

Sea R̂−1
0 el grupo de elementos invertibles de R̂0 y FredR0 el semigrupo

de operadores de Fredholm de R0. Un operador A ∈ R0 es de Fredholm
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si, y sólo si, Â ∈ R̂−1
0 [3]. La componente conexa de R̂−1

0 que contiene

la identidad se denotará por R̂−1
00 .

El grupo abstracto de ı́ndices de R̂0 es, por definición, el grupo dis-
creto

Λ ˆR0
= R̂−1

0 /R̂−1
00 ,

y el ı́ndice abstracto de R̂0 es el homomorfismo canónico

ind : R̂−1
0 → Λ ˆR0

.

El conjunto de componentes conexas de R̂−1
0 se denotará por [R̂−1

0 ].
De la teoŕıa de grupos topológicos [5, 19] se sabe que estas componentes

conexas coinciden con las clases laterales de R̂−1
00 , es decir, [R̂

−1
0 ] = Λ ˆR0

.

Si D es una componente conexa de R̂−1
0 , entonces todos los opera-

dores en π−1(D) tienen el mismo ı́ndice (π es la proyección natural de
R0 en R̂0). Esta propiedad garantiza la existencia de un homomorfismo
Ξ : Λ ˆR0

→ Z tal que el siguiente diagrama conmuta

FredR0
π //

Ind
**VVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
R̂−1

0
ind // ΛR̂0

Ξ

��
Z

donde Ind es la aplicación que determina el ı́ndice de cada operador
de Fredholm.

De este modo, para calcular el ı́ndice de los operadores de Fredholm,
en primer lugar se deben obtener las componentes conexas de R̂0 y
después se debe determinar la expresión que define al homomorfismo Ξ.

El caso det Jα < 0

En esta sección vamos a calcular el ı́ndice de los operadores de Fredholm
de R0, cuando el Jacobiano de α es menor que cero. Con este objetivo,
el procedimiento a seguir será el expuesto en la sección anterior.

En virtud del Teorema 1.2, el álgebra R̂0 es isomorfa a

C(G) × [C(∂G)]2. Por lo tanto, el grupo R̂−1
0 es isomorfo a

C(G)−1 × [C(∂G)−1]2.
La frontera de G consta de N + 1 curvas cerradas simples, ajenas

por pares; aśı, la clase de homotoṕıa de una función a ∈ C(∂G)−1 está
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caracterizada por el número de vueltas que da al origen la imagen de
cada restricción a|γj (j = 0, ..., N). Por otra parte, el dominio G es
homotópicamente equivalente a la suspensión de N + 1 puntos (flor de
N hojas), por lo tanto, la clase de homotoṕıa de una función a ∈ C(G)−1

está determinada por el número de vueltas que da al origen la imagen
de cada restricción a|γj (j = 1, ..., N). Es decir, el grupo fundamental
π1(γj) es isomorfo a Z [17]. Utilizando este hecho se concluye que

[R̂−1
0 ] ∼= Z3N+2.

Identificando R̂−1
0 con C(G)−1×[C(∂G)−1]2, el ı́ndice abstracto está

dado por

ind : (a1, a2, a3) 7→ (κ1, . . . , κN , κ′0, . . . , κ
′
N , κ′′0, . . . , κ

′′
N ),

donde

κj =
1

2π
[arg a1]γj , κ′j =

1

2π
[arg a2]γj , κ′′j =

1

2π
[arg a3]γj .(4.19)

Por el desarrollo realizado en la sección anterior, existe un homomor-

fismo Ξ : [R̂−1
0 ] → Z tal que el ı́ndice de cada operador A ∈ FredR0

está determinado por (Ξ ◦ ind ◦ π)(A). De la Sección 1 sabemos que
A tiene la forma A = a1A1 + a2A2 + a3A3 + T , donde T es un opera-
dor compacto, aj ∈ C(G) y A1, A2 y A3 son los operadores definidos
en (1.12).

Puesto que [R̂−1
0 ] ∼= Z3N+2 y Ξ es lineal, existen constantes lj , l

′
j y

l′′j tales que

Ind A =
N∑
j=1

lj κj +
N∑
j=0

l′j κ′j +
N∑
j=0

l′′j κ′′j .(4.20)

Para determinar los valores de las constantes lj , l
′
j y l′′j , es necesario

definir algunos operadores de Fredholm y calcular su ı́ndice.

Considérese el siguiente operador

A = a1(ζ)A1 + a2(ζ)A2 + a3(ζ)A3 + T ∈ R0,(4.21)

donde T es un operador compacto y aj ∈ C(G) (j = 1, 2, 3). Si A es un
operador de Fredholm, entonces κj , κ

′
j y κ′′j (j = 0, ..., N) denotan los

enteros definidos en (4.19).
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Teorema 4.1 Si el Jacobiano de α es menor que cero y A es un ope-
rador de Fredholm, entonces

1 ) ind Â = (κ1, . . . , κN , κ′0, . . . , κ
′
N , κ′′0, . . . , κ

′′
N ),

2 ) Ind A = 1
2π

∑N
j=0 [arg a3]γj − 1

2π

∑N
j=0 [arg a2]γj .

Demostración: Se ha visto que el ı́ndice de A está dado por una
expresión del tipo (4.20), donde lj , l

′
j y l′′j son constantes por determinar.

Se denota por σ1(A), σ2(A) y σ3(A) a la primera, segunda y tercera
suma de la expresión (4.20), respectivamente. Como la función a1(ζ) es
continua en G y no se anula, el operador a1(ζ)I = a1(ζ)A1 + a1(ζ)A2 +
a1(ζ)A3 es invertible. Aśı

0 = Ind a1(ζ)I =
1

2π

N∑
j=1

lj [arg a1(ζ)]γj +
1

2π

N∑
j=0

(l′j + l′′j )[arg a1(ζ)]γj ,

y por lo tanto

σ1(A) = − 1

2π

N∑
j=0

(l′j + l′′j )[arg a1(ζ)]γj .

Si j > 0, por el Lema 3.1, el operador

A′
j = (I −K) + (ζ − ζj)K = A1 + (ζ − ζj)A2 +A3

es invertible. De aqúı que 0 = Ind A′
j = σ2(A

′
j) = l′0 − l′j y

l′j = l′0, j = 1, ..., N.

Por el Lema 3.2, el ı́ndice del operador A′
0 = I −K + (ζ − ζ0)K es

igual a −1. Aśı, de la igualdad Ind A′
0 = σ2(A

′
0) = l′0 se obtiene

l′j = −1, j = 0, 1, ..., N.(4.22)

En primer lugar supongamos que α(γ0) = γ0. Como el Jacobiano de
α es menor que cero, α(ζ) recorre a α(γj) en el sentido negativo cuando
ζ recorre a γj en el sentido positivo. Si α(γj) = γj y j > 0, entonces
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0 = Ind A′
j = Ind WA′

jW
= Ind [A1 +A2 + (α(ζ)− ζj)A3]
= σ3(WA′

jW ) = −l′′0 + l′′j .(4.23)

Por otra parte, si α(γj) = γk (j ̸= k), entonces

0 = Ind A′
j = Ind WA′

jW = σ3(WA′
jW )

= −l′′0 + l′′k.(4.24)

Un cálculo más muestra que

Ind A′
0 = Ind WA′

0W
= σ3(WA′

0W ) = −l′′0 .(4.25)

De las ecuaciones (4.23), (4.24) y (4.25) se deduce que

l′′j = −Ind A′
0 = 1, j = 0, 1, ..., N.(4.26)

Ahora supongamos que α(γ0) = γk0 . Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que k0 = 1. Las igualdades (4.23) y (4.24) siguen siendo
válidas si j > 1; no obstante

0 = Ind A′
1 = Ind WA′

1W
= σ3(WA′

1W ) = l′′0 − l′′1

y

Ind A′
0 = Ind WA′

0W = σ3(WA′
0W )

= −l′′1 .

De estas dos ecuaciones se deduce que las igualdades (4.26) siguen
siendo válidas. El teorema queda demostrado. .

El caso det Jα > 0

Ahora se procederá a calcular el ı́ndice de los operadores de Fredholm
de R0, cuando que el Jacobiano de α es mayor que cero. Sean α1 y
α2 la parte real e imaginaria de α, respectivamente. Un cálculo directo
muestra que

∥Jα∥22 =

(
∂α1

∂x

)2

+

(
∂α2

∂x

)2

+

(
∂α1

∂y

)2

+

(
∂α2

∂y

)2
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=
∂α

∂x

∂α

∂x
+

∂α

∂y

∂α

∂y
= 2

∂α

∂ζ

∂α

∂ζ
+ 2

∂α

∂ζ

∂α

∂ζ

= 2(|a|2 + |b|2),

donde ζ = x+ iy, a = ∂α/∂ζ y b = ∂α/∂ζ.
Análogamente se demuestra que det Jα = |a|2 − |b|2. Por lo tanto la

función β, definida en (1.9), toma la forma

β(ζ) =

∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣2 .

Supongamos que β(ζ) no se anula en la frontera de G. Del Teo-
rema 1.3 y un razonamiento análogo al efectuado en el caso det Jα < 0,
se concluye que

[R̂−1
0 ] ∼= Z2N+1.

El ı́ndice abstracto está dado por

ind :

(
a0(ζ),

(
a1(ζ) a3(ζ)
a4(ζ) a2(ζ)

))
7→ (κ1, . . . , κN , κ′0, . . . , κ

′
N ),

donde

κj =
1

2π
[arg a0]γj y κ′j =

1

2π
[arg{a1a2 − a3a4}]γj .(4.27)

Del Teorema 1.3 se sabe que todo operador de R0 tiene la forma

A = a0B0 + a1B1 + a2B2 + a3B3 + a4B4 + T,(4.28)

donde T es un operador compacto, aj(ζ) ∈ C(G) (j = 0, . . . , 4) y los
operadores Bj ’s son aquellos definidos en (1.13), (1.14) y (1.15). Si A es
un operador de Fredholm, los enteros κj y κ′j (j = 0, . . . , N) se definen
en (4.27).

Teorema 4.2 Supongamos que el Jacobiano de α es mayor que cero y
que la función β(ζ) no se anula en la frontera de G. Si A es un operador
de Fredholm, entonces

1 ) ind Â = (κ1, . . . , κN , κ′0, . . . , κ
′
N ),

2 ) Ind A = 1
π

∑N
j=0 [arg a0]γj − 1

2π

∑N
j=0 [arg{a1a2 − a3a4}]γj .
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Demostración: Puesto que A es un operador de Fredholm, la función
a0(ζ) no se anula en G, aśı, el operador a0I es invertible. Esto implica
que el ı́ndice de A es igual al ı́ndice del operador

A′ =
1

a0
A = B0 +

a1
a0

B1 +
a2
a0

B2 +
a3
a0

B3 +
a4
a0

B4 +
1

a0
T.

El operador

B = B0 +
a1(ζ)a2(ζ)− a3(ζ)a4(ζ)

a20
B1 +B2

tiene el mismo ı́ndice topológico que A′, esto es, ind Â′ = ind B̂. De
este hecho se sigue que el ı́ndice de A es igual al ı́ndice de B. Utilizando
la definición de los operadores Bj se obtiene

B = I −K +
a1(ζ)a2(ζ)− a3(ζ)a4(ζ)

a20
K.

El ı́ndice de este operador se calcula utilizando el Corolario 3.1.

5 El álgebra R0 ⊗M2(C)

Supongamos que el Jacobiano de α es mayor que cero y que β(ζ) no se
anula en la frontera de G. En la Sección 6 se verá que para calcular el
ı́ndice de los operadores de Fredholm del álgebraR, es necesario calcular
el ı́ndice de los operadores de Fredholm de R0 ⊗M2(C).

Sea C = (Cjk)j,k=1,2 ∈ R0 ⊗ M2(C). Del Teorema 1.3 se sabe que
cada operador Cjk puede ser escrito en la forma

Ckj = a0jkB0 + a1jkB1 + a2jkB2 + a3jkB3 + a4jkB4 + Tjk,

donde Tjk (j, k = 1, 2) es un operador compacto, anjk ∈ C(G) y los
operadores Bj ’ son los que están definidos en (1.13), (1.14) y (1.15).

Por el Teorema 1.3, el álgebra de Calkin deR0⊗M2(C) es isomorfa al
álgebra M2(C(G))×M4(C(∂G)). Bajo esta identificación, la proyección
canónica π : R0 ⊗M2(C) → M2(R̂0) está dada por

Ĉ = π(C) =

(a0jk)j,k=1,2,


a111 a311 a112 a312
a411 a211 a412 a212
a121 a321 a122 a322
a421 a221 a422 a222


 .

La primera y segunda entrada de Ĉ se denotarán por M0 y M1,
respectivamente.
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Teorema 5.1 El operador C es de Fredholm si, y sólo si, Ĉ es inver-
tible. En este caso

Ind C =
1

π

N∑
j=0

[arg detM0]γj −
1

2π

N∑
j=0

[arg detM1]γj .

Demostración: Si C es un operador de Fredholm entonces Ĉ es
homotópico al elemento

Ĉ ′ =

( detM0 0
0 1

)
,


detM1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Sea C ′ un operador de R0⊗M2(C) tal que π(C ′) = Ĉ ′. Obviamente
C ′ es un operador de Fredholm y su ı́ndice es igual al ı́ndice del operador

C ′
11 = detM0B0 + detM1B1 +B2 ∈ R0.

La afirmación del teorema se obtiene del Teorema 4.2.

6 Índice de los operadores de Fredholm del
álgebra R

Nueva descripción de R̂

Vimos que el álgebra de Calkin de R0 se describe en dos casos: cuando
el Jacobiano de α es menor que cero y cuando es mayor que cero. Esto
mismo haremos con el álgebra de Calkin de R.

Consideremos el siguiente elemento

U =

( 0 1
1 0

)
,


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 .

Este elemento es unitario autoadjunto y se puede verificar fácilmente
que

U(sym a(ζ)I)U∗ = sym a(ζ)I, U(sym K)U∗ = sym K,

U(sym WKW )U∗ = sym WKW, U(sym W )U∗ = −sym W.
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Esto implica que ν1 : R̂ ∋ Â 7→ UÂU∗ ∈ R̂ es el automorfismo
identidad cuando se restringe a R̂0.

A menos que se especifique lo contrario, se identificará Â con sym A
si A ∈ R, y Â con Φ(Â) si A ∈ R0.

Lema 6.1 Todo operador del álgebra R tiene la forma

A+BW,

donde A y B pertenecen al álgebra R0.

Demostración: Los generadores deR0 son los operadores de la forma

R = a(ζ)I + b(ζ)K + c(ζ)WKW + T,

donde a, b, c ∈ C(G) y T es un operador compacto. Un cálculo simple
muestra que RW = WRW , donde

RW = a(α(ζ))I + b(α(ζ))WKW + c(α(ζ))K +WTW.

Sea C un elemento de R. Se demostrará que existen operadores
A,B ∈ R0 tales que C = A + BW . El conjunto de operadores de la
forma A + BW , donde A,B ∈ R0, constituye un álgebra densa en R.
Por lo anterior existen sucesiones {An}, {Bn} en R0 tales que

C = lim
n→∞

(An +BnW ).

Al aplicar en ambos lados de esta igualdad la proyección π : R → R̂ y
el homomorfismo ν1 ◦ π, se obtiene

Ĉ = lim
n→∞

(Ân + B̂nŴ ) y UĈU∗ = lim
n→∞

(Ân − B̂nŴ ).

Sea A un operador de R tal que Â = 1
2(Ĉ + UĈU∗). Puesto que

Â = lim
n→∞

Ân, existe una sucesión de operadores compactos {Tn} tal que

A = lim
n→∞

(An + Tn). Esto demuestra que A está en R0.

Finalmente

C = lim
n→∞

([An + Tn] + [Bn − TnW ]W ) = A+BW,

donde B = lim
n→∞

(Bn − TnW ) ∈ R0.
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Sea ν2 la composición

R̂ ∋ Ĉ 7→
(
Ĉ 0
0 Ĉ

)
7→
(
Ĉ 0
0 ν1(Ĉ)

)
∈ R̂ ⊕ R̂;

y sea ν3 la composición de homomorfismos inyectivos

R̂ ∋ Ĉ 7→ ν2(Ĉ) 7→ V̂ ν2(Ĉ)V̂ ∗ ∈ R̂ ⊗M2(C),

donde

V =
1√
2

(
I I
W −W

)
.(6.29)

Por el Lema 6.1, todo operador de R tiene la forma C = A+ BW ,
donde A,B ∈ R0. Un cálculo directo demuestra que

ν3(Ĉ) =

(
Â B̂

Ŵ B̂Ŵ Ŵ ÂŴ

)
.(6.30)

Obsérvese que todas las entradas de este elemento pertenecen a R̂0,
por lo tanto, el álgebra R̂ es isomorfa a la subálgebra de R̂0 ⊗M2(C)
formada por todos los elementos del tipo (6.30).

El caso det Jα < 0

En esta sección supondremos que el Jacobiano de α es menor que cero.
Del Lema 6.1 se sabe que todo operador de R puede ser representado
en la forma

C = A+BW + T,(6.31)

donde A = a1A1 + a2A2 + a3A3, B = b1A1 + b2A2 + b3A3, T es un
operador compacto y los operadores Aj ’s son los que están definidos
en (1.12).

Cálculos directos demuestran que

Φ(Ŵ Â1Ŵ ) = Φ(Â1), Φ(Ŵ Â2Ŵ ) = Φ(Â3), Φ(Ŵ Â3Ŵ ) = Φ(Â2).

Como R̂0
∼= C(G)× [C(∂G)]2, el elemento dado en (6.30) puede ser

identificado con la terna((
a1 b1

b1 ◦ α a1 ◦ α

)
,

(
a2 b2

b3 ◦ α a3 ◦ α

)
,

(
a3 b3

b2 ◦ α a2 ◦ α

))
.(6.32)

Sea Ω1 la subálgebra de M2(C(G)) × M2(C(∂G)) que consiste de
todos los elementos de la forma((

a1 b1
b1 ◦ α a1 ◦ α

)
,

(
a2 b2

b3 ◦ α a3 ◦ α

))
,(6.33)

donde a1, b1 ∈ C(G) y a2, b2, a3, b3 ∈ C(∂G).
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Teorema 6.1 Si detJα < 0, entonces el álgebra de Calkin de R es iso-
morfa e isométrica al álgebra Ω1. Bajo esta identificación, el elemento
dado en la expresión (6.33) es la imagen en el álgebra de Calkin del
operador dado en (6.31).

El operador C es de Fredholm si, y sólo si, π(C) es invertible.

Demostración: Sea U la matriz unitaria autoadjunta

(
0 1
1 0

)
, y sea

µ el automorfismo

M2(C(∂G)) ∋
(
a b
c d

)
7→ U

(
a ◦ α b ◦ α
c ◦ α d ◦ α

)
U∗ ∈ M2(C(∂G)).

Aplicando el isomorfismo I ⊕ I ⊕ µ al elemento (6.32) se obtiene((
a1 b1

b1 ◦ α a1 ◦ α

)
,

(
a2 b2

b3 ◦ α a3 ◦ α

)
,

(
a2 b2

b3 ◦ α a3 ◦ α

))
.

La segunda y tercera entrada son iguales, por lo que se deduce in-
mediatamente el teorema.

Lema 6.2 Si A = a(ζ)I + b(ζ)W ∈ R es un operador de Fredholm,
entonces es invertible, con inverso

A−1 =
1

a a ◦ α− b b ◦ α
(a ◦ αI − bW ).

Demostración: Obsérvese que

A = aA1 + aA2 + aA3 + (bA1 + bA2 + bA3)W.

Puesto que A es de Fredholm, del Teorema 6.1 se infiere que

a(ζ) a(α(ζ))− b(ζ) b(α(ζ)) ̸= 0

para todo ζ ∈ G. Finalmente, un cálculo sencillo demuestra que el
operador

1

a a ◦ α− b b ◦ α
(a ◦ αI − bW )

es el inverso de A.

Sea A1 el álgebra de todas las matrices de la forma

A =

(
a b

b ◦ α a ◦ α

)
,(6.34)
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donde a, b ∈ C(G). Denotemos por A2 al álgebra M2(C(∂G)). Por
el Teorema 6.1, el álgebra de Calkin de R es isomorfa al álgebra A =
A1 ×A2.

Como es usual, el grupo de elementos invertibles de A (Aj) se denota
por A−1 (A−1

j ).

Teorema 6.2 Si C es un operador de Fredholm, entonces

Ind C =
1

2π

N∑
j=0

[arg{a1 a1◦α−b1 b1◦α}]γj−
1

2π

N∑
j=0

[arg(a2 a3◦α−b2 b3◦α)]γj .

Demostración: La imagen de C en el álgebra de Calkin es el par de
matrices (6.33). Para simplificar la notación, la primera matriz de Ĉ se
denotará por M1 y la segunda por M2.

Por el Lema 6.2 el operador C admite la factorización C = C ′C ′′,
donde C ′ = a1I + b1W y C ′′ = C ′−1C. El ı́ndice de C es igual al ı́ndice
de C ′′ y

π(C ′′) =

((
1 0
0 1

)
,

1

detM1

(
a1 ◦ α −b1
−b1 ◦ α a1

)(
a2 b2

b3 ◦ α a3 ◦ α

))
.

Puesto que la primera entrada de π(C ′′) es la matriz identidad,
π(C ′′) es homotópico a((

1 0
0 1

)
,

(
detM2/detM1 0

0 1

))
.

Este elemento es la imagen bajo π del operador

D = A1 +
detM2

detM1
A2 +A3,

por esta razón

Ind C = Ind D

= Ind (I −K) +
detM2

detM1
K

= − 1

2π

N∑
j=0

[arg det M−1
1 M2]

=
1

2π

N∑
j=0

([arg det M1]γj − [arg det M2]γj ).
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El caso det Jα > 0

Para finalizar, supongamos que el Jacobiano de α es mayor que cero
y que β(ζ) no se anula en la frontera de G. Es fácil demostrar que
β ◦ α = β. Recordemos que δ es una función continua, idénticamente
cero en la frontera de G y estrictamente positiva en G. Esta función se
utilizó para definir los operadores Bj dados en (1.13), (1.14) y (1.15).
Si δ no satisface la ecuación δ ◦ α = δ, la sustituimos por la función
(δ + δ ◦ α)/2.

Considérese un operador C del álgebra R que, como se sabe del
Lema 6.1, tiene la forma

C = A+BW + T,(6.35)

donde

A = a0B0 + a1B1 + a2B2 + a3B3 + a4B4,

B = a0B0 + b1B1 + b2B2 + b3B3 + b4B4

y T es un operador compacto.

Sea V1 la matriz unitaria autoadjunta(√
1− β

√
β√

β −
√
1− β

)
.

Efectuando los cálculos necesarios se obtiene que

Ŵ K̂Ŵ = (1, V1)K̂(1, V ∗
1 ),

por lo tanto

Ŵ B̂0Ŵ ) = B̂0,

Ŵ B̂1Ŵ = (1− β)B̂1 + βB̂2 +
√
β(1− β)(B̂3 + B̂4),

Ŵ B̂2Ŵ = βB̂1 + (1− β)B̂2 −
√
β(1− β)(B̂3 + B̂4),

Ŵ B̂3Ŵ =
√
β(1− β)(B̂1 − B̂2) + (β − 1)B̂3 + βB̂4,

Ŵ B̂6Ŵ =
√
β(1− β)(B̂1 − B̂2) + βB̂3 + (β − 1)B̂4.

Estas expresiones demuestran que

Ŵ ÂŴ =

(
a0 ◦ α, V1

(
a1 ◦ α a3 ◦ α
a4 ◦ α a2 ◦ α

)
V ∗
1

)
.
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Usando esta igualdad, la fórmula (6.30) y la identificación de R̂0

dada en el Teorema 1.3, se infiere que ν3(Ĉ) es igual a

(M0, M1) =

((
a0 b0

b0 ◦ α a0 ◦ α

)
, M1

)
,(6.36)

donde

M1 =


(
a1 a3
a4 a2

) (
b1 b3
b4 b2

)
V1

(
b1 ◦ α b3 ◦ α
b4 ◦ α b2 ◦ α

)
V ∗
1 V1

(
a1 ◦ α a3 ◦ α
a4 ◦ α a2 ◦ α

)
V ∗
1

 .

Sea Ω2 el álgebra de todos los elementos de la forma (6.36).

Teorema 6.3 Supongamos que det Jα > 0 y que β(ζ) > 0 para todo
ζ ∈ ∂G. El álgebra R̂ es isomorfa e isométrica al álgebra Ω2. Bajo esta
identificación, el elemento dado en la expresión (6.36) es la imagen en
el álgebra de Calkin del operador C. Este operador es de Fredholm si, y
sólo si, π(C) es invertible.

Lema 6.3 Si A = a(ζ)I + b(ζ)W ∈ R es un operador de Fredholm,
entonces es invertible, con inverso

A−1 =
1

a a ◦ α− b b ◦ α
(a ◦ αI − bW ).

Lema 6.4 Si ζ0 ∈ ∂G es un punto fijo de α y det Jα > 0 entonces
β(ζ0) = 0, donde β es la función definida en (1.9).

Demostración: Puesto que α ◦ α = idG, ∀ζ ∈ G se cumple la
igualdad Jα(ζ)Jα(α(ζ)) = I.

Supongamos que ζ ∈ ∂G es un punto fijo de α. Entonces Jα(ζ)Jα(ζ) =
I y detJα(ζ) = 1 implican que

Jα(ζ) =

(
k 0
0 k

)
, k2 = 1.

Luego

β(ζ) =
∥Jα∥22 − 2 det Jα
∥Jα∥22 + 2det Jα

= 0.
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Puesto que β(ζ) > 0 para todo ζ ∈ ∂G, el Lema 6.4 garantiza que α
no tiene puntos fijos en ∂G. Aśı, la función d(ζ) = α(ζ)− ζ no se anula
en ∂G y el operador D = B0+ d(ζ)(B1+B2) es de Fredholm. Se puede
verificar fácilmente que

π(D) =

( 1 0
0 1

)
, d(ζ)


(
1 0
0 1

) (
0 0
0 0

)
(
0 0
0 0

) (
−1 0
0 −1

)

 .(6.37)

Cualquier regularizador de D tiene la forma

Dr = B0 + dr(ζ)(B1 +B2),

donde dr es una función continua en G tal que dr|∂G = 1
d|∂G .

Consideremos el operador C, dado en (6.35), y supongamos que
a0 = 1 y b0 = 0, es decir, M0 = I. Es inmediato que

π(C) = ν1(π(C)) = π(D)π(C)π(Dr) = π(DCDr).

Esta propiedad implica que los operadores

A+BW + T y A−BW + T

tienen el mismo ı́ndice cuando a0 = 1 y b0 = 0.

Teorema 6.4 Si C es un operador de Fredholm, entonces

Ind C =
1

2π

N∑
j=0

[arg{a0 a0 ◦ α− b0 b0 ◦ α}]γj −
1

4π

N∑
j=0

[arg detM1]γj .

Demostración: En primer lugar supongamos que a0 = 1 y b0 = 0.
Los operadores A+BW + T y A−BW + T tienen el mismo ı́ndice,
por ello,

Ind C =
1

2
Ind V

A+BW + T 0

0 A−BW + T

V ∗

=
1

2
Ind

(
A+ T B
WBW WAW +WTW

)
,

donde V es el operador (6.29). El ı́ndice se obtiene utilizando el Teo-
rema 5.1.
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Consideremos ahora el caso general. Por el Lema 6.3, se tiene que
el operador C ′ = a0I + b0W es invertible, por lo tanto, el operador C
admite la factorización C = C ′C ′′, donde C ′′ = C ′−1C.

El ı́ndice de C es igual al ı́ndice de C ′′. La primera entrada del
śımbolo de este operador es la matriz identidad, y el determinante de la
segunda entrada de π(C ′) es igual a detM1/(detM0)

2. Por la primera
parte de la demostración se obtiene

Ind C = − 1

4π

N∑
j=0

([arg detM1]γj − 2[arg detM0]γj ).

El procedimiento para describir el álgebra de Calkin de R, cuando
β(ζ) se anula en algunos puntos de la frontera de G, es similar al pro-
cedimiento efectuado cuando β(ζ) no se anula en ∂G. Sin embargo, el
cálculo del ı́ndice de los operadores de Fredholm queda como un proble-
ma abierto.

7 Ejemplos

Ejemplo 1. Sea G = D el disco unitario y α la aplicación de conju-
gación. El Jacobiano de α es igual a −1 y el operador de translación
inducido por α está definido por la regla de correspondencia (Wφ)(z) =
φ(z). Además

(Kφ)(z) =
1

π

∫
D

φ(ζ)

(1− zζ)2
dζ

y

(WKWφ)(z) = (Kφ)(z) =
1

π

∫
D

φ(ζ)

(1− zζ)2
dζ,

donde K es la proyección de Bergman del disco unitario.

Por el Teorema 1.2, el álgebra de Calkin de R0 = R(C(D)I,K,K)
es isomorfa a C(D)× C(T)2 y todo operador de R0 tiene la forma

A = a(z)I + b(z)K + c(z)K + T,(7.38)

donde T = ∂D, T es un operador compacto y a, b, c ∈ C(D).
Por el Corolario 1.3, el operador A es de Fredholm si, y sólo si,

a(z) ̸= 0 ∀z ∈ D, a(z)+ b(z) ̸= 0 ∀z ∈ T y a(z)+ c(z) ̸= 0 ∀z ∈ T.
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Si este es el caso, el Teorema 4.1 implica que

Ind A =
1

2π
[arg (a(z) + c(z))]T − 1

2π
[arg (a(z) + b(z))]T.

A. Dzhuraev [10] estudió los operadores de la forma (7.38) y ahora
se está añadiendo el operador de translación W . El Lema 6.1 garantiza
que todo operador del álgebra R(C(D)I,K,W ) tiene la forma

A = a(z)I + b(z)K + c(z)K + [f(z)I + g(z)K + h(z)K]W + T.

Por el Teorema 6.1, este operador es de Fredholm si, y sólo si,

a(z) a(α(z))− f(z) f(α(z)) ̸= 0 ∀z ∈ D

y
a2(z) a3(α(z))− b2(z) b3(α(z)) ̸= 0 ∀z ∈ T,

donde a2 = a + b, a3 = a + c, b2 = f + g y b3 = f + h. Si A es un
operador de Fredholm, entonces el Teorema 6.2 justifica que

Ind A = − 1

2π
[arg {a2(z) a3(α(z))− b2(z) b3(α(z))} ]T.

Ejemplo 2. Sea G el anillo con centro en el origen, radio interior
a > 0 y radio exterior b. Sea f(t) : [a, b] → [a, b] de clase C2 con
derivada menor que cero. Si f ◦ f = id[a,b], entonces

α(z) = f(|z|) z

|z|

es un difeomorfismo en G, de clase C2, que satisface la condición de
Carleman α ◦ α = idG. Sea K la proyección de Bergman de G y sea W
el operador de translación inducido por el difeomorfismo α.

Un cálculo directo y tedioso muestra que

det Jα(z) = −f(|z|)f ′(|z|)/|z| > 0

y
∥Jα(z)∥22 = [f(|z|)]2/|z|2 + [f ′(|z|)]2.

Aśı la función β(z), definida en (1.9), toma la forma

β(z) =

(
f(|z|) + |z|f ′(|z|)
f(|z|)− |z|f ′(|z|)

)2

.(7.39)
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Demostraremos esto por otro medio. En la Sección 4 se mostró que
β(z) = |b/a|2, donde a = ∂α/∂z y b = ∂α/∂z. Aśı

∂α
∂z = ∂f(|z|)

∂z
z
|z| + f(|z|) ∂

∂z

(
z
|z|

)
= f ′(|z|)∂|z|∂z

z
|z| +

f(|z|)
|z|2

(
−z ∂|z|

∂z

)
= 1

2
z2

|z|2
(
f ′(|z|)− f(|z|)

|z|

)
.

Análogamente,

∂α

∂z
=

1

2

(
f ′(|z|) + f(|z|)

|z|

)
.

El ejemplo más sencillo se obtiene cuando f(t) = a+ b− t. En este
caso α = C ◦H, donde C(z) = z y H es la aplicación de simetŕıa con
respecto a la circunferencia de radio (a + b)/2 y centro en el origen.
Puesto que f ′(t) = −1,

β

(
a
z

|z|

)
= β

(
b
z

|z|

)
=

(
a− b

a+ b

)2

.

Por el Teorema 1.1, el espectro local de K −WKW está dado por
la igualdad

sp (πζ0(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) =

{
0, ±b− a

b+ a

}
, ζ0 ∈ ∂G.(7.40)

Si se desea que (b − a)/(b + a) tome el valor r ∈ (0, 1), entonces a y b
deben satisfacer la ecuación a/b = (1− r)/(1 + r).

El espectro local de K − WKW es el mismo en todos los puntos
de la frontera de G. El Teorema 1.3 garantiza que el álgebra de Calkin
de R0 = R(C(G)I,K,WKW ) es isomorfa a C(G)× C(Sa)2 × C(Sb)2,
donde Sr es la circunferencia con centro en el origen y radio r.
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