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PREDICCION DE BIFURCACIONES DE
ORBITAS PERIODICAS POR MEDIO DEL
METODO DE BALANCE ARMONICO.

Baltazar Aguirre Hernandez !

Resumen

En este trabajo se estudia un sistema lineal en R? retroalimen-
tado por un control lineal con saturaciéon. El objetivo es obtener
informacién acerca de las soluciones peridédicas del sistema. El
método que se aplica en el articulo es una técnica usada para
detectar posibles soluciones periédicas conocida como Método de
Balance Arménico y en este caso la informacién proporcionada ha
permitido conjeturar una bifurcaciéon de érbitas periddicas que en
el texto es referida como rompimiento de una érbita simétrica.
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1 Introduccién
Consideremos sistemas del siguiente tipo

(1) @ = Az + bu

donde A es una matriz cuadrada de n x n, (t) y b son vectores en R",
y w es una funcién real llamada control que introducimos con el fin de
lograr un cierto objetivo. Por ejemplo, se puede buscar que el sistema
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controlado sea globalmente asintéticamente estable. Si u = u(x), en-
tonces se dice que u es una retroalimentacién de estado. En el diseno
de leyes de retroalimentacién de estado usualmente no se considera la
restriccién de que las entradas sean acotadas, es decir que u deba ser
una funcién acotada. Sin embargo, en los sistemas fisicos (en las apli-
caciones) existen especificaciones de seguridad y desempeno, asi como
otras limitaciones (de espacio o de energia, por ejemplo) y debido a
esto, es necesario imponer ciertas restricciones en las leyes de control,
de manera que en la practica las acciones de control alcanzan el valor
maximo y minimo fisicamente posibles de las entradas.

Un enfoque natural para disenar controles acotados es considerar
saturaciones de retroalimentaciones lineales. A continuacién explicamos
este enfoque. Cuando en el sistema (1) el par (A,b) es controlable (ver
la Seccién 2 para una definicién de controlabilidad), entonces existe una
retroalimentacién de estado u = K7z, donde K € R"™ es tal que los
valores propios de la matriz A + bK”T pueden ser escogidos arbitraria-
mente. En particular, puede conseguirse que el sistema & = (A+bKT)x
sea globalmente asintéticamente estable. Con la finalidad de construir
la llamada saturacion de u hacemos la siguiente definicion.

Definicién 1.0.1 Sea v una funcién de control del sistema (1) yu™,u™
nimeros reales tales que u~ < 0 < u™. Si fu”,u™] es el conjunto de
valores admisibles, entonces la saturacion de v, a la cual denotamos
cOmo Vsqt, €S la siguiente funcion

u~  si u- >
(2) Sw)y=¢ v s u <v<ut
ut  si v>ut

De esta manera, si u es de la forma u(x) = Kz la correspondiente
funcién saturada queda definida como

Usat(T) = S(KTa;)

y el sistema a lazo cerrado como

(3) i = Az + bS(K'x)

En este trabajo nosotros sélo cosideraremos funciones de saturacion
simétricas, es decir u™ = —u~. M4s precisamente, tomaremos u™ = 1y

u~ = —1, es decir, el sistema que estudiaremos es el siguiente
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Ar —b si —1>KTg
(4) t=1{ Av+ (KTz)b si —1<KTz<1
Az +b si KTz >1

Obsérvese que aunque el sistema resultante a lazo cerrado © = Ax +
bus(x) es no lineal, presenta la caracteristica de ser continuo y lineal por
pedazos. Esta clase de sistemas es muy interesante ya que ellos combi-
nan diferentes tipos de comportamiento dindmico en diferentes regiones
del espacio de estado. El estudio de sistemas con saturacion es un tema
de interés actual. Por ejemplo, en [Alvarez & Curiel, 1997] se hace un
estudio del comportamiento dindmico de sistemas de segundo orden con
entrada saturada. En cuanto a sistemas similares a (1) en realidad el
comportamiento dindmico observado es muy diverso: desde estabilidad
asintética global hasta caos [ver Kahlert, C. & Rossler, 1985 y Chua
et al, 1986]. En nuestro caso, la introduccién de la funcién de satu-
racién S(u) en el sistema (1) induce comportamientos tipicamente no
lineales, tales como: multiplicidad de puntos de equlibrio, aparicién de
orbitas periédicas, flujos restringidos a esferas, cilindros, etc., de aqui el
interés de hacer una descripicién cualitativa de éstos sistemas, caracteri-
zarizando sus puntos de equilibrio, sus érbitas periddicas, la forma de la
region de atraccién, etc. En un trabajo previo sobre sistemas bidimen-
sionales [Alvarez et al., 1993], se estudié el comportamiento cualitativo
de la regién de atraccion del origen ©(0) en términos de los pardmetros
del sistema no controlado y también se establecié la clasificacion de
los puntos de equilibrio de (1). Sea o(A) el espectro de la matriz A. Se
mostré que si o(A)NCT # (), el origen no es globalmente asintéticamente
estable. Ademds, si traza(A) > 0, entonces podria aparecer una érbita
periddica alrededor del origen de manera que ©(0) es un conjunto aco-
tado. Ademas, fueron descritas bifurcaciones topoldgicas de ©(0) tales
como el paso de 2(0) de un conjunto no acotado a un conjunto acotado
a trdves de conexiones homo(hetero)-clinicas entre puntos de equilibrio
de tipo silla.

En un trabajo sobre sistemas en R" [Sudrez et al, 1995], se continud
con la misma metodologia del trabajo anterior y se dié una caracteri-
zacién topoldgica de la region de atraccion del origen (RA) para sis-
temas lineales con control lineal saturado. Para este fin, fue esencial el
estudio del comportamiento dindamico sobre la frontera de la RA. Los
resultados en [Sudrez et al] especificamente para n = 3 son los siguien-
tes: El numero de valores propios con parte real positiva del sistema
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a lazo abierto, n,, determina la forma de la RA del origen. Si A es
invertible y n, es impar, entonces (1) tiene tres puntos de equilibrio,
un atractor y dos puntos silla del tipo-n, cuando n, = 1, o uno atrac-
tor y dos repulsores cuando n, = 3. Si A es invertible y n, = 0,2 6
si det(A) = 0, entonces (1) tiene s6lamente un punto de equilibrio el
cual es un atractor. Para A antiestable (o(A4) C C*), se prob6 que la
RA es acotada y homeomérfica a la bola unitaria. Para sistemas a lazo
abierto estables, se probd que todas las trayectorias eventualmente tien-
den hacia algin conjunto compacto de volumen cero. Para el caso de
sistemas con algunos valores propios con parte real positiva y otros con
parte real negativa, resulta que una retroalimentacion que sélo reubica
los valores propios con parte real positiva, hace la RA homeomorfica
al producto de las RAs asociadas a las partes estable y estabilizada.
En consecuencia, la RA del sistema a lazo cerrado es homeomorfica al
cilindro R3~™ x B™. Manteniendo fijos los valores propios reubicados,
la estructura cilindrica de la RA se mantiene bajo pequenos cambios
en la ubicacién de los valores propios estables a lazo abierto.

En este trabajo, estudiaremos el problema de la existencia de ci-
clos limite, el cual no fue considerado en [Sudrez et al, 1995]. Debido
a la dificultad en las operaciones, en este trabajo nos restringimos a
sistemas tridimensionales, aunque algunos de estos resultados pueden
ser generalizados al caso n-dimensional [ver Aguirre et al, 1997]. Ya
que el problema de la existencia de érbitas peridédicas no es una tarea
facil, porque en general no es posible encontrar explicitamente las solu-
ciones del sistema & = Az + bS(K”z) y en sistemas de dimensiones
mayores que 2 es muy limitado el trabajo que hay en la investigacién
de orbitas periddicas con el uso de las técnicas de sistemas dinamicos,
buscaremos Orbitas periddicas en forma aproximada usando el método
de balance arménico (MBA) [Mees, 1981; Krenz and Miller, 1986;
Moiola and Chen, 1993, 1996]. Aunque el MBA es aproximado y no
riguroso, es usado con frecuencia para detectar orbitas periddicas de
sistemas no lineales [Mees, 1981]. El método se ha empleado en el es-
tudio de bifurcaciones en sistemas no lineales [Tesi et al, 1996; Basso
et al, 1997] y también ha sido aplicado en la prediccién de caos [Gene-
sio & Tesi, 1992]. En cuanto al anélisis de propiedades cualitativas de
sistemas, recientemente Llibre y Ponce [1996] utilizaron el MBA para
describir la dindmica de sistemas de control en dos y tres dimensiones
que estan sujetos a retroalimentaciones de estado con saturacion estabi-
lizantes. En este trabajo se puede encontrar una descripcién completa
de bifurcaciones periddicas de primer arménico (PA) simétricas (con
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respecto al origen), encontrandose una gran variedad de comportamien-
tos dindmicos. Aqui aplicaremos esta técnica también para estudiar
las 6rbitas periddicas no simétricas y las bifurcaciones en el nimero de
orbitas periddicas que se encuentran sobre la frontera de la RA cuando
los parametros del control cambian, pero se conserva la estabilidad del
sistema a lazo cerrado. En particular, cuando la matriz a lazo abierto
es antiestable, la informacién que proporciona el método permite con-
jeturar una bifurcacidon que consiste en el rompimiento de una Orbita
simétrica, es decir, cuando la razén de convergencia al origen es au-
mentada, una Orbita periddica simétrica aproximada se bifurca para
producir al menos tres érbitas: una érbita peridédica simétrica mas dos
orbitas periddicas no simétricas.

Ademds de permitir detectar la existencia de érbitas periddicas, el
MBA también proporciona informaciéon geométrica que nos da cierta
idea del tamano de la region de atraccién. Esto y los resultados en
[Sudrez et al,1995] permitirdn hacer algunas conjeturas acerca del tamano
de la RA.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: La seccion 2 esta
dedicada a la exposicién de algunas nociones bésicas de controlabilidad y
también presentamos la funcién de transferencia y una propiedad de esta
funcién que utilizaremos posteriormente. En la seccién 3 presentamos
el MBA e indicamos las ideas en que estd basado. En la seccién 4
aplicamos el MBA en el estudio de un sistema en 3 dimensiones. En
particular, cuando la matriz A es antiestable, es decir, que todos sus
eigenvalores tienen parte real estrictamente positiva, hemos conjeturado
una bifurcacién que consiste en el rompimiento de una érbita periddica
simétrica.

2 Preliminares

2.1 Sistemas controlables

Ya que sdlo trabajaremos con sistemas controlables, enseguida hacemos
precisa la definicién de controlabilidad.
Consideremos el sistema

#(t) = Az(t) + Bu(t)
(5)
y(t) = Cux(t)



6 BALTAZAR AGUIRRE HERNANDEZ

donde A es una matriz real de n X n, B es una matriz real de n x m y
C es una matriz real de p x n. A u la llamamos funcién de control y a
y la salida del sistema.

Dada u(t) denotamos por ¢(t,0,u) la correspondiente solucién del
sistema #(t) = Az(t) + Bu(t) tal que ¢(0,0,u) = 0.

Definicion 2.1.1 Decimos que T es alcanzable desde el origen si existe
un control @ y un tiempo t tal que p(t,0,w) = T.

Denotemos por ¥y al conjunto de estados alcanzables desde el origen.
Si Ry = R", decimos que el par (A, B) es controlable.

Ahora denotemos B = imagen de By (A|B) = B+AB+---+ A" 1.
Entonces se tiene la igualdad Ry = (A|B). De aqui que podemos decir
que el par (A, B) es controlable si y solo si (4|B) = R" [Wonham, 1985].

Para sistemas © = Ax + bu de una sola entrada que son controlables,
existen formas candnicas que simplifican las operaciones que haremos
en este trabajo. Cuando el par (A,b) es controlable, entonces (A4, b) se
puede escribir en la siguiente forma candnica [Barnett and Cameron,
1985]:

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
(6) A= : b=
0 0 0 1 0
—Qp —0p—1 A9 —ay 1

2.2 Una expresion para la funciéon de transferencia
Consideremos el sistema

& = Az +bS(u)
(7) v = klz

Donde A es una matriz cuadrada de n x n, z,b son vectores en R",
u = u(t) es una funcién real llamada control y S(u) : R — R es la
funcién de saturacién
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-1 u<-1
(8) S(u)=1¢ u -l<u<l1
1 1<u
Denotemos por p = %. Dado u(t) = kT x(t), y tomando en cuenta el
sistema a lazo cerrado (A—pI)z(t) = —bS(u(t)), se siguen las siguientes

igualdades:

det(A —pDHu(t) = kT det(A— pI)z(t)
= k"adj(A — pI)(A—pl)x(t)
= —kTadj(A — pI)bS(u(t))

La ecuacién det(A — pDu(t) = —kTadj(A — pI)bS(u(t)) es una
ecuaciéon diferencial que gobierna el comportamiento dindmico de la
senal u(t). Esta ecuacién acostumbra escribirse como:

(9) u(t) = =W(p)S(u(t))

donde W (p) = kT (A—pI)~'b es conocida como la funcién de transferen-
cia de la senial S(u) a la senal u.

En el siguiente lema damos una expresion de la funcién de transferen-
cia como un cociente de polinomios.

Lema 2.2.1 Si s no es un eigenvalor de A y h es un numero real,

entonces 1 +hW (s) = %w

Para una demostracién ver [Barnett & Cameron, 1985].

3 Prediccién de 6rbitas peridédicas: El Método
de Balance Armoénico

Dado un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales, encontrar analitica—
mente una solucién periddica, es en general un problema complicado.
De aqui que en la practica es 1til contar con un método que proporcione
un analisis aproximado, es decir un método que detecta la posible exis-
tencia o no de soluciones periddicas. FEl método de balance armonico
[Mees,1981] o MBA, es un método que permite hacer este andlisis
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aproximado. Las primeras investigaciones del MBA para el andlisis
de sistemas de control fueron reportadas en la década de los 40’s [Gold-
farb, 1947; Kochenburger, 1950; Johnson, 1952]. En [Andronov, 1937;
Cap. IX, p. 583] se propone un método para la investigacion de érbitas
periddicas de ciertos sistemas y la idea que hay detréds de este método es
esencialmente la misma en la que esta basado el MBA.. Una exposicion
del MBA puede encontrarse en varios libros [Aizerman, M. A.,1963;
Mees, 1981; Vidyasagar; 1993].

A continuacién exponemos las ideas en que se basa este método.
Como vimos en la seccién anterior, el sistema (7) tiene asociada la
ecuacion diferencial (9). De aqui se obtiene que si el sistema (7) tiene
una solucién periddica z(t), el sistema (9) también tendra una solucién
periédica kT x(t). Equivalentemente, si el sistema (9) no tiene solu-
ciones periédicas entonces el sistema (7) tampoco tendrd soluciones
periédicas. De aqui que de alguna manera se pueden estudiar las solu-
ciones periédicas del sistema (7) estudiando las soluciones periddicas del
sistema (9).

Supongamos que el sistema (9) tiene una solucién periédica de la
forma

o0
u(t) = > amexp(imwt), con au, = G_m,
—0oQ
y, por lo tanto, la funcién no lineal S(u) admite una serie de Fourier de
la forma

S(u(t)) = %O: Bm exp(imwt), con By, = B_,,-

Sustituyendo estas series en la ecuacién (2.5) podemos obtener que

(10) Z Qa exp(imwt) = — Z W (imw) By, exp(imwt).

—00

Igualando coeficientes se llega a un sistema infinito de ecuaciones

(11) a + W (imw) By, = 0, m=0,+1,+2, ...

Resolver este sistema implica encontrar una soluciéon periédica del sis-
tema (9). Ahora tratemos este problema en términos de operadores.
Sean

N:Ly [0, 2] - [0, %]

D: Ly [0, %’f} = [0, %’f}
tales que NV (f)(t) = S(f(t)) ¥
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% Ym exp(imwt) — — § W (imw) Yo, exp(imwt).

Entonces encontrar una solucién periédica del sistema (9) es equivalente
a encontrar un punto fijo del operador Do N .
Por otra parte, es conocido que

_ det(A+bkT — sI)
W) = — 1@ =D

[ver lema 2.2.1]. Esto implica que W(s) es una funcién racional para
la cual el grado del numerador es menor que el grado del denominador.
Por lo tanto W (iw) — 0 cuando w es muy grande (se dice que W es un
filtro pasa bajos). De aqui que dada una funcién g € Lo, el operador D
tiene el efecto de atenuar los armoénicos mayores de g, de donde surge
la idea de pensar que resolver (11) sélo para m = 0y m = +1 puede
proporcionar en ciertos casos una buena aproximacion. Esto es la base
de una técnica que en teoria de control es conocida como Método de
Balance de Primer Arménico.

Bajo estas ideas el método plantea suponer que la ecuacién (9) tiene
una solucién periddica la cual puede ser aproximada como una solucién
de primer armoénico de la forma:

uo(t) = ap + asinwt, a,w >0

y asumir que la funcién no lineal S(ug(t)) admite una serie de Fourier

o0
S(up(t)) = > Brsinlwt [Mees, 1981]. Tomando en cuenta solamente los
=0

primeros 2 términos (aproximacién del primer armonico), se obtienen
las siguientes ecuaciones:

(12) ap+W(0)F(a,a0) =0
(13) 1 W (i)Gla, ag) = 0.
donde

1 27
(14) F(a,a0) = o= — S(ap + asinf)do

27 Jo

B 1 o o

(15) Gla,ap) = — = — S(ap + asin ) sin 6d6.

a Ta Jo
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Estas funciones pueden determinarse calculando las respectivas in-
tegrales, para dar lugar a los siguientes 6 casos:

cl)ﬂ < lzao < g,

a a
F(a,a0) =1, G(a,ap)=0.

1—
-1 < =<,

2
Flon) = H0 )~ S5 i ()’

™ a

2
Gla,a0) =1+ 1 < “lloan 4 (1—a0) O‘O) (71;%) )

03)_1<ﬂ<17%<1’

a

Fa Oéo 1+Oé() sin 11-‘;04()_1 0 ¢in -1 1-— a0_|_ /

1 — 1 ao
G CL aO — 1 blﬂil 1-|—O¢0 + 71 1— Oé() + 1+a0 ( 1+O¢0
1— ao 1 ao

04)%§_1<1§%?
F(a,ap) = ap, Gla,ap)=1.
c5)—1 < =20 <] < 1o

2
F(a,ap) = —%(1 —ap) + 7(14;040) sin™! (—12‘3‘0) + 2y /1= (—ltf‘o) ,

2
Gla,o0) =1+ 1 (sin_1 Itao 4 ltao, /1 — (Haao) ) .

F(a,a0) =1, G(a,ap) =0.

Para estudiar las orbitas periddicas simétricas debemos poner oy =
0. Obsérvese que Sy = F'(a,0) = 0. Entonces el método se traduce en
resolver sélamente la ecuacion
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(16) 14+ W(iw)N(a) =0,
donde
B 1 2 . :
1 N(a) =2 = — :
(17) (a) o = 7alo S(asin b)) sin 6db

El método de balance de primer arménico (PA) consiste en encontrar
las soluciones ag y a,w > 0 a (12)-(13) ((16) si ap = 0). Las solu-
ciones obtenidas ug(t) = oo + asinwt son llamadas drbitas periodicas
del primer armdnico de (7). Si ag = 0 (ag # 0) la 6rbita periédica
correspondiente es simétrica (no simétrica). En tal caso es suficiente
con estudiar la ecuacién (16). Ya que W (jw) es un nimero complejo,
la expresién (16) consiste de 2 ecuaciones independientes y deben ser
resueltas con respecto a a y w para tener los parametros que definen
las soluciones periédicas aproximadas en la forma ug(t) = asinwt. El
coeficiente real N(a) es llamado la funcion descriptora asociada a la
funcién no lineal 7(:) y en éste caso el método de balance armonico
también es conocido como el Método de la funcion descriptora [Mees,
1981; Vidyasagar,1993]. El valor de la funcién N(a) estd dado por

o 1 si 0<a<l1

(18) N(a) = { 2 (arcsin(1/a) + 1/1-1/a?) si a>1

Notar que N(a) esta definida s6lo para a > 0, decreciendo para a > 1
y ademds satisface 0 < N(a) < 1. Una 6rbita periddica del primer
armonico correspondiente a (a,,w) es estable (inestable) si [Llibre y
Ponce, 1996]

(19) L Im(W ()]s > 0(< 0)

De aqui que, observando el signo de la parte imaginaria de la funcién
de transferencia W (p) en los puntos de interseccién dados por (16),
se puede establecer la estabilidad de la 6érbita periédica del primer
armoénico.

Observacién 3.1.2 Cuando obtenemos una orbita periddica PA esta
no necesariamente corresponde a una auténtica orbita periddica. Si las
armonicas superiores generadas por el elemento no lineal se atenuan

11
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suficientemente por los elementos lineales, de manera que en la salida
sélamente es significativa la componente de la armdnica fundamental,
entonces el Método de la Funcion Descriptora estard prediciendo verda-
deras drbitas periddicas. (ver [Mees & Bergen, 1975; Vidyasagar,1993]).

El Método debe verse como una herramienta 1til para obtener in-
formacion acerca de las posibles soluciones periddicas de un sistema de
ecuaciones diferenciales, que en términos generales es un problema no
resuelto.

4 Principales resultados

En un trabajo reciente, Llibre y Ponce [1996] utilizaron el principio de
balance arménico (PBA) para describir la dindmica de sistemas de con-
trol en dos y tres dimensiones que estan sujetos a retroalimentaciones de
estado con saturacién estabilizantes. En estos trabajos se puede encon-
trar una descripcién completa de bifurcaciones de puntos de equilibrio
y Orbitas periédicas de primer armonico simétricas (con respecto al ori-
gen), encontrandose una gran variedad de comportamientos dindmicos.
Aunque el método del PBA es aproximado y no muy riguroso, es usado
con frecuencia para detectar érbitas periddicas de sistemas no lineales
[Mees, 1981]. En [Aguirre et al., 1997] mostramos que el método del
PBA puede hacer predicciones razonablemente ciertas, en este caso
predicciones acerca de comportamientos asintéticos en sistemas de con-
trol lineales sujetos a retroalimentacién de estado con saturacion de alta
ganancia. Sin embargo, nuestros resultados deben ser vistos como resul-
tados previos al estudio mediante métodos rigurosos de las bifurcaciones
desplegadas por los sistemas de control. Algunos casos especiales de sis-
temas lineales por pedazos, como el modelo del circuito de Chua y otros
sistemas, han sido estudiados usando métodos rigurosos [Chua et al.,
1986; Chua & Tichonicky, 1991; Alvarez & Curiel, 1997]. Estos resulta-
dos sobre la dindmica de tales sistemas fueron obtenidos considerando
mapeos de Poincaré, los cuales usualmente son muy dificiles de obtener
en casos generales.

4.1 Presentacién del problema

Estudiaremos un sistema tridimensional controlable, asi que tomando
en cuenta la observacién sobre formas canénicas en la secciéon 3 y con



PREDICCION DE BIFURCACIONES

la intencién de simplificar las operaciones, consideraremos sistemas de
la forma:

(20) i(t) = Ax(t) + bS(k'2),
donde
0 1 0 0
(21) A= 0 0 1 , b=1 01,
—a3 —az —ai 1

con z € R3, S(u) estd definida por la funcién de saturacién (8) con
u(t) = kTx(t) escogida de tal manera que A + bk’ sea una matriz es-
table. Ya que o(A + bkT) CC~, el origen es un punto de equilibrio
localmente asintéticamente estable de (20). Nuestro principal problema
es estudiar la existencia de soluciones periddicas y las bifurcaciones en
el nimero de 6rbitas periddicas cuando los parametros (ganancias) del
control cambian, pero se conserva la estabilidad del sistema a lazo cer-
rado.

Dado el vector de ganancias del controlador kT = (ag — d3,ag —
da,a; — dy), la condicién para la estabilidad asintética en el origen del
sistema (20) es la siguiente

di,ds,dyds — ds > 0.

Para estudiar la existencia de érbitas periddicas y bifurcaciones en el
numero de orbitas periddicas, proponemos la siguiente parametrizacién:
Sea ¢ un numero positivo, y definamos

(22) d1 = 561, dg = 5262, d3 = 5363

Ahora la condicién de estabilidad en el origen es c¢i,cs,cic0 — ¢cg3 >
0. Obsérvese que el sistema a lazo cerrado permanece estable para
cualquier § > 0. La idea de la J-parametrizacién es la siguiente: si
{A1, A2, A3} son las raices del polinomio estable t3+4c1t2+cat+c3 entonces
los valores propios del sistema a lazo cerrado serdan {dA1, A2, dAg}; de
esta manera sélo consideramos a d como Unico parametro de bifurcacién
v los valores propios a lazo cerrado se localizan en el semiplano izquierdo
del plano complejo y tienen valor absoluto muy grande cuando J es
grande. Una parametrizacién con esta propiedad se dice que es una
parametrizacion de alta ganancia.

13



14 BALTAZAR AGUIRRE HERNANDEZ

4.2 Informacién del Método de Balance del Primer Armo-
nico en Sistemas tridimensionales

En [Llibre and Ponce, 1996] se estudio el sistema (20) para el caso
de tres dimensiones y se aplicé el método de la funcién descriptora
para obtener el diagrama de bifurcacién para la ecuacién (9). Aqui,
nosotros obtendremos también informacién acerca del sistema (20) y
ademas incluiremos un estudio de las érbitas periddicas no simétricas,
las cuales no fueron consideradas en [Llibre and Ponce, 1996].

Cuando las funciones u(t) = o + asinwt y S(u(t)) = Bo + S1 sinwt
se reemplazan en (20), se obtiene la siguiente ecuacién

a3 d? d
Fx; + al% + GQ% + azx1 = By + 1 sinwt.

Resolviendo esta ecuacion, tenemos
x1(t) = 'g—g + By sinwt + Bg coswt
xo(t) = Biw cos wt — Bow sin wt
r3(t) = —Biw?sinwt — Bow? coswt

—Bwlaz — w?]

az — a1w?)? 4+ w?[ag — w?

Bilaz — a1w?]
B, = By =
" Jas — a1 + w?fag — w2]2y 7

3"

Entonces, si ag no es cero, las coordenadas de la solucién (x1(t), z2(t), z3(t))
satisfacen las siguientes relaciones

_Boy2 2
(a1~ 20) N 73 .
7 257
(az—ajw?)2+w?(w2—ay)? (ag—a1w?)2+w? (w2 —ay)?
2 2
(23) T + Z3 -1
w2f3% w4ﬁf -
(a3—a1w?)2+w(wl=az)?  (az—ajw?)Z+eZ(w?—ag)?
— 2 Bo
Ty = —Ww (x1—£>.

Por tanto, las érbitas periddicas del primer arménico son elipses en el
espacio 3-dimensional.
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Para el estudio de dérbitas periddicas simétricas, de la ecuacién (16)
obtenemos

1+ W(iw) =1— € (—o00,0].

1
N(a)
Veremos en la siguiente secciéon que los casos cq,c4 y €g no propor-
cionan Orbitas periddicas simétricas. Asi que para el estudio de estas
6rbitas y considerando los casos cz,c3 y c¢s, de la ecuacién (13) y la
Proposicién A.4 (en el Apéndice) obtenemos que
1

G(a, ap)

Si s no es un valor propio de A, entonces se satisface la identidad

1+ W(iw)=1-— € (—o0,0].

_det(A+bcT —sI)
1+ W(s) = det(a—s)

Entonces podemos escribir 1 4+ W (iw) = r, r <0, es decir

—iw3 — d1w2 + dg’iw + d3
—iw3 — a1w? + agiw + az’

14+ W(iw) =

lo cual implica

ds — dyw? = (as — a1w2) r,
(24) dy — w? = (ag — w?) r.

Resolviendo, r y w deben ser las raices de los siguientes polinomios

(25) (CL1 — dl)w4 + (dg —ag +diag — aldg)w2 + agdo — asds = 0,

(26) (a1a2 — a3)7"2 + (ag +d3 — asdy — aldg)T’ + didy — d3 = 0.

De esta manera, en caso de existir érbitas periédicas PA, entonces
éstas estaran asociadas a las soluciones de (25) y (26). De modo que las
siguientes parejas (r,w?), estdn asociadas a las soluciones (a,w,aq) de
(12) y (13) (o (16) cuando oy = 0).

T+ =
—az—ds+azdi+arda+y/(—az—ds+azdi+a1d2)?—4(araz—as)(d1da—ds3)
2(a1a2—a3)
(27)
W2 =
a3—d3—d1a2+d2a1—\/(a3—d3—d1a2+d2a1)2—4(a1 —d1)(azd2—a2d3)

Q(al—dl)
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r_ =

—az—ds+azdi+ardo—+/(—az—ds+azdi+aid2)?—4(araz—as)(d1d2—ds)
2(a1a2—as3)

2 _
OJ+ =
az—ds—diaz+daar++/(as—ds—diaz+daar)2—4(a1 —d1 ) (asdz—azds)
2(a1—d1)

Observacion 4.2.1 La primera consecuencia es que el sistema (20)
tiene a lo mds dos drbitas periddicas simétricas PA .

4.3 No existencia de orbitas peridodicas PA no simétricas

En la seccién 3, dividimos a las funciones F(a,ap) y G(a,ap) en 6
casos(ver también el apéndice). En los siguientes resultados, descarta-

mos algunos casos donde no pueden existir érbitas periédicas PA no
simétricas.

Proposicion 4.3.1 Para las condiciones ¢1, ¢4 Y cg no existen drbitas
periddicas no simétricas del primer armonico.

Demostracién: Para c; las ecuaciones (12)-(13) corresponden a
ag+W(0) =0y 1=0.Para cg corresponden a oy — W (0) =0y 1 = 0.
En c4 las ecuaciones son ag+ W (0)ag =0y 1+ W (iw) = 0. Ya que oy
# 0, entonces 1 + W (0) = 0, pero por otra parte,

(0)° +d1(0)* +d2(0) +d3  d3 20
(0)3 +a1(0)2 + az(0) + a3z az "

De aqui que para estos tres casos, no existan érbitas periodicas no
simétricas del primer arménico.0

1+ W(0) =

Proposicion 4.3.2 Sea A la matriz a lazo abierto definida como en
(21). Sias > 0, entonces no existen orbitas periddicas no simétricas del
primer armonico.

Demostracién: Ya que W(0) = dSa;Sa?’, de (12) tenemos que
oo + dSC;)%F(a,ao) = 0. De aqui que d3 = —as (% - 1). Como

ag >0y % — 1 > 0 (ver proposicién 5.2.2), se sigue que ds < 0.

Esto es una contradiccién a la condicién de estabilizacién dg > 0.0
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El resultado en la proposicién 4.3.2 es muy 1til ya que propor-
ciona un criterio para la no existencia de oOrbitas periédicas PA no
simétricas en términos de la matriz A. Més especificamente, en términos
del det(A) = —as. El resultado es que una condicién necesaria para la
existencia de drbitas periédicas PA no simétricas es que det(A4) > 0.
Tal condicién puede reescribirse como que la matriz A debe tener un
ntmero par de valores propios con parte real negativa.

Corolario 4.3.3 Considérese el sistema de control tridimensional (20)
escrito en la forma candnica (21) con det(A) # 0. Sea ns(A) el nimero
de eigenvalores de la matriz A con parte real negativa. Entonces no
pueden existir orbitas periodicas PA no simétricas si ng(A) =3 (el sis-
tema no controlado es asintéticamente estable) o ns(A) =1 (el sistema
no controlado tiene dos eigenvalores inestables).

Como una consecuencia del resultado anterior, las érbitas periddicas
PA no simétricas pueden existir sdlamente si ny = 0 o si ng = 2. De
aqui en adelante sélo consideraremos el caso ng = 0, es decir, cuando
todos los eigenvalores de A tienen parte real positiva.

4.4 Colapso de las orbitas periédicas simétricas PA

En [Sudrez et al, 1995] se mostré que si el sistema a lazo abierto tiene
todos sus eigenvalores con parte real estrictamente positiva (matriz es-
trictamente inestable), entonces la regién de atraccién es acotada y
homeomérfica a la bola n-dimensional (a la bola 3-dimensional en este
caso). Sobre la frontera de la RA hay 2 puntos de equilibrio, los cuales
son repulsores. En esta seccion predecimos la existencia de ciclos limite
sobre la frontera de la RA del origen. Este es un resultado intuitivo ya
que la frontera es homeomérfica a la esfera y los puntos de equilibrio
sobre la frontera son repulsores.

Sea (r(d),w(0)) definida como en (27). Considérense sus coorde-
nadas como funciones de § y definanse las funciones

) = (a3 — @ (0))? +w2(0)((0) - ax)
)= |5 ()]

Nw?(§
90) = T
h(s) = 2O)

17
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No es dificil ver que se satisfacen las siguientes relaciones

7 T90 9@ )

Ahora obsérvese que las ecuaciones (25) y (26) tienen el mismo dis-
criminante

T y? Yy z
4]

(a3 + d3 — asdy — a1d2)2 — 4(@10,2 — a3>(d1d2 — d3).

Proposicion 4.4.1 Sea A la matriz a lazo abierto definida como en
(21). Si A es antiestable, es decir que ay, ag,ajaz —az < 0 entonces
existe solo una orbita periodica simétrica del primer armdnico determi-
nada por la pareja (r,w?) definida en (27).

Demostraciéon: De las desigualdades a1, a3, a1a2 — ag < 0 tenemos
que —4(ajaz — ag)(dide — d3) > 0, lo cual implica
|a3 + ds — asdy — a1d2| <

\/(ag +dg — asdy — a1d2)2 — 4(&10,2 — a3)(d1d2 — d3).

De aqui que las raices de (26) tengan diferente signo y la raiz r que

satisface r < 0 estd definida por (27). Obsérvese que el signo positivo

del discriminante de (26) implica la existencia de una drbita periédica
simétrica del primer armonico.0

Ahora considérese la parametrizacién (22). Como vimos en la Propo-
sicién 4.4.1, existe una y sélo una r < 0 (de aqui que una y sélo una w?)
determinada por (27). También para esta parametrizacién especial r y
w? estan dadas por

—a3—0353+a2015+a1c252+\/(—a3—0353+a201§+a10252)2—4(a1a2—a3)(6162—63)53

Ty = 2(a1a2—a3)
2 a3—63§3—a2015+a10252—\/(a3—0363—azcl6+a16262)2—4(a1—616)(a36252—a20353)
w_ = 2(a1—c16) ’
(29)

De (29) y la proposicién 5.3.1 se sigue que 5lim r(6) =1-2 (o
— 00

lim W(iw_(§) = lim r;(0) — 1 — =22). De aqui que obtengamos el

§—00 d—00 3

siguiente teorema.
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Teorema 4.4.2 Consideremos el sistema a lazo cerrado (20) escrito en
la forma candnica (21), con A antiestable. La unica orbita periddica
simétrica PA determinada por la proposicion 4.4.1 tiene el siguiente
comportamiento asintotico:

a) Cuando § — o0, la drbita peridodica siméltrica PA se colapsa al
origen.

b) La orbita simétrica PA determinada en la proposicion 4.4.1 es
inestable.

Demostraciéon: La érbita peridédica interna se colapsa al origen si
£(9),9(0),h(6) — 0 cuando 6 — co. Sean a,w_ las soluciones a (16)

correspondientes al par (27), entonces a = N~ ! (ﬁ) o equivalente-

mente N(a) = ﬁ. Calculando el siguiente limite: limg_,oo 74(5) —

—(01%73_03) (proposicién 5.3.1) tenemos que lim 500 N(a) — ;2. Asf
que
2 2
c c
lim a’N?%(a) = {N_l (3” (3> .
d—00 C1C2 C1C2
. . w2 (8) ey < o
Por otra parte se tiene que lims 0o —52= = = (proposicién 5.3.1)

implica que lims_,o.w? (§) = oo. Finalmente, observando que ¢(d) es un
polinomio de grado 3 en la variable w? (§) obtenemos:

) ) aQNQ(a)
Jm f(0) = fim — 5= =0,
) . a’N?%*(a)w? (6)
5113.109(5) = q(6) =0
, . a’?N*(a)w? (6)
51520 h(d) = algrolo q(6) =0

b) Consideremos las siguientes funciones: t(w) = (a3 — ajw?)? +
w?(ag—w?)? y s(w) = azdy —asds+(d3 —asz+asdy —ayds)w?+ (a1 —dy )w.
Del lema 2.2.1 tenemos

19
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Obsérvese que si a,w es una solucién de (16), entonces ImW (iw) = 0,
es decir, s(w) = 0. Denotemos por w? = w? a la raiz de (25) corres-
pondiente al par (27) y por w? = w? a la raiz correspondiente a (28) .
Entonces, s(w) = (a1 — dq)(w? — w?)(w? —w?). Asi que

(wo) = (a1 — )2 (w2 — ) ¥ (i) = (a1 — do) 2wy (02— w2).
Primero considérese que

[ws'(w) + s(w)]t(w) — ws(w)t' (w)
t3(w)

d
%ImW(iw) =

evaluando en wq resulta

d ) Cwos(wo)t(wo)  wos(wo)
%ImW(zw)\w_ = () = )

Ya que t(w—) > 0, obtenemos
d
sign @ImW(iw) lw=w_ | = sign[s'(w_)].
Obsérvese que la ultima igualdad implica que la estabilidad de la érbita

interna estd determinada por s'(w_). Por otra parte, de (27) y (28)
obtenemos

9 2 \/(ag —dg —dias + d2a1)2 — 4(CL1 — d1)<a3d2 — agdg)
w_ — UJ+ = — ag — dl .

De aqui que

s’(w_) = —2w_ \/(ag —dg —dias + d2a1)2 — 4(@1 — dl)(ang — aqds < 0,

lo cual implica que la érbita peridédica simétrica PA es inestable.O

Los resultados de esta seccién implican las siguientes observaciones.

Observacién 4.4.3 Las retroalimentaciones de estado de alta ganan-
cia se usan principalmente para rechazar perturbaciones [Morari and
Zafiriou, 1989]. En nuestro caso, § mds grande rechaza perturbaciones
mas grandes. El teorema 4.4.2 prueba que las orbitas periddicas PA se
colapsan al origen. Entonces la informacion de primer armdnico parece
indicar que el conjunto de puntos que pueden ser llevados al origen
decrece cuando el sistema estd sujeto a una retroalimentacion de alta
ganancia, y tiende a ser sélo el origen cuando § es incrementa. Por lo
tanto, para sistemas con entradas acotadas, el rechazo de perturbaciones
grandes implica la reduccion de la RA del origen.
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4.5 Posible rompimiento de una orbita simétrica

Como una diferencia de los sistemas estables a lazo abierto, para los
sistemas estrictamente inestables a lazo abierto pueden existir al menos
dos érbitas periddicas no simétricas PA cuando se satisface que —1 <
% < 17% < 1 (c3). En esta seccién, ademds, se muestran ev-
idencias de una bifurcacién de rompimiento de érbitas simétricas, es
decir, bifurcaciones donde una érbita periédica simétrica (con respecto
al origen) se rompe en 2 o més 6rbitas periédicas no simétricas. Para la
condicién cg obsérvese que es suficiente considerar ag > 0, a > 1+ g ya
que F(a,—ag) = —F(a,ap) y G(a,ap) = G(a, —ayp). En otras palabras,
la simetria del retrato fase reduce el problema a encontrar una solucién
que satisface ag,a > 0, de manera que tanto u(t) = ag + asinwt como
u(t) = —ap+asinwt determinan érbitas peridédicas del primer arménico.
Para estudiar las orbitas periédicas no simétricas del primer armonico
necesitamos encontrar las soluciones (a,w, o) de (13), es decir

1

1+W(iw):17m

€ (—00,0).
De aqui que sea necesario resolver 1+ W (iw) =r, r < 0.

Las siguientes definiciones y lemas nos seran utiles para demostrar
la existencia de d6rbitas peridédicas no simétricas PA. Para a9 > 0,a >
1 + o definimos las funciones

pla, a0) = = (%;)1/3 (F(g,oao) - 1)1/37

H(CL, Oé()) =1+ [T"r(p(aa Oé())) - 1]G(CL, aO)'

(30)

Nétese que p(a,ap)) > 0, ya que az < 0,ds > 0y % —-1>0
(ver Proposicién 5.2.2). La prueba del siguiente lema es inmediata.

Lema 4.5.1 El par (a,ay) es una solucion a (12) si y sdlo si § =
p(@, a).

Lema 4.5.2 Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (21). Si
A es estrictamente inestable (todos sus eigenvalores tienen parte real
positiva) y g es suficientemente pequena, entonces eziste a tal que a >
1+ a0 y H(a,ap) =0.

21
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Demostracién: Dado ag > 0, la proposicion 5.2.4 implica que
limg 00 F(a,ap) = 0y lim, o0 G(a, ap) = 0.

Entonces % — o0y pla,ap) — oo cuando a — oo, y por lo tanto
ci1co

r+(p(a,a0)) = 1 — €2 cuando a — co. De aquif que
. B ST T
Jim H(a,op) =1+ [——Cg 1(0) =1. (%)
Ahora analicemos H(ap+1, ag) = 1+[r+(p(ao+1, ap)) —1]G(ap+1, ap).
Por la proposition 5.3.1, G(ag + 1,a0) — 1y m — 1 cuando
ap — 0. Entonces p(a,ap) — 0 cuando a9 — 0. Ademds, r(J) —

—ala‘f_% cuando § — 0. De aqui que
hmao%o H(a0+1,a0) = 1+[* a3 *1](1) =2 < 0. (**)

aja2—as ajazs—as
Como consecuencia de (%) y (xx) y la continuidad de H se tiene que

existe a > 1 + ag tal que H(a,ap) =0 .0

Definicién 4.5.3 Sea €1 > 0 tal que para toda oy € (0,e1), existe
a > 14 ag que satisface H(a,an) = 0. Definimos el conjunto R, como
stque:

R., ={(a,ap) : ap € (0,€1), y a satisface que a > 1+ ag y

H(a,ap) = 0}.
Nétese que por el lema anterior, R., # (. En el siguiente teorema
mostraremos que si ny = 0, entonces el sistema de control (20) ex-

hibe orbitas periddicas PA no simétricas para ciertos valores de § > 0.
Esta informacién puede verse como una evidencia de una bifurcacién de
rompimiento de érbitas simétricas.

Teorema 4.5.4 Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (21).
Si A es estrictamente inestable (todos sus eigenvalores tienen parte real
positiva), se satisfacen las siguientes propiedades si los nimeros a, g
satisfacen —1 < =190 < 1200 7 (cg):

a) Para todo § € R = {p(a, ) : (a,) € Re,} existen al menos dos
orbitas periddicas no simétricas PA.

b) Para § suficientemente pequenio o suficientemente grande no exis-
ten orbitas periddicas no simétricas PA.

Demostracién: a). Tomemos 0* € R. Entonces 0* = p(a*, o) y
afy € (0,e1). Ademds, a* satisface a* > 1+ of y H(a*, o) = 0. De aqui
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que 1+ [r1(p(a*, af)) — 1]G(a*, af) = 0. Como §* = p(a*, af) se tiene
que 1+ [ry(0*) —1]G(a*, o). Si escogemos w* = w_(d*) obtenemos que
(a*, af, w*) satisface la ecuacién (13). Por otra parte, la ecuacién (12)
se satisface ya que 6" = p(a*, af).

b). Primero probaremos que si ¢ es suficientemente pequeno, en-
tonces no existen Orbitas periddicas no simétricas del primer armonico.
Si la ecuacién (12) se satisface, entonces 0 = p(a, o) para alguna pareja
(a, ). Sea H(a,op) como fue definida anteriormente. Veremos que
H(a,ap) # 0 cuando 6 — 0. Usando la proposicién 5.2.5 obtenemos
lims_,o H(a, ap) =limy,—0,0-11 + [r+(p(a, ap)) — 1]G(a, ap)

=4 (.
De aqui que la ecuaciaélr(iz( 1a33) no se satisface cuando ¢ es suficientemente
pequeno y, por lo tanto, no hay orbitas periédicas no simétricas del
primer armonico.

Ahora probaremos que si § es suficientemente grande, entonces no
existen orbitas peridédicas no simétricas del primer arménico. Usando la
proposicién 5.2.6, G(a, o) es decreciente con respecto a «ayp, asi que
G(a,ap) < G(a,0) = N(a), donde N (a) es la funcién descriptora. Sabe-
mos que N(a) — 0 cuando a — oo y G(a, ag) € (0,1) (ver Proposicién
5.2.3). Recuérdese que lims_,oo W (iw—(d)) = —<L2. Si € > 0, entonces
existen 0. v a. tales que

si 0 > o, entonces ‘W(iw_(5)) + 2 <e

si a > ae, entonces 0 < G(a, o) < G(a,0) < e.

Escogemos € > 0 suficientemente pequeno para garantizar que 1 +
W(iw-)G(a,ap) ~ 1, es decir 1 + W(iw_-)G(a,ap) # 0 para todo
d > ¢, a > ac y para todo agp(ag + 1 < a). Sean

1 1

0= —(‘2—;) : (7r2sin’1 a% - 1) *y 6o = max(d, 6).

Mostraremos que si § > §g, entonces no existen 6rbitas periédicas no
simétricas del primer armonico.

Sean ¢ > 0y v a, o tales que satisfacen (12). Entonces

1 1
0=— (Z—i) ’ (F(L - 1) ?, es decir, %’;353 +1= F(S?CYO).

azao)
Usando la proposicion 5.2.6, el minimo valor de a es
1

Amin = .
Ya que 0 > §y = max(de, d), se tiene que § > J y usando que la funcién
f(z) = ﬁ (2 > 1) es creciente cuando z es suficientemente grande
tenemos

23
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1 1

sin [2(;2;63+1) :| sin [2( _{123”33+1) :|
Entonces a > amin > a.. De aqui que si § > g vy a, g son soluciones de
(12), entonces a > a.. Como § > §y = max(d,, ), entonces § > J.. En
consecuencia, 1+ W (iw_)G(a, ap) # 0y la ecuacién (13) no se satisface
y, por lo tanto, no existen 6rbitas periddicas no simétricas del primer
armonico.0

> = Q.

Observacién 4.5.5 Desde el punto de vista de una aproximacion del
primer armonico, las orbitas que se predijeron en los teoremas 4.4.2 y
4.5.4 se localizan sobre la frontera de la region de atraccion del origen,
Q(0). Cuando 6 — oo, la drbita periodica simétrica PA se contrae al
origen, y ya que tal orbita periddica es inestable, este fendmeno parece
conducir al colapso de la region de atraccion. Por otra parte, podemos
encontrar orbitas periodicas no simétricas PA para valores arbitrari-
amente pequenios de o (teorema 4.5.4.a). De aqui que conjeturamos
que tales orbitas periddicas no simétricas aparecen debido a una bifur-
cacion que consiste en el rompimiento de una orbita simétrica. FEsto
estd basado en el hecho de que para wvalores pequenos y para valores
grandes del pardmetro 6 > 0, el sistema de control tiene una Jrbita
periddica (ésta drbita es la predicha en el teorema 4.4.2), y cuando la
razon de convergencia al origen es aumentada (por el incremento del
valor del pardametro §), la orbita periddica simétrica PA se bifurca para
producir al menos tres orbitas: una orbita periddica simétrica PA mas
dos orbitas periddicas no simétricas PA. Todas estas orbitas estan lo-
calizadas sobre la frontera de la region de atraccion del origen.

4.6 Conclusiones

En éste trabajo usamos el método de balance de primer arménico para
estudiar sistemas de control lineales sujetos a una retroalimentacién de
alta ganancia con saturacion. En particular, describimos la existencia
de 6rbitas periddicas no simétricas desde el punto de vista de una aprox-
imacion de primer armoénico en sistemas tridimensionales. En sistemas
con uno o con tres eigenvalores a lazo abierto con parte real negativa, por
ejemplo, no existen orbitas periédicas no simétricas del primer arménico.
Cuando todos los eigenvalores a lazo abierto tienen parte real positiva
demostramos la presencia de érbitas periédicas no simétricas (de primer
armoénico) para ciertos valores del parametro de alta ganancia. Ya que
tales orbitas no simétricas no existen para valores pequenos ni para val-
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ores grandes del parametro, entonces esto puede interpretarse como una
evidencia de una bifurcaciéon que consiste en el rompimiento de orbitas

simétricas.

5 Apéndice

En este apéndice hemos incluido sin demostracion una lista de resultados

técnicos.

5.1 Calculo de las funciones F(a, ) y G(a, a)

Para calcular F'(a, ap) y G(a, ap) debemos considerar 6 casos diferentes:

cp) o < e < 1, cp) e < —1< e <
C3)—1<%<%<17 C4)717a0< 1<1<1iaa07

Cs)—1<%<1§% y cg)l< 1a0< —ozo.

Lema 5.1.1 El valor de F(a,a0) y G(a,ap) para cada uno de estos

casos son los siguientes:
c1) F(a,a0) =1, G(a,ap) =0.

c2) F(a,a0) = 1(1 4 ag) — 1520

-1 1= ao_

sin 1= O‘O ?
a

Q
2
Gla,a0) = 5+ 5 <sn_11 ag 4 (1—a0) QO) 1 “0)

( 2
Cg) F(a,ao) — l—i;rao Sin_l l—i:lao 1— Oé() Sln_l 1— a0+ 1—‘,—(10
a, /1 - (l=x 2
™ a ’

G(a,ag) 1 -1 1+a0 + -1 1— ao + 1+a0 1+a0

po S n
04) F(a, )
cs) Fla,09) = —1(1—ag) + 1H22)

\_/
[\

ag, Gl(a,ap) =1
1+a0)

S 1+O¢0) % / 1 1+a0
—1 1+a0 1+a0 2
sin + )

ce) Fla,a) =1, G(a,ap) =

Gla, ) = +5 +
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5.2 Resultados Técnicos

Las siguientes proposiciones son tutiles para probar la existencia o no
existencia de Orbitas periddicas no simétricas del primer arménico.

Proposicién 5.2.1 Dada F(a,ap) como en el lema 5.1.1 se cumple lo
stguiente

a) Para c3) tenemos que F(a,ag) >0 y F(a,ap) — ag < 0.

b) Para c3) tenemos que F(a,ap) >0y F(a,ap) —ag <0 st ag > 0,
0o F(a,ap) <0y F(a,ap) —ag >0 si ag < 0.

¢) Para cg) tenemos que F(a,ap) <0 y F(a,ap) —ag > 0.

Se tiene el siguiente corolario a la Proposicién 5.2.1.

Proposicién 5.2.2 Dado F(a,ag) como en el lema 5.1.1 se cumple que

7F(g,0ao) —1>0.

Proposicién 5.2.3 Dado G(a,ag) como en el lema 5.1.1, para cz),
c3) y cs) se cumple que ImG(a, ) = (0,1).

Proposicién 5.2.4 Sean F y G con a y ag que satisfacen cg). En-
tonces
a) Cuando «q es constante se sigue que

1 2 _ 2
lim 2 1—( +a0> _ ¢ 1—(1 ao) =0,
a—00 T a m a

y que limg_,o0 F(a,ap) =0 y limy—,00 G(a, o) = 0.
b) Por otra parte, si ag — 07, entonces G(ag + 1,a0) y m
tienden a 1.

Proposicién 5.2.5 Supongamos ag > 0 y que se cumple c3) y con-

sidérese la funcion p(a, ap) = —(’;—g) 3 (% - 1) 3. 8i§ estd prézimo

al cero entonces ag estd proximo al cero y a esta prorimo al 1.

Proposicién 5.2.6 Sean F(a,o) y G(a,ap) como en 03)

a) Si ag > 0 entonces F(a, o) — O‘OB%OF(G ap) <0y 8a0 < 0.

b) Supongase que la constante N > 0 y los nimeros a y ag satisfacen
que N = F(a R Entonces el valor minimo que puede tomar a es a =

sin W
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Cuando se considera la parametrizacién (22), r y w
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Propiedades asintéticas de r y w?

2 tienen impor-

tantes propiedades asintéticas que pueden obtenerse calculando algunos
limites. Las propiedades a las que nos referimos son las siguientes.

Proposicién 5.3.1 La pareja 1 ,w? definida en (27) satisface:

a) ro(6) = —La2=e)  Lyando § — oo,

b) <

c3

2 (8) c3 do §
57 — o cuando § — oo.
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