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Adoquinado de cuadrados con trominés rectos
y de cubos con tricubos rectos

Francisco Javier Zaragoza Martinez !

Resumen

Sea n un entero positivo. En este articulo se prueba que para todo
cuadrado de lado n (n # 3,5) existe un adoquinado libre de fallas
con trominés rectos. También se prueba que todo cubo de lado n
se puede adoquinar con tricubos rectos. Estos resultados extien-
den los obtenidos por Golomb en 1954 y por Chu y Johnsonbaugh
en 1986.
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1 Introduccion

Considere una cuadricula infinita formada por cuadrados unitarios. Un
conjunto de N (N > 1) cuadrados unitarios tomados de esa cuadricula
tales que son conexos por los lados recibe el nombre de N-ominé. Un
poliomino es un N-ominé para alguna N.

No distinguiremos entre N-ominds congruentes, asi que sélo hay
un l-ominé (llamado monomind), un 2-ominé (llamado domind), dos
3-ominés (llamados tromind lineal y tromind recto), cinco 4-ominés (lla-
mados tetrominds), etc.

Diremos que un M-ominé M se puede adoquinar con el N-omind
N si para cualquier subconjunto V C M, con |V| = M mod N, pode-
mos cubrir todos los cuadrados unitarios en M \ V con exactamente
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Figura 1: Los N-ominés con N < 3

[M/N] poliominds congruentes con el N-ominé N. A una eleccién de V
junto con el respectivo recubrimiento con poliominds N la llamaremos
configuracion.

Es decir, M se puede adoquinar con N si podemos colocar copias
de N de modo que, sin importar donde hayamos elegido los cuadrados
unitarios vacantes V, cada uno de los cuadrados unitarios de M que no
estan en V queda cubierto exactamente una vez por cuadrados unitarios
de alguna copia de N.

A partir de este momento, reduciremos nuestra atencién al caso en
el que M es un cuadrado de lado n (es decir, uno de los n?-ominés) y
N es el trominé recto (al cual llamaremos simplemente tromind). En
este supuesto V| sélo puede tomar los valores 0,1 dependiendo sélo de
si n es un multiplo de 3 o no. Cuando [V| = 1 llamaremos a su tnico
elemento el cuadrado vacante.

Ademss, para simplificar las figuras, cada vez que hayamos mostrado
como adoquinar un M-omind, usaremos libremente la configuracién
correspondiente. Por ejemplo, un rectangulo de 2 x 3, al que llamaremos
bloque, se puede adoquinar como en (a), pero siempre se mostrara como

en (b).

(a) (b)
Figura 2: El bloque de 2 x 3

En 1954 Golomb [5] demostré que todo cuadrado de lado n = 2F se
puede adoquinar con trominés. Notemos que en este caso |V| = 1.

La prueba se sigue por induccién en k: para k = 0 tenemos un
cuadrado de lado 1 que se adoquina de forma trivial (pues en este caso
s6lo aparece el cuadrado vacante). Supongamos que se puede adoquinar
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el cuadrado de lado n = 2F para alguna k > 0. Considere ahora un
cuadrado de lado 2n = 2*+1. Podemos girar este cuadrado de modo
que el cuadrado vacante se encuentre en el cuadrado de lado n = 2 en
la esquina superior izquierda. Entonces podemos adoquinar el cuadrado
de lado 2n con la siguiente construccién:

Figura 3: Adoquinado de un cuadrado de lado 2¢+!

En 1986 Chu y Johnsonbaugh [3] demostraron que todo cuadrado
de lado n tal que n # 5 y n no es miltiplo de 3 se puede adoquinar con
trominds. También demostraron que todo cuadrado de lado n = 6k se
puede adoquinar con trominds.

Se pueden encontrar otros resultados sobre adoquinamiento con po-
liominds congruentes en [4, 6, 7, 8, 9, 10].

La seccién 2 contiene una demostracién de que todo cuadrado de
lado n tal que n # 3,5 se puede adoquinar con trominds (teorema
2.3.7), completando los resultados presentados en [5] y [3]. En esta
misma seccién se introduce el concepto de adoquinado libre de fallas
y se presentan adoquinados libres de fallas para el mismo conjunto de
cuadrados (teorema 2.4.1).

En la seccidon 3 se presenta una generalizacion de la definiciéon de
adoquinado para objetos tridimensionales y se demuestra que todos los
cubos de lado entero se pueden adoquinar con las versiones tridimen-
sionales de los trominds, llamadas tricubos (teorema 3.2.4).

Finalmente, en la seccion 4 se enumeran algunas posibles extensiones
a los resultados obtenidos en el presente trabajo.
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2 Adoquinado de cuadrados

2.1 Cuadrados de lado n <4

Como ya mencionamos anteriormente, el cuadrado de lado 1 se adoquina
de forma trivial. Los adoquinados para cuadrados de lados 2 y 4 se
obtienen de la demostracién de Golomb.

El cuadrado de lado 3 no se puede adoquinar: al menos una de
las cuatro esquinas se tiene que cubrir con un trominé de modo que
cubra al cuadrado central, obligando la posiciéon de un segundo trominé
y dejando sin cubrir tres cuadrados.

|

Figura 4: Cuadrado de lado 3

2.2 Cuadrado de lado n =5

El cuadrado de lado 5 tiene 6 posiciones distintas en las que puede
quedar el cuadrado vacante, salvo simetrias.

1 2 3
4 5
6

Figura 5: Cuadrado de lado 5

Primero presentaremos configuraciones para las posiciones 1,3 y 6.

gli=

Figura 6: Configuraciones 1, 3 y 6 del cuadrado de lado 5
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Cuando el cuadrado vacante estd en la posicién 5 no existe ninguna
configuracién pues la posicién de un trominé queda obligada y después
no se puede cubrir el cuadrado indicado con un *.

| m

Figura 7: La posicién 5

Cuando el cuadrado vacante estd en alguna de las posiciones 2 6
4 entonces la posicién de un trominé queda obligada, de modo que
se cubren los cuatro cuadrados sombreados. Para cubrir el cuadrado
indicado con un * tenemos dos opciones. En la primera, se coloca un
trominé como en (a), lo que hace imposible llenar el cuadrado marcado
con un 7. En la segunda, se colocan bloques como en (b), pero queda
un cuadrado de lado 3 que ya sabemos no se puede adoquinar. Asi que
tampoco existen configuraciones para ninguna de estas dos posiciones.

(a) (b)
Figura 8: Las posiciones 2 y 4

Finalmente, el cuadrado de lado 5 no se puede adoquinar.

2.3 Cuadrados de lado n > 6

Lema 2.3.1 Sea k > 0 un entero tal que se puede adoquinar el cua-
drado de lado 3k + 2, entonces se puede adoquinar el cuadrado de lado
3k + 4.

Demostraciéon: El cuadrado de lado 3k + 4 se puede girar de modo
que el cuadrado vacante quede en el cuadrado de lado 3k + 2 en la
esquina superior izquierda. Por la hipétesis del lema este cuadrado
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se puede adoquinar. El resto del cuadrado de lado 3k + 4 se puede
adoquinar con la configuracién siguiente:

3k+2

s

Figura 9: Configuracion para el cuadrado de lado 3k + 4

Lema 2.3.2 Sea k un natural tal que se puede adoquinar el cuadrado
de lado 3k + 1, entonces se puede adoquinar el cuadrado de lado 3k + 5.

Demostraciéon: El cuadrado de lado 3k + 5 se puede girar de modo
que el cuadrado vacante quede en el cuadrado de lado 3k + 1 en la
esquina superior izquierda. Por la hipdtesis del lema este cuadrado
se puede adoquinar. El resto del cuadrado de lado 3k + 5 se puede
adoquinar con la configuracién siguiente:

3k+1

Figura 10: Configuracién para el cuadrado de lado 3k + 5

La siguiente proposicién aparece en [3]. La demostracién que pre-
sentamos en este articulo es distinta.
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Proposicion 2.3.3 Sea n # 5 un natural que no es maltiplo de 3,
entonces se puede adoquinar el cuadrado de lado n.

Demostraciéon: La prueba se hard por induccién. Los casos n =1, 2
los hemos revisado anteriormente. Comenzando con n = 2 y aplicando
de manera alternada los lemas 2.3.1 y 2.3.2, en ese orden, obtenemos
una prueba para los naturales de la forma n = 6k+2. Para los naturales
de la forma n = 6k 4+ 1 debemos comenzar con n = 7.

El cuadrado de lado 7 tiene 10 posiciones distintas en las que puede
quedar el cuadrado vacante, salvo simetrias. La siguiente figura muestra
configuraciones para todos estos casos:

Figura 11: Cuadrado de lado 7

Note que cada una de las configuraciones anteriores sirve para 3, 4
y 3 de los 10 casos, respectivamente, dejando como cuadrado vacante
cualquiera de los sombreados.

Ahora, comenzando con n = 7 y aplicando de manera alternada
los lemas 2.3.2 y 2.3.1, en ese orden, obtenemos una prueba para los
naturales de la forma n = 6k £+ 1, con n > 7. Con esto terminamos la
prueba. O

A continuacién probaremos que todos los cuadrados de lado n >
3, con n multiplo de 3, se pueden adoquinar. Es mas, mostraremos
configuraciones en las cuales existe un bloque en posicién vertical en la
esquina inferior derecha.

En los siguientes dos lemas supondremos que el cuadrado de lado
menor posee tal bloque y mostraremos una configuracién para el cua-
drado de lado mayor que también incluya un bloque con la caracteristica
pedida, ain cuando no lo digamos explicitamente.

Lema 2.3.4 Si se puede adoquinar el cuadrado de lado 6k, entonces se
puede adoquinar el cuadrado de lado 6k+35.
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Demostraciéon: Tomemos una configuracién para el cuadrado de lado
6k y removamos el bloque de la esquina inferior derecha. La configu-
racién para el cuadrado de lado 6k + 3 se puede terminar como sigue:

6k

gips

Figura 12: Cuadrado de lado 6k + 3

Lema 2.3.5 Si se puede adoquinar el cuadrado de lado 6k —3, entonces
se puede adoquinar el cuadrado de lado 6k.

Demostracién: Tomemos una configuracién para el cuadrado de lado
6k — 3 y removamos el bloque de la esquina inferior derecha. La confi-
guracién para el cuadrado de lado 6k se puede terminar como sigue:

6k-3

i

Figura 13: Cuadrado de lado 6k




Adoquinado de cuadrados con trominds y cubos con tricubos 57

Proposicion 2.3.6 Sea n # 3 un mailtiplo de 3, entonces se puede
adoquinar el cuadrado de lado n.

Demostracion: La prueba se hard por induccién. El cuadrado de
lado 6 se puede adoquinar con la siguiente configuracion, la cual posee
un bloque en posicién vertical en la esquina inferior derechas:

Figura 14: Cuadrado de lado 6

Comenzando con n = 6 y aplicando de forma alternada los lemas
2.3.4 y 2.3.5, en ese orden, obtenemos el resultado. O

Teorema 2.3.7 Sea n # 3,5, entonces se puede adoquinar el cuadrado
de lado n.

Demostracién: Inmediato de las proposiciones 2.3.3 y 2.3.6. O

2.4 Adoquinados libres de fallas

Consideremos un cuadrado de lado entero n y la cuadricula de n x n
que se forma al dividirlo en n? cuadrados unitarios. Esa cuadricula estd
formada por n — 1 segmentos verticales y n — 1 segmentos horizontales
(excluyendo a los 4 lados del cuadrado de lado n). Cada uno de estos
2(n — 1) segmentos recibe el nombre de linea de falla [1, 11, 12].

Diremos que una configuracion es libre de fallas si cada una de las
lineas de falla corta al menos a uno de los trominds de la configura-
cién. En caso contrario diremos que la configuracién tiene una falla en
cada linea de falla que no corte al menos un trominé. Diremos que un
cuadrado tiene un adoquinado libre de fallas si para cualquier eleccién
del conjunto V existe una configuracién libre de fallas.
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Como ejemplo, todas las configuraciones presentadas en la figura 11
para el cuadrado de lado 7 son libres de fallas, sin embargo, la confi-
guracién presentada en la figura 14 para el cuadrado de lado 6 tiene 3
fallas: dos verticales y una horizontal.

A continuacién demostraremos que todos los cuadrados que se pue-
den adoquinar también se pueden adoquinar libres de fallas.

Teorema 2.4.1 Sea n # 3,5, entonces se puede adoquinar libre de
fallas el cuadrado de lado n.

Demostraciéon: Revisemos las demostraciones de los lemas 2.3.1,
2.3.2, 2.3.4 y 2.3.5. Sean m y M las longitudes de los lados de los
cuadrados menor y mayor, respectivamente, referidos en cada uno de
los lemas.

Supongamos que el cuadrado de lado m se puede adoquinar libre de
fallas. Entonces, la configuracién presentada para el cuadrado de lado
M no tiene fallas en las m — 1 lineas de falla horizontales superiores ni
en las m —1 lineas de falla verticales izquierdas. Una inspeccion de cada
configuracién mostrada nos prueba que en las 2(M — m) lineas de falla
restantes tampoco hay fallas.

Por lo tanto, las construcciones mostradas en los cuatro lemas men-
cionados preservan la propiedad de adoquinado libre de fallas. Para ter-
minar la demostracion, basta ver que los adoquinados correspondientes
a los cuadrados de lado 2 y 7 usados en los lemas 2.3.1 y 2.3.2 son libres
de fallas, mientras que en los lemas 2.3.4 y 2.3.5 se requiere mostrar un
nuevo adoquinado libre de fallas para el cuadrado de lado 6.

L
R

|

Figura 15: Adoquinados libres de fallas para n = 6,9



Adoquinado de cuadrados con trominds y cubos con tricubos

Sin embargo, a pesar de que existe un adoquinado libre de fallas para
el cuadrado de lado 6, este no tiene la propiedad de tener un bloque
vertical en la esquina inferior derecha, asi que mostraremos también
un adoquinado libre de fallas para el cuadrado de lado 9 que tenga
un bloque vertical en la esquina inferior derecha, para posteriormente
aplicar los lemas 2.3.5 y 2.3.4, en ese orden, comenzando con n =9. O

3 Adoquinado de cubos

Considere una malla tridimensional infinita formada por cubos unita-
rios. Un conjunto de N (N > 1) cubos unitarios tomados de esa malla
tales que son conexos por las caras recibe el nombre de N-cubo. Un
policubo es un N-cubo para alguna N [2].

No distinguiremos entre N-cubos congruentes, asi que sélo hay un
1-cubo (llamado monocubo), un 2-cubo (llamado dicubo), dos 3-cubos
(lamados tricubo lineal y tricubo recto), seis 4-cubos, etc.

eplE

Figura 16: Los N-cubos con N < 3

A partir de este momento reduciremos nuestra atencion a los policu-
bos que son cubos de lado n (y por lo tanto, n3-cubos) y al tricubo recto
(al cual llamaremos simplemente tricubo).

Diremos que un cubo N de lado n se puede adoquinar con tricubos
si se cumple alguna de las siguientes tres condiciones:

Caso (a) n =0 mod 3 y podemos cubrir todos los cubos unitarios de
N con exactamente n3/3 tricubos,

Caso (b) n =1 mod 3 y podemos cubrir todos los cubos unitarios de
N (excepto uno ubicado en posicién arbitraria) con exactamente
(n® —1)/3 tricubos,

Caso (c) n =2 mod 3 y podemos cubrir todos los cubos unitarios de
N ademds de otro cubo unitario colocado en posicién arbitraria
en la superficie de A (formando ahora un (n?+1)-cubo) con exac-
tamente (n® + 1)/3 tricubos.
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Notemos que en esta ocasién tenemos tres casos: (a) los tricubos
cubren todo el cubo, (b) los tricubos cubren todo el cubo excepto un
cubo unitario, y (c) los tricubos cubren todo el cubo y un cubo unitario
adicional. Recordemos que para los cuadrados so6lo hubo dos casos.

Los conceptos de configuracion y cubo vacante son analogos a los
conceptos de configuracion y cuadrado vacante definidos para los ado-
quinados de cuadrados.

El cubo sobrante es el cubo unitario que se agrega en el caso (c)
mencionado arriba.

3.1 Ejemplos

Como es un poco complicado visualizar un adoquinado tridimensional,
mostraré cierta notacion alternativa a través de algunos ejemplos.

Lo que haremos serd dibujar un cuadrado por cada cada capa de
cubos unitarios en el cubo original (de arriba hacia abajo). En cada
capa la notacién sera la misma que la empleada con trominds, excepto
que los tricubos pueden contener partes en otra capa.

Un A indica que el tricubo continda hacia abajo, un o indica que el
tricubo continia hacia arriba.

Ejemplo 3.1.1 Adoquinado del cubo de lado 2. Como 2 = 2 mod 3
entonces agregaremos un cubo unitario en la superficie del cubo de lado
2. Cualesquiera dos 9-cubos obtenidos de esta forma son congruentes
entre si. Abajo se muestra una configuracion para este policubo.

@ arriba

Ol A

—1 en medio
yAN

"""" abajo

Figura 17: Cubo de lado 2

Ejemplo 3.1.2 Adoquinado del cubo de lado 3. Como 3 = 0 mod 3
entonces debemos adoquinar usando exclusivamente tricubos. Ensegui-
da se muestra una configuracion para este cubo.
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a arriba en medio abajo

A AO] A O O
A O
A Ol A O

Figura 18: Cubo de lado 3

Ejemplo 3.1.3 Adoquinado del cubo de lado 4. Como 4 = 1 mod 3
entonces debemos mostrar configuraciones para cada uno de los cuatro
casos escencialmente distintos que aparecen al eliminar un cubo uni-
tario del interior del cubo de lado 4. En la siguiente figura, el primer
renglon de cuadrados muestra configuraciones para tres de estos casos y
el seqgundo renglon muestra una configuracion para el cuarto caso.

A Al O] al a]O 0|0

(2 %
\—fﬁ A Al O] alalO 0|0

Figura 19: Cubo de lado 4

3.2 Resultado general para cubos

A continuacién demostraremos que todo cubo de lado n se puede ado-
quinar. La prueba estd dividida en tres casos.

Proposicion 3.2.1 Sea n un natural multiplo de 3, entonces se puede
adoquinar el cubo de lado n con tricubos.

Demostracion: Inmediato de que el cubo de lado n se puede dividir
en cubos de lado 3 y de que el cubo de lado 3 se puede adoquinar. O
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Proposicion 3.2.2 Sea n = 1 mod 3, entonces se puede adoquinar el
cubo de lado n con tricubos.

Demostracion: Hagamos n = 3k + 1. La prueba se hard por in-
duccién en k. Para k = 0 es trivial, mientras que para k = 1 se sigue
del ejemplo 3.1.3. Supongamos que se puede adoquinar el cubo de lado
3k+1 (con k > 1), mostraremos que se puede adoquinar el cubo de lado
3(k+1)+1 = 3k+4. En efecto, podemos escoger un cubo de lado 3k+1
con un vértice comtun al cubo de lado 3k + 4 tal que contenga al cubo
vacante. Por la hipdtesis de induccién este cubo se puede adoquinar y
sélo falta ver que el resto del cubo de lado 3k 4 4 también se puede
adoquinar. Esta parte se puede dividir en 7 piezas:

e Tres de la clase A, cada una es un prisma rectangular de 3k x 3k x 3.

e Tres de la clase B, cada una es un prisma de altura k cuya base
es un cuadrado de lado 4 al que le falta un cuadrado unitario en
una esquina.

e Una de la clase C, que es un cubo de lado 4 al que le falta un cubo
unitario en una esquina.

Clase A Clase B Clase C
Figura 20: Piezas en las que se divide el cubo de lado 3k + 4

Cada una de estas piezas se puede adoquinar: la A porque se puede
dividir en cubos de lado 3, la B porque se obtiene pegando cuadrados
de lado 4 y la C porque es un cubo de lado 4. Finalmente, el cubo de
lado 3k + 4 también se puede adoquinar. O

Proposicion 3.2.3 Sea n = 2 mod 3, entonces se puede adoquinar el
cubo de lado n con tricubos.

Demostracién: Hagamos n = 3k + 2. La prueba se hard por in-
duccién en k. Para k = 0 se sigue del ejemplo 3.1.1. Para k = 1
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(n = 5) tenemos seis casos. No mostraré las configuraciones respecti-
vas, pero existen. Supongamos que se puede adoquinar el cubo de lado
3k + 2 (con k > 1), mostraremos que se puede adoquinar el cubo de
lado 3(k + 1) + 2 = 3k + 5. En efecto, podemos escoger un cubo de
lado 3k 4+ 2 con un vértice comun al cubo de lado 3k + 5 tal que sea
adyacente al cubo sobrante. Por la hipdtesis de induccién este cubo se
puede adoquinar y sélo falta ver que el resto del cubo de lado 3k + 5
también se puede adoquinar. Esta parte se puede dividir en 7 piezas:

e Tres de la clase A, cada una es un prisma de altura 3 cuya base
es un cuadrado de lado 3k + 2 al que le falta un cuadrado de lado
2 en una esquina.

e Tres de la clase B, cada una es un prisma rectangular de 3 x 3 x 3k.

e Una de la clase C, que es un cubo de lado 5 al que le falta un cubo
de lado 2 en una esquina.

Clase A Clase B Clase C
Figura 21: Piezas en las que se divide el cubo de lado 3k + 5

Cada una de estas piezas se puede adoquinar: la A porque se puede
dividir en cubos de lado 3 y bloques de 3 x 2 x 1, la B porque se puede
dividir en cubos de lado 3 y la C porque es el siguiente cubo de lado 5
al que se le ha quitado un cubo de lado 2:

A ]a o] ©

>

O A

NEEE

A O

Figura 22: Cubo de lado 5 sin un cubo de lado 2

Finalmente, el cubo de lado 3k + 5 también se puede adoquinar. O
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Teorema 3.2.4 Para todo natural n se puede adoquinar el cubo de lado
n con tricubos.

Demostracién: Se sigue de las proposiciones 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3. O

4 Posibles extensiones

El problema de adoquinado de cuadrados ha quedado completamente
resuelto. Ahora podemos preguntarnos cudles rectangulos de lados en-
teros se pueden adoquinar y para cudles de ellos existen adoquinados
libres de fallas. La primera pregunta aparece en [3].

En el problema de adoquinado de cubos aun falta por responder
para cudles cubos existen adoquinados libres de fallas. Por otra parte,
también podemos preguntarnos cudles prismas rectangulares de lados
enteros se pueden adoquinar.
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