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EL TEOREMA DE VAN KAMPEN Y
APLICACIONES

EDUARDO GONZALEZ ! JESUS GONZALEZ 2

Resumen

En este articulo revisamos una generalizacién del teorema clésico
de Van Kampen y, mediante el uso de la teoria de espacios re-
cubridores, analizamos aplicaciones a la teoria de grupos libres no
abelianos.
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1 Introduccion

Un problema bésico de la matemética moderna es el calcular el grupo
fundamental asociado a un espacio topolégico dado. El Teorema de Van
Kampen ofrece una alternativa de su cédlculo a través del producto amal-
gamado de los grupos fundamentales de los elementos de una cubierta
adecuada del espacio. Este es justamente el caso cuando tomamos la
unién en un punto de una cantidad arbitraria de circulos.

En su tratamiento clasico dicho teorema tiene leves restricciones so-
bre la cantidad de subespacios que se usan para el calculo del grupo
fundamental del espacio mayor. La generalizacién que se expone en
este articulo (Teorema 2.2.1), radica en la necesidad de extender la can-
tidad de subespacios que se pueden ocupar, e imponer las restricciones
necesarias en ellos. El resultado es bien conocido por los expertos, pero
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hasta donde los autores saben, no se cuenta con bibliografia para la
version que proponemos. Por otra parte, las condiciones impuestas en
la generalizacién hecha por Massey [7] son algo més elaboradas que las
nuestras. La demostracién de nuestra versién estd basada en la de-
mostracién clasica anterior a la de Massey, primeramente exhibida en
[1]. La prueba expuesta en este articulo es accesible para cualquier es-
tudiante de licenciatura con conocimientos en teoria de homotopia. Es
bueno senialar que una prueba alternativa al teorema original, probado
por H. Seifert [8] y luego por E. R. Van Kampen [10], se puede encontrar
en [4], donde la demostracién se da como caso particular de resultados
generales sobre espacios recubridores universales.

Los resultados expuestos en este articulo tienen consecuencias en la
extructura de los subgrupos de un grupo libre no abeliano. Por ejemplo,
es facil construir un par de grupos libres H y G de forma que H sea
subgrupo de G con indice m arbitrario; lo interesante es que bajo estas
condiciones, el rango de H queda completamente determinado por m
de acuerdo al siguiente

Teorema 1.1.1 Sea F' un grupo libre en n generadores, y sea H un
subgrupo de F con indice [F : H] = m, entonces H es libre en m(n —
1) + 1 generadores.

El resultado anterior es probado en el texto cldsico de Kurosh [5],
donde la demostracién depende tinicamente de herramienta algebraica
convencional, que requiere de habilidad en calculos y de un gran desar-
rollo. Nosotros deduciremos el teorema anterior en la Seccion 3 a partir
de la correspondencia existente entre los subgrupos de un grupo libre y
subespacios recubridores de un complejos celular unidimensional. Esta
demostracién esta basada en la que aparece en [9)].

2 Teorema de Van Kampen

Antes de enunciar el teorema, hagamos una disgresién sobre el producto
amalgamado de grupos.

2.1 Grupos y Amalgamas

Sea H una familia de grupos y para cada pareja (H, H') de elementos en
H con H # H' supongase dados un grupo Gy g y un homomorfismo
fam » Gap — H, tales que Gg,gr = Gg/ g. Sea F' el grupo libre
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generado por la unién disjunta | |54 H y fijémonos en el conjunto
R={(zy)y el eF:z,yec H HeH}U{fan(9) (farulg)":
g € Gup,H,H € H}. Aqui la operacién de cada H € H se denota
por yuxtaposicion, mientras que la multiplicacién en F' la indicamos
mediante un punto. De esta manera, el producto xy en la definicién de
R se realiza en el correspondiente grupo H y el resultado se opera en F
con los inversos (en F) de z y y. En vista de esto, es irrelevante si el
inverso de fr p(g) se toma en H o en F.

Definicion 2.1.1 Definimos el producto amalgamado de H segun la fa-
milia F de grupos G g, g y homomorfismos fy g como xrH = F/N(R)
donde N(R) es el grupo normal mds pequeno que contiene a R. En al-
gunos casos, por simplicidad sélo se escribird xH en vez de la notacion
anterior.

Nota 2.1.2 Observe que entre las relaciones que se imponen al grupo
libre F', estan aquellas que garantizan que cada composicién gy : H —
F — F/N(R) sean morfismos de grupos. Mds aun, las dos maneras de
tomar elementos de Gy g a H y H' via las funciones fg g v fu.m
coinciden en el producto amalgamado, es decir el diagrama

H

GH,u *H
fH’,H /
/

H

es conmutativo.

Nota 2.1.3 En caso de que los G, g sean triviales, todos los morfismos
fu,r deben serlo también. Por tanto, el segundo tipo de relaciones
impuestas al grupo libre en la Definicién 2.1.1 son triviales y asi la
amalgama de los grupos H coincide con su producto categérico [6]. En
cualquier caso, si cada grupo H tiene como generador al conjunto Xg,
podemos cambiar F en la Definicién 2.1.1 por el grupo libre generado

por la unién disjunta | | Xp. En particular, |J gg(Xpy) genera a xH.
HeH HeH

El producto amalgamado cumple la siguiente propiedad universal.
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Teorema 2.1.4 Supongamos que hyg : H — G es un homomorfismo de
grupos para cada H € H, y ellos son tales que hy° fru = hg° fu o,
entonces existe un unico homomorfismo h : xH — G tal que h° g = hy
para cada H € H; es decir, h completa el diagrama

H hir
V N
*H h G
m /
H’ hyp

haciendolo conmutativo para cualesquiera H, H' € H.

/

Gu,m

A

Demostracién: Definamos b’ : F' — G en generadores por b/'|g = hy
para todo H € H. Si (zy) -y ' -27! € R, entonces I ((zy) -y~ ' -
a1t = W (xy)h (y) W (@) = gu(zy)gu(y) " gu(x)™" = 1. Ademds
W(faw(9) - furm(9)™) = ha(fun(9)) - ha(faru(g))™" = 1, para
todo g € Gg,g. De esta manera, las relaciones que definen al producto
amalgamado estdn contenidas en el niicleo de I/, que por tanto pasa al
cociente determinando un Unico homomorfismo h : *H — G, que por
construccién satisface h° gy = hy. O

Corolario 2.1.5 Si cualquier elemento x € G puede ser escrito de la
forma x = x1---x, con xs = hp,(as) para algin as € Hg, Hs € H
(1 < s<k), entonces h es suprayectiva.

Demostracién: La relacién h(gg, (a1) -+ gm, (ak)) = 1+ -z = T es
valida bajo estas condiciones y con ello se tiene el resultado. ]

2.2 El Teorema

Analicemos el caso de interés topoldégico. Sea X un espacio topoldgico
y A = {X4}aes una cubierta abierta de X, con indices en un conjunto
J. Supongamos que g € [|yecs Xo- Tenemos naturalmente la familia
de grupos dada por H = {m1(Xa,Z0)}acs. Para cada pareja o, € J,
a # 3, consideremos el grupo 7 (X, N Xg,20) y el morfismo natural
fap: m(XaNXg,x9) = m1(Xa, zo) inducido por la inclusién. Notemos
que bajo las condiciones anteriores podemos tomar el producto amalga-
mado *H seguin la Definicién 2.1.1. La relacion existente entre el grupo
fundamental de X y el producto amalgamado anterior la da el siguiente
resultado.
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Teorema 2.2.1 (Van Kampen) Con la notacion anterior, si la inter-
seccion de cada cuatro (o menos) espacios de la cubierta A es un sub-
espacio arco conexo de X, entonces existe un isomorfismo

71 (X, mo) =~ *H.

Demostracién: Tomemos los homomorfismos hy : 71 (Xa, o) —
m1 (X, zp) inducidos por las inclusiones. Por el Teorema 2.1.4 existe
un unico morfismo

h:*«H — m (X, x0).

Demostraremos que h es de hecho un isomorfismo.

a) Epimorfismo. Sea p € m1(X,xp) con p: I — X un lazo basado
en xg, I = [0,1]. Un cubierta de I estd dada por {p~1(Xs)}aes. Al
ser I un espacio métrico compacto podemos tomar un e—nitmero de
Lebesgue para esta cubierta. Seleccionemos ntmeros 0 = {5 < f; <
... < ¥, =1 tales que ¢; — ¢;_1 < e, entonces para cada i = 1,...,n
existe o € I para el cual se cumple p([¢;_1,¢;]) C Xq,. Tomemos curvas
¢ I — Xo, N Xq,, con ¢;(0) = x0,¢i(1) = p(4;) , para 0 < i < n,
V o = qn = xo las curvas constantes. Ahora podemos definir la curva
pi : I — X dada por p;(t) = p(¢; + t(£i11 — ¢;)), es decir la restriccién
p‘[gi7gi 1]+ Asi pues, si denotamos el producto clésico de las curvas p y ¢
por q-p, entendiendo que primero recorremos a p y luego a g, obtenemos

D=Dn1- D0~y Pl Gt Q P2 D1 QLG Do Qo

v 5 -ps_1-qs_1 representa un elemento de 71 (X, , o). Por el Corolario
2.1.5, la suprayectividad de h es inmediata.

b) Monomorfismo. Si un elemento p,, - --p; del producto amalga-
mado estd en el nicleo de h, con p; € m(Xq,, o), entonces existe una
homotopia H : I x I — X en X del producto p;, - pm—1 - - - p1 al camino
trivial constante xg. Veamos que D,,---p; = 1 en el producto amal-
gamado. Eligiendo un e-ntimero de Lebesgue para la cubierta abierta
{H Y(X4)}aes de I x I, podemos encontrar como en la parte a), un
ntumero n € N tal que para 0 < 4,j < n la imagen bajo H de

i i1 Zj+1]

Ci‘ = |— X
= o x (2,2
estd contenida en X, ;, para algin «; ; € J. Entendiendo la reparame-
trizacion necesaria, definimos las curvas p; j, i j : I — Xq, ; por

pig = Hlp ey
%i = Hlgyzmy

n



42 EDUARDO GONZALEZ y JESUS GONZALEZ

Note que las curvas anteriores no necesariamente son basadas en xg.
Para cada vértice H (5,5) tomemos una curva r;; de tal vértice a
zo, cuya imagen esté en cada (a lo mds 4) X, al cual pertenezca
H(:, 5) Lo anterior es posible gracias a que dichas intersecciones son
arco conexas. En el caso de que H (m n) = Tp, €SCOgemos 1;; = T
(la curva trivial). Con lo anterior podemos encontrar curvas basadas
definidas por
S . T el
Pij =Tit1,5 " Pig - Ti; iy = Tig+1 " dij " 755
Observe que por construccién la imagen de p; ; estd contenida en X,
y, si j > 0, también en X,,; ,. Similarmente la imagen de g;; estd
contenida en X, . y, si i > 0, también en X,, , ;. Las orillas de H(C; ;)
se relacionan por g;+1,;-Dij ~ Dij+1- G, j, donde la homotopia es relativa
a extremos y su imagen estd en X,, ;,pues cualquiera de ellos estd en la
imagen del morfismo
vt j, t+1 j+1
r(C G D (LT ) o
n'n

n n

i j. i+l j41
KXoy ;3 H(=, =), H )
(Ko D). )

n n

inducido por H. Aqui representamos por 7 (Y;z,y) a las clases de
homotopia basada de caminos en Y que unen x con y. Observe que

i+1 j+1)>

iJ
7T C s\ =y —)s )
CHERINCERE
tiene sélo un elemento, pues existe una correspondencia uno a uno
m(z,y) < 7(x,z) si 7(x,y) # ¢ dada justamente por el morfismo in-
ducido por un elemento de m(z,y). Asi pues, podemos construir una

homotopia basada, cuya imagen esté en X,, ; y que exhibe la relacion

1 -1
Tit1,j4+1 " Qit1,5 " Pij 75 ~ Titlj+1 " Pig+1 - Gig " Ty 5 -

Si introducimos el producto r_, +1 " Ti+1,j en el centro del lado izquierdo
y su equivalente en el lado derecho, concluimos que

[Gi+1,51[Pi 5] = [Pig1][di4]-
Esta igualdad es valida tanto en (X4, ;, Zo) como en el producto amal-
gamado, en donde se verifican las siguientes igualdades

n—1

I Brs) = 1@,3- H [Prj+1] | “ldos] 0<i<m

k=0
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de donde

[Dn—1,0] - [Poo] =
(@8] Gy} - {[Pr1n] - - [Pon]} - {[Gon—1] - - - [do,0]} -

Por construccion, cada factor en el lado derecho de la ltima igual-
dad representa la curva constante en xg y por lo tanto terminaremos si
probamos que

[Pm] -+ [p1] = [Pn—1,0] - - - [Po,o]

en el producto amalgamado. Esto se tiene, ya que un representante
comun para ambas clases es el lazo Hy : I — X inicial de la homotopia
H. O

3 Aplicaciones

3.1 CW Complejos

Para los objetivos que persigue este articulo es conveniente introducir
la nocién de complejo celular y de la topologia CW.

Definicion 3.1.1 Un espacio de Hausdorff X se dice tener estructura
de complejo celular, si X es la union disjunta de subespacios ey (o en
algin conjunto de indices) llamados celdas, las cuales satisfacen:

a) A toda celda le asociamos un nimero entero n > 0 llamado la
dimension de la celda. Si ey tiene dimension n, es usual remarcar la
dimension denotando la misma celda por elr. Al conjunto union de todas
las celdas de dimension n le llamaremos el esqueleto de dimension n (n-
esqueleto) y se denotard por X™.

b) Si el es una n-celda, existe una funcion fo : B" — X, llamada
caracteristica de la celda €, donde B™ es el disco unitario de dimension
n. Estas funciones deben ser tales que f(S™ 1) C X" 1 y folpn_gn sea
un homeomorfismo de B™ — S™ a el.

Un subconjunto A de X es llamado subcomplejo de X si A es la
union de algunas celdas e, y € C A cada vez que e, C A.

Es directo de la definicion que X™ es un subcomplejo de X, pues
-=n __ n
en = fa(B").

Definicion 3.1.2 Sea X un complejo celular, X es llamado de cerradura
finita (C) si para cada celda e, la interseccion de todos los subcomplejos
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celulares que contienen e es un subcomplejo con un nimero finito de
celdas. X tiene la topologia débil (W) si para todo subconjunto F C X,
F es cerrado si y sélo si F'N e}, es compacto para cada celda €. Un
CW-complejo es un complejo celular de cerradura finita con la topologia
débil.

Ejemplo 3.1.3 Regresemos al problema de la introduccién, es decir,
calcular el grupo fundamental de X =\/,_.; S} una unién en un punto
de una coleccién de circulos con indices en un conjunto J. Nétese que X
se puede visualizar como un complejo celular con |J| celdas de dimensién
uno y una séla celda de dimension cero. Los mapeos caracteristicos son
justamente los que identifican (pegan) los extremos del intervalo [0, 1]
con la celda de dimensién cero. Asi, con la topologia débil, X tiene
estructura de CW complejo. Sea z, € S} un punto en la a-ésima copia
de S' en X, cada z, distinto del punto de unién de todos los circulos
zo. Definimos Ly, = SL — {z,}. Sea Uz = \/ L, donde L/, es igual a L,
sia# fBya Sé en el otro caso. No es dificil convencerse que cada Ug es
del tipo de homotopia de un circulo, pues se puede dar una retraccién
fuerte de X a la copia de S' correspondiente al indice 5. Ademas, los
abiertos U, cubren a X y cada interseccién arbitraria de ellos es arco
conexa y del tipo de homotopia de un punto. En vista del Teorema
2.2.1 y la Nota 2.1.3, el grupo fundamental de X es libre en tantos
generadores como copias de S' tenga X. En particular, si tenemos una
unién en un punto de n copias del circulo, su grupo fundamental sera,
segun el argumento anterior, un grupo libre en n generadores.

3.2 Grupos Libres

Ya hemos visto como podemos realizar un grupo libre como el grupo
fundamental de algin espacio topoldgico. Nosotros sabemos del algebra
clésica, que todo subgrupo de un grupo libre es libre. Responderemos
aqui exactamente la misma pregunta usando nuestro ejemplo anterior,
finalizando con la prueba del Teorema 1.1.1. Para ello necesitaremos
resultados cldsicos sobre espacios recubridores de CW complejos cuyas
pruebas omitimos o Unicamente bosquejamos. Si el lector desea, puede
revisar las demostraciones en [9], donde la exposicién es profunda y bien
desarrollada.

Definicion 3.2.1 Un espacio topologico X se dice semilocalmente 1-
conexo, si para cada x € X existe un conjunto abierto U wvecindad de
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x, tal que el homomorfismo iy : T (U,x) — 7 (X, x0) inducido por la
inclusion es trivial.

Proposicion 3.2.2 Sea X un espacio topdlogico conexo por arcos y
semilocalmente 1-conexo. Dado un subgrupo H del grupo mi(X,xo),
existe un espacio recubridor de X, digamos ()?,p), P X — X, tal
que m (X, %) = H con Ty € p~(x0), de forma que la inclusion H —
m1 (X, xo) estd inducida por p.

Nota 3.2.3 Un ejemplo de espacios que cumplen las hipdtesis de la
Propociciéon 3.2.2 son las uniones en un punto de esferas con la topologia
de CW-complejo.

Proposicion 3.2.4 Todo espacio recubridor X de un CW-complejo X
es un CW-complejo. Mds aun si X es de dimension 1, X también lo
es.

Para demostrar este resultado, hay que construir, por induccién so-
bre la dimensién de cada esqueleto, las funciones caracteristicas para
la estructura celular de X. Esto es posible, si antes se demuestra un
teorema general de levantamientos de funciones del tipo I" — X. La
demostracién de dicho teorema es andloga a la del Teorema de levan-
tamiento de homotopias, usando que I" es compacto y métrico.

Nota 3.2.5 Bajo las hipétesis de la Proposicién 3.2.4, si X0 es el es-
queleto de dimensién cero de X, entonces X = p~1(X?). Lo mismo es
valido, si se toman Unicamente las celdas de dimensién 1.

Lema 3.2.6 Todo CW-complejo unidimensional conexo X, es del tipo
de homotopia de una union en un punto de circulos, asi que su grupo
fundamental es libre. Ademas, si X tiene un numero finito de celdas, su
grupo fundamental es isomorfo a un grupo libre en 1—x(X) generadores,
donde x(X) es la caracteristica de Euler de X y estd determinada por
X(X) =n—m, conn el nimero de celdas de dimension 0 y m el nimero
de celdas de dimension 1.

Para demostrar este Lema observamos que cada 1-celda eé se puede
unir a una 0-celda por uno de sus extremos o por ambos. En el segundo
caso, la cerradura de e(l) es del tipo de homotopia de un circulo. En el
primer caso la cerradura de e(l) es homeomorfo al intervalo [0, 1], el cual
se puede contraer a un punto. Con ello no se altera la caracteristica de
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Euler ni el tipo de homotoia del complejo, pues de hecho, sélo se alteran
aquellas 1-celdas que tengan los mismos extremos que e(l), en donde la
deformacién es similar a la del caso en que un hemisferio del circulo
se colapsa a un punto, obteniéndose de nueva cuenta un circulo. El
proceso termina con un espacio que es la unién en un punto de circulos,
en donde la formula se sigue del Ejemplo 3.1.3.

Demostracién de 1.1.1: Sea X una unién en un punto de n
circulos, de modo que X tiene un grupo fundamental isomorfo a F'. Por
las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.4 el espacio recubridor ()~( ,p) de X tiene
grupo fundamental isomorfo a H, asi como una estructura de CW com-
plejo unidimensional. Como la fibra p~!(x) de cada punto € X estd
en correspondencia biyectiva con el conjunto de clases laterales F'/H,
tenemos que |p~!(x)| = [F : H]. Por la Nota 3.2.5, hay exactamente

m celdas de dimensién cero en X y mn celdas de dimensiéon uno. Por

tanto x(X) = mx(X), de donde, por el Lemma 3.2.6, el grupo funda-

mental de X es isomorfo a un grupo libre en 1 —mx(X) =14+ (n—1)m
generadores, obteniendo el resultado. O
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