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MOVIMIENTO BROWNIANO
FRACCIONARIO

JOSE VILLA MORALES !

Resumen

Se demostrard que solamente tiene sentido definir un Movimiento
Browniano Fraccionario con espacio paramétrico T si y s6lo si T
es un espacio con producto interno. Ademads, se dara una repre-
sentacion integral de este proceso.
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1 Introduccion

El Movimiento Browniano Fraccionario (MBF), con espacio paramétrico
R, fue introducido por Kolmogorov [5] en el contexto de transforma-
ciones de curvas en espacios de Hilbert. Subsecuentemente Mandelbrot
y Van Ness [9] investigaron las propiedades béasicas de este proceso y en-
fatizaron su relevancia para modelar fenémenos naturales, por ejemplo
en Hidrologia. Recientemente ha sido utilizado en Teoria de Finanzas
[2].

El MBF de indice H € (0, 1], con espacio paramétrico R?, se define
como un campo aleatorio Gaussiano real valuado {B; : t € R%} con
media cero y funcién de covarianza

1
Cu(t,s) =g {1 + s 1P = ¢ —s >},

donde || - || es la norma Euclidiana en R,
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La manera usual de demostrar la existencia del MBF, con espacio
de pardmetros RY, es utilizar el Teorema de consistencia de Kolmogorov
[6]. Para esto es necesario y suficiente demostrar que la funciéon Cy
es positiva definida y simétrica. La primera demostraciéon conocida de
este hecho fue dada por Shoenberg [13], después se dieron otras de-
mostraciones, ver por ejemplo [1], [10] o [11]. Por lo tanto, vemos que
el problema para demostrar la existencia de este proceso, con espacio
de pardmetros R%, radica en demostrar que la funcién Cy es positiva
definida.

Imitando la definicién anterior vemos en principio que si queremos
un MBF con espacio de parametros 7', este espacio debe ser un espacio
vectorial normado (7| - ||), debido a que se desea que el proceso tenga
una funcién de covarianza de la forma Cp.

De esta forma surge la siguiente pregunta: ;Qué propiedad debe
tener el espacio vectorial normado (T, || - ||) para que pueda ser espacio
de pardmetros del MBF?. O de manera andloga, ;qué propiedad debe
de tener la norma ||-|| para que la funcién Cy sea positiva definida (para
toda H € (0,1])?. Como acabamos de observar esta es una condicién
suficiente para mostrar la existencia del MBF. Uno de los propésitos del
presente trabajo es mostrar que la respuesta a esta pregunta es que la
norma || - || en T" debe inducir un producto interno.

Las demostraciones antes mencionadas de que C'iy es positiva defini-
da tienen en comun que no se pueden extender facilmente al caso ge-
neral, es decir considerar a (T,|| - ||) como espacio de parametros. La
demostracién que se dara aqui de que Cp es positiva definida tiene la
ventaja de no ser muy complicada y general. De esta forma podremos
hablar del MBF.

Por otra parte es conocido (ver [11]) que el MBF de indice H € (0, 1]
con espacio de parametros R, es un proceso autosimilar de indice H
con incrementos estacionarios y ademads se puede representar como una
integral estocastica de la siguiente forma:

1 _1 _1
Bt:K(H)/R(((t—x)vO)H b (e v0)E)dW,, teR (1)

donde {W, : x € R} es un Movimiento Browniano estandar y

1

1 > 2
KQ(H)=2H+/O <(1+:L“)H_%fo_5) dz.

Cuando H = %, K(3) = 1y la representacién (1) es interpretada como

fg dW,,sit >0,y — fto dW, sit < 0. Otro hecho importante acerca del
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MBF con espacio de parametros R, es que es el tinico proceso Gaussiano
autosimilar con incrementos estacionarios.

Las propiedades anteriores del MBF con espacio de parametros R
sirven de motivacién para demostrar sus analogos cuando el espacio de
parametros es (T,]| - ||). En particular veremos que para caracterizar
el MBF con espacio de parametros (7, || - ||) es necesario introducir un
concepto de incrementos estacionarios en el sentido fuerte.

En la actualidad se estd desarrollando el célculo estocastico del MBF,
con espacio de parametros R (ver [8]), y es de esperar que en el futuro
el MBF, con espacio de parametros (7, || - ||), cuente con algo similar.

2 Funciones positivo definidas y negativo defi-
nidas

El propésito de esta seccién es desarrollar la herramienta necesaria para
abordar el primer problema mencionado en la introduccién, es decir,
mostrar la existencia del MBF con espacio de parametros 1" y caracteri-
zar a dicho espacio paramétrico.

Sea (T, || - ||) un espacio vectorial normado sobre R. Una funcién
¢ : T xT — R se dice positiva definida (pd), si para todan € Ny
tjeT, c; eR, j=1,..,n, se tiene que

n

> cjerelty,tr) > 0.
Jk=1

Por otra parte diremos que ¢ es negativa definida (nd), si p(t,s) =
@(s,t) y paratodan e N, t; € T, ¢; € R, j =1,...,n, se cumple que

n
Z CJCkQO(tj,tk> S 07
k=1

siempre que > ¢; = 0.

Una funcién ¢ : T' — R, se dird positiva definida (negativa defini-
da), si ¢(t,s) = ¥(t — s) es positiva definida (negativa definida).

FEl siguiente resultado resume algunas resume propiedades conocidas
de las funciones pd y nd que nos seran de utilidad.
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Lema 2.1 (Propiedades de las funciones pd y nd.)

a) Si f: T — R, entonces ¢1(t,s) = f(t)f(s) es pd y pa(t,s) =
ft)+ f(s) es nd.

b) Si v1,02 : T xT — R son funciones pd, entonces p1 + w2 y
w12 son también funciones pd. Si @1 y w2 son nd, entonces p1 + P2
es también nd.

c) Sio: T xT — R es pd, entonces e¥ es pd.

Sea ¢ : T'— R una funcién tal que ¥ (t) > 0 y ¥(t) = ¢(—t), para
toda t € T. Definamos la funcién Cy : T x T — R como:

Cult,) = 5 (67 + 07 (s) — (1~ 5)}

para t,s € T. Bésicamente la funcién que serd de interés es i(t) =
1]

Se tiene el siguiente
Lema 2.2 Sea H € (0,1]. La funcién Cy es pd siy sélo si ™ es nd.

Demostracién: Supongamos que C'i es pd. Por la parte a) del Lema
2.1 tenemos que Y (t) 4+ (s) y —2Cg (t, s) son nd, por lo tanto ¢ (£ —
s) = PH(t) + YH(s) — 20y (1, s) es nd, esto es por la parte b) del Lema
2.1.

Reciprocamente, supongamos que 17 es nd. Sean € Ny t;eT,
¢; €R, 7 =1,...,n. Definamos ¢y = — 2?21 c; y to = 0, entonces

n n
0> ciepp™(t; —tr) =2c0 Y cp™ (t)+ ciep™ (t; — ti)
k=0 j=1 k=1

L (; ) (5 )

+ X ety —ty)
k=1

n
=-2 Z CjCkCH(tj, tk).
g k=1

=M=

Asi Cy es pd. 1
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El siguiente resultado nos da una relacién entre las funciones nd y

pd.

Proposicién 2.3 La funcion 1(t) es nd si y sdlo si e MM es pd, para
toda A > Q.

Demostracién: Supongamos que e ¥ es pd, para toda A > 0, en-
tonces A71(1 — e™*¥) es nd. Por otra parte debido a que

1
=lim (1 —e ™
¢ ){\ILBI )\( e )7

tenemos que 1 es nd.
Reciprocamente, supongamos que ¢ es nd. Por el Lema 2.2 tenemos
que Cqp es pdy

—1p(t — 5) = 2C1(t, s) — P(t) — Y(s).
De esta forma se tiene que

e NU(1=5) — (2AC1(68) = M(1) = N(D).
para todo A > 0. Por ¢) y a) del Lema 2.1, obtenemos que e2XC1(ts)
e~ (B = (1) son pd y por b) del mismo Lema se tiene el resultado. B

Una consecuencia de la Proposicién 2.3 es el siguiente hecho:
Lema 2.4 Si ¢ es nd, entonces ¥ es nd, para 0 < H < 1.

Demostracién: Sea H € (0,1), entonces todo nimero real v > 0 se
puede expresar como

H o
H Avyy—1—H
v’ = a ) /0 (I—e ")\ dA,

donde I'(-) es la funcién Gamma. Sean € Ny t; € T, ¢;j € R, j =

1,...,n.Si Z?Zl c;j = 0, entonces de lo anterior se tiene que

n H co N
) Hep — . =Mt —t )\ \—1—-H
> gt -t = s | P

k=1
H /Oo & MO (ty—t) y —1—H
=T [ =Y e Mgy
M) Jo 2,
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Pero como 1) es nd, entonces por la Proposicién 2.3 tenemos que e~ ¥
es una funcién pd, para toda A > 0. Asi

n
_ Z Cjcke—kw(tj—tk) <0.
Jk=1

Por lo tanto Y7, _; cjepp™ (t; — 1) < 0. W

Del lema anterior obtenemos el siguiente resultado, el cual nos da
una relacién entre la propiedad pd de C'y y nd de .

Teorema 2.5 La funcion Cygy es pd, para toda 0 < H <1, si y solo si
la funcidén ¥ es nd.

Demostracién: Si Cpy es pd, para toda 0 < H < 1, entonces por
el Lema 2.2 tenemos que ¢! = 1) es nd. Reciprocamente si v es nd,
entonces por el Lema 2.4, se tiene que 9, 0 < H < 1, es nd y por el
Lema 2.2 se tendra que Cpy es pd, paratoda 0 < H < 1. R

Una caracterizacion conocida de cudando podemos definir un pro-
ducto interno en un espacio vectorial normado la da el siguiente teorema.
Esta caracterizacién la utilizaremos en la préxima seccion.

Teorema 2.6 En (T,| - ||) se puede definir un producto interno si y

s6lo si || - || es nd.

3 El espacio paramétrico del MBF

En esta seccién aplicaremos los resultados obtenidos en la Seccién 2.

Recordemos que tiene sentido definir el Movimiento Browniano Frac-
cionario con espacio paramétrico un espacio vectorial normado (7, | - ||),
si la funcién Cpr es pd, para toda 0 < H < 1. En cuyo caso el MBF de
indice H, tendra funcién de covarianza Cg.

El Teorema 2.5 nos dice que podemos definir el MBF, con espacio
paramétrico (T, - ||) si y sélo si ¥(t) =|| t ||? es nd, y por el Teorema
2.6 tenemos que esto puede ocurrir si y sélo si T es un espacio con pro-
ducto interno. Por lo tanto, tiene sentido definir un MBFE con espacio
paramétrico T si y solo st T es un espacio con producto interno.
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Sea {B; : t € T} un MBF de indice H € (0,1], donde T es un
espacio con producto interno (este proceso existe por lo que acabamos
de observar). El MBF de indice H tiene, entre otras, las siguientes
propiedades:

a) {B; : t € T} tiene incrementos estacionarios en || - ||, es decir,

. d
para cada t,h € T se tiene que By — By = By, esto es porque
B, — B, tiene distribucién Gaussiana con media cero y varianza
| 2 —y ||?", para cualesquiera x,y € T.

b) Si a > 0, entonces Cov(Bgs, Bat) = Cov(a By, a By), y por ser
{B: : t € T} un campo aleatorio Gaussiano tenemos que {By; :

teT} 4 {a" B, : t € T}, por lo tanto {B; : t € T} es un proceso
autosimilar de indice H € (0, 1].

Cuando H = 3 el proceso {B; : t € T} se llama Movimiento Brow-
niano, el cual es una generalizacion del Movimiento Browniano multi-
paramétrico (con espacio de pardmetros R?) definido por Lévy [7].

En las siguientes secciones daremos otras propiedades del MBF.

4 Representaciones integrales del MBF

Como se dijo inicialmente uno de los objetivos es demostrar que el MBF
{B; :t € T} de indice H € (0, 1], cuando el espacio de parametros 7' no
es necesariamente unidimensional, tiene propiedades andlogas a las del
caso unidimensional. Una de estas es que cuenta con una representacion
integral.

Para ver la representacién integral, en el caso general, comenzaremos
por definir un cierto tipo de integral estocastica en la siguiente seccién.

4.1 Integral estocastica

El propédsito de esta seccién es introducir notacién y algunos conceptos
ya conocidos.

Sea (E, &, m) un espacio de medida finita (o o-finita), entonces existe
una medida aleatoria Gaussiana M centrada con medida de control
m (véase por ejemplo [11]). Usando este hecho se define una integral
estocastica para cada f € L2(E,&,m),

1(f) = /E f(2)dM ().

53
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De esta forma se obtiene un campo aleatorio Gaussiano centrado {I(f) :
f e L?E,Em)}, que cumple

E[L(f)I(f>)] =2 /E £1(2) o) dm(), (1)

para cada fi, fo € L2(E,&,m).

A continuacion se define una integral estocastica del tipo armoniza-
ble (ver Capitulo 6 y Seccién 7.2.2 en [11]).

Sea M = MM + iM® donde MM y M® son medidas aleatorias
Gaussianas centradas independientes en (X x R, G x B(R)), donde R es
un subconjunto medible de R, con la propiedad de que si r € R, entonces
—r € R,y (X,G) es un espacio medible. Ademas M) y M® tienen
medida de control ¢ ® v, donde v es una medida finita absolutamente
continua con respecto a A (medida de Lebesgue en R) y %\ = g es una
funcién par. ¢ es una medida de probabilidad en (X, G).

Considérese la siguiente clase de funciones medibles complejo-valua-
das

F={7 fen =Ten. [ [ |fen] a@ane) <o}
Para cualquier fe F la integral
10 = [ [ Feriiten).

se define como

) = O (. )M D (g, 7) — @ (0. 1) M (5. 7
1() /x /R SO e, MO (e, ) /% /R £, M@ (g, ),

donde f(x,r) = fU(x,7) +if @ (x, 7).

Como consecuencia de esta definicién obtenemos la covarianza del
campo aleatorio Gaussiano centrado {I(f) : f € F}.

Proposicion 4.1.1 Si ﬁ y fg estan F, entonces

EL(F)I(F)] = 2 /x /R Fr (e Fale, 7)o (e) o (r). (2)
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Demostracién: Sean fj(x,r) = f;l)(x,r) + if]@)(;,r), j = 1,2. En-
tonces por independencia de M) y M@y de que E[I(fj)] =0,7=1,2,
resulta

E[I(f1)I(f2)] [//fl (r,r)dM D (x,r //fQ (x,r)dM D, )}
[ | P ena®en [ [ 2 enir®e, )}
Usando (1) queda

BRI =2 [ [ {10 @) + 12en 5260} aian

Por otra parte, ya que fj € F, entonces f;l)(zc, —r) = f;l)(;,r) y

fJ@)(Zf, —r) = —fJ@)(;,T), para j = 1,2. Asi que para cada r € X se
obtiene

0
/ ) 12 (e r)dv(r) = / @) 152 (e Lrrr (r)g(r)dr
+ /0 0 ) £ (6, ) L, (R)g(r)dr

Anélogamente, para cada r € X resulta que
2 1
| 12w v =o.
De esta manera

//fl (r,r r)dy(r)db(zc):/x/Rfl(z)(zc,r)fél)(;,r)dl/(r)da(zc).

Asi (2) es cierto. B
4.2 Caso multidimensional

Para dar una representacién integral del MBF abordaremos primera-
mente el caso en que el espacio de parametros es finito dimensional.

Sea 4 una medida Gaussiana en (R B(RY)), es decir, p es una
medida con funcién caracteristica

f@) = exp (—énwrr?) . zeRY
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Ademds, sea R =R\(—1,1) y dv(r) = |r|~C#+Ddr (nétese que v(R) =
H1).

Veremos que una representacion integral del MBF {B, : t € R%} de
indice H € (0, 1], en este caso, es de la forma siguiente:

_ 1 eir(t,x) N AT z.r
B = i L, [ (€70 = nadt(a.n), g

donde M es una medida aleatoria Gaussiana (complejo-valuada) con
medida de control |r|~CH+Ddrdu(z) y la constante

K2 =2 [ e 1P ar [ ((0.0) P ), )

donde 6 es un vector fijo en R¢ de norma uno.

No es dificil ver que K (H) < oo y que la integral en R?, que aparece
en (4), no depende de 6 sino de la norma del vector #. Vemos esto. Es
posible mostrar que

/ |eir N 1‘2’r|7(2H+1)dr < 2/00 ‘eir N 1‘2T7(2H+1)dr
R 0
m
HT'(2H)sen(Hm)’

Ahora falta ver que el valor de la integral [, |(6,z)|*du(z) depende
tinicamente de ||0]|. Sea la variable aleatoria Yy : RY — R, definida
como Yy(z) = (6, x). Calculemos su funcién caracteristica. Sea u € R,
entonces

Eu[eiuYg] _ /Rd eiuYg(:ﬁ)du(x>

_ / ei(u&a:)d,u(m)
Rd

2
1 2 u 2
—5||ub —%-6
e QH ” —e 2 ” ” ,

es decir Yy es una variable aleatoria Gaussiana definida en el espacio de
probabilidad (R?, B(R?), p).
Recordemos que si X y Y son variables aleatorias, entonces X Ly
si y sélo si sus respectivas funciones caracteristicas coinciden, en con-
secuencia Yy Ly, si y s6lo si || 0 ||=|| « ||, por lo tanto si Yy 4 Yo,
entonces

By [[Yol*] =By [[Yal*"] < oo,
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debido a que una variable aleatoria Gaussiana tiene todos sus momentos.
De esta forma K(H) < oco.

A continuacién veremos que el proceso {B; : t € R?%}, definido en
(3), es un proceso autosimilar de indice H € (0,1], es decir, que para

cada a > 0, {By : t € R4} 4 {a" B, : t € RY}.

Teorema 4.2.1 El proceso B definido en (3) es autosimilar de indice
H e (0,1].

Demostraciéon: Por tratarse de variables aleatorias Gaussianas bas-
tard con mostrar que Cov (Bgt, Bas) = Cov (a? By, o By), para s,t €
R9. Veamos pues esto. Usando (2) resulta que

Cov (Bgt, Bas) = E]

atBas
— ““ (at,x) ir{as,x
_K2 /Rd/ — (€<’)—1)
frl” @H“)drdu( )

— / / tar(t,x) (ei‘"<37$> _ 1)
R4

|7"| (QHH drdp(x)
= o*'E[B;B,]
= Cov (af! By, By),

lo que implica que B es un proceso autosimilar de indice H. B

El siguiente resultado nos da, entre otras cosas, la varianza de la
variable aleatoria B;.

Lema 4.2.2 Sean t,s € R%, entonces
E[(B; = Bo)*] =l t — s |I*"". (5)

Demostracién: Si t = s no hay nada que demostrar. Supongamos
que s # t, entonces

1 , . —
B; — B, = ir(s,x) ( ir{t—s,x) NdM
=B = i L] e )N (z,7),
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y usando (2) se logra
2 ‘
E [(B; — B 21 ir(t—s,x) 1|2 —(2H+1) )
(B =80 = s ] 1 il )

Ya que |e? — 1|2 = |el¥l — 12, con y € R, tenemos

2 ] —S,T -
BB~ B = gy [, [ < 1P )

<
_ 2 — s, )P du(x
= o ., s anE)

/ |€i7" _ 1|2’T|_(2H+1)d?"
R
2

t—s
= ———||t— s 2H/ <,a;>
w1 L\ T s
[ 1€ = 1Pyl e
R

2H
dp(x)

En consecuencia (5) es cierto. B
Finalmente como resultado de (5) tenemos el

Teorema 4.2.3 El proceso B definido en (3) tiene incrementos esta-
citonarios y es el MBF.

Demostracion: Para ver que B, — By 4 By, para t, h € R?, bastars
con mostrar que E[(Bip, — By)?] = E[B?] pero esto es claro de (5).
Por otra parte

Cov (B, Bs) = E[B.Bs]
= 3 {EIB}) + E[B2) - E[(B. - B,

1 H H H
= S+ s P =t —s 12}

Lo que implica que B es un MBF, pues {B; : t € R%} es un campo
aleatorio Gaussiano. l
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4.3 Caso general

Como vimos en la Seccién 3, tiene sentido que un espacio vectorial T sea,
espacio de parametros del MBF si y sélo si T es un espacio con producto
interno. En vista de esto es deseable obtener una representacién integral
del MBF {B; : t € T'} de indice H € (0, 1], cuando T cuenta con la tnica
propiedad de tener un producto interno.

La representacion integral (3) provoca a pensar en una representacion
general, por tener ésta un producto interno, y es precisamente esto lo
que motiva dicha representacion.

Iniciaremos introduciendo los siguientes conceptos.

Sea, @ un espacio vectorial real. Una funciéon f : & — R se dice
seudo-continua si para cada @1, ..., p, € @, lafuncién f(t1p1+- - +tnen)
es continua en las n variables reales t1, ..., ;.

El espacio de todas las funcionales lineales reales en ® se denotara
por ®*. Si F € B(R") y 1, ..., on € P, entonces el conjunto

{f € ®" : (f(¢1), ..., flgn)) € F},

se llama conjunto Borel cilindrico con base F correspondiente a {1,
..y on}. El conjunto de todos los conjuntos Borel cilindricos correspon-
dientes a {©1, ..., ¢n } forman una o-édlgebra, denotada por S(p1, ..., n),
y todos los conjuntos Borel cilindricos forman una algebra denotada por
S. Sea FM la menor o-4lgebra que contiene a todos los conjuntos Borel
cilindricos (FA = o(S)). Se tiene que S C B(®") y si ® es separable,
entonces FA = o(S) = B(®") (ver en [4] la pagina 62).

El siguiente resultado puede consultarse en [14] (ver particularmente
el Teorema 4.3.5).

Teorema 4.3.1 Si f es una funcion seudo-continua positiva definida
en ® (con f(0) =1), entonces existe una inica medida de probabilidad
P2 en (@2, FM) tal que

o) = [ Dapre)

para toda ¢ € ®.

El teorema anterior no implica que f sea una funcién caracteristica
(es mas bien un funcional tipo Bochner ver [4]), esto es debido a que
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la medida P® no estd definida en una o—3algebra de ®, que es lo que
se requeriria para que f fuera una funcién caracteristica (ver [12] o
Definicién 4.2.4 en [14]).

Lo anterior quedara claro con el siguiente ejemplo. Sea f: T — R,
definida por

) =exp (~ll?) . e

entonces f es seudo-continua y ademads es positiva definida (ver Propo-
sicién 2.3 y Teorema 2.6), entonces por el Teorema anterior existe una
tnica medida de probabilidad P* en (TA, F A) tal que

1= [ 0, ()

para cada t € T'. Sin embargo, sabemos que no existe una medida de
probabilidad en (T, B(T)) tal que f tenga la forma (6) (ver Ejemplo
2.3.1 en [4] o [12)).

Para nuestros propdsitos no es importante que f sea una funcién
caracteristica, si no el hecho de la existencia de una medida de proba-
bilidad P* en (T, F1), tal que (6) es cierto.

Haciendo uso de lo anterior veremos que el proceso

_ €O VAN (€. 7
Bi= g [, [ (€70 = nat(e.n), ”)

donde M es una medida aleatoria Gaussiana (complejo-valuada) con me-
dida de control |r|~CH+Ddrd PA(€), es la representacién integral general
buscada del MBF con indice H € (0, 1].

Como antes, tenemos que K(H) es de la forma (4), donde ahora la
integral en R? es del tipo

| Je@rar ). ®)

Para demostrar que {B; : t € T'} es un proceso autosimilar de indice
H € (0,1] con incrementos estacionarios se hace lo mismo que en el caso
multidimensional.

Por ejemplo, veamos que el valor de la integral en (8) depende
tinicamente de || 6 ||. Sea la variable aleatoria Yp : (T, FA) — (R, B(R)),
donde Yy(§) = £(0) (usamos esta notacién para que quede clara la me-
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dibilidad), entonces como antes bastara con calcular su funcién carac-
teristica. Sea u € R, de (6) concluimos que

EPA [eiuYg] — / eiuYg ) dPA (g)
TA

- /T ) e gpr(g)

B e 1]
Asi el campo aleatorio Gaussiano {B; : t € T'}, dado en (7) es el MBF
de indice H € (0,1].

5 Caracterizacion de procesos (Gaussianos au-
tosimilares con incrementos estacionarios en
el sentido fuerte

Cuando el espacio de parametros es R, es conocido que el tnico proceso
Gaussiano autosimilar con incrementos estacionarios es el MBF. Sin em-
bargo cuando la dimension del espacio paramétrico aumenta, entonces
la afirmacién anterior no es necesariamente cierta, como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Sea T = R?. Sabemos que |-|? es una funcién nd en R, entonces por
el Teorema 2.5 (Y(t1,t2) = [t1]?) tenemos que

| 2

1
Cu(t,s) = 5 {|t1|2H + s — |ty — 51|2H} ; (1)

con t = (t1,t2) y s = (s1,2), es pd. Esto implica que existe un pro-
ceso Gaussiano centrado {Y; : t € R?}, con funcién de covarianza (1).
Este proceso es autosimilar de indice H € (0,1] y tiene incrementos
estacionarios pero no es un MBF con espacio de pardmetros R2.

Veremos a continuacién que la razén del por qué se obtuvo esta
contrariedad es debido a que el concepto de estacionaridad no es lo
bastante restrictivo.

Iniciaremos con el siguiente concepto. Usando el hecho de que todo
subespacio finito dimensional de un espacio normado tiene un comple-
mento (Corolario 3.2.1 de [3]), diremos que una transformacién lineal
g: T — T es una rotacion en T, si existe un conjunto finito de vectores
{t1, ..., tp} linealmente independientes, tal que

g(z) = t(cg) + g,

61
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donde = = ¢, + Iy, con T = £{t1,....tn} ® L{t1,....,t,}" y t es una
rotacién en el subespacio cerrado de dimensién finita £{¢1, ..., ¢, }. Usan-
do este concepto se da la siguiente definicién.

Definicién 5.1 Un proceso {X; : ¢ € T'} se dice que tiene incrementos
estacionarios en el sentido fuerte si

{Xg<t>—Xg(0)itGT}i{Xt—XO:teT},

para cualquier rotacién o traslacién g en 7.

Una propiedad de los procesos con incrementos estacionarios en el
sentido fuerte es que si t,s € T, con || t ||=|| s ||, entonces X; —

Xo 4 Xs — Xo. En efecto sea {tg, sp} un conjunto ortonormal tal que
t,s € £{to,so}. La rotacién g; que manda t a s esta determinada
da la siguiente forma. Sea z € T = £{tg,s0} ® £{to,s0}", entonces
T = agztg + bypsg + I, asi

gs(x) = {((cos 0, —sen 0), (ay,by))to
+((sen 6, —cos 0), (az, bz))so + s,

donde

0 = cos! <<t’8>> , 0<0< 2.
[t]]s

En consecuencia
d
Xs - XO = ng(t) - ng(O) = Xt - XO'

Nétese que el proceso {V; : t € R%} con funcién de covarianza (1),
no tiene incrementos estacionarios en el sentido fuerte, pues por ejemplo

d
considérese la rotacién g(g,1y que manda (1,0) a (0,1), entonces Yi,0) #
Y{o,1), pues E[Y )] = 1y E[Y ;] = 0.

Tenemos la siguiente caracterizacion.

Teorema 5.2 El MBF de indice H € (0,1] es el uinico proceso Gaus-
stano autosimilar de indice H € (0, 1] que tiene incrementos estaciona-
rios en el sentido fuerte.
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Demostracién: Sea {X; :t € T'} un proceso Gaussiano autosimilar de
indice H que tiene incrementos estacionarios en el sentido fuerte. Por

autosimilaridad tenemos que para toda a > 0, Xg 2 ot Xp, por lo tanto
Xo=0.
Sean t,s € T'y considérese la traslacién gs(x) = x + s, entonces

ElXi4s — Xs] = E[X, 0 — Xg,0)]
= E[Xt - X(]],
= [[tI"E[Xy] (2)

donde tg € T, con |[tg] = 1.
Usando de nuevo autosimilaridad obtenemos

E[Xers — Xs] = ([t + 5] — [|sl|"") E[X¢, ). 3)

De (2) y (3) concluimos que E[X;,] = 0, asi E[X;] = 0, para toda t € T.
De manera andloga E[X7?] = ||t|*# 02, con 02 = E[X?]. Por otra parte

X;— Xy = Xy —0) = X (0) £ Xis — Xo,

implica
E[(X; — X,)?] = E[X{_ ] = |It — s[|*" 0.

Por lo tanto
E[X:Xs] = % {E[X?] + E[X7] - E[(X; — X.)*]}

1 H H H
= o AP+ U = e = s} 0%,

que es la covarianza de un MBF. B
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