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MOVIMIENTO BROWNIANO

FRACCIONARIO

JOSÉ VILLA MORALES 1

Resumen

Se demostrará que solamente tiene sentido definir un Movimiento
Browniano Fraccionario con espacio paramétrico T si y sólo si T
es un espacio con producto interno. Además, se dará una repre-
sentación integral de este proceso.
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1 Introducción

El Movimiento Browniano Fraccionario (MBF), con espacio paramétrico
R, fue introducido por Kolmogorov [5] en el contexto de transforma-
ciones de curvas en espacios de Hilbert. Subsecuentemente Mandelbrot
y Van Ness [9] investigaron las propiedades básicas de este proceso y en-
fatizaron su relevancia para modelar fenómenos naturales, por ejemplo
en Hidroloǵıa. Recientemente ha sido utilizado en Teoŕıa de Finanzas
[2].

El MBF de ı́ndice H ∈ (0, 1], con espacio paramétrico Rd, se define
como un campo aleatorio Gaussiano real valuado {Bt : t ∈ Rd} con
media cero y función de covarianza

CH(t, s) =
1

2

{
‖ t ‖2H + ‖ s ‖2H − ‖ t− s ‖2H

}
,

donde ‖ · ‖ es la norma Euclidiana en Rd.
1Estudiante de Maestŕıa, CIMAT.
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La manera usual de demostrar la existencia del MBF, con espacio
de parámetros Rd, es utilizar el Teorema de consistencia de Kolmogorov
[6]. Para esto es necesario y suficiente demostrar que la función CH
es positiva definida y simétrica. La primera demostración conocida de
este hecho fue dada por Shoenberg [13], después se dieron otras de-
mostraciones, ver por ejemplo [1], [10] o [11]. Por lo tanto, vemos que
el problema para demostrar la existencia de este proceso, con espacio
de parámetros Rd, radica en demostrar que la función CH es positiva
definida.

Imitando la definición anterior vemos en principio que si queremos
un MBF con espacio de parámetros T , este espacio debe ser un espacio
vectorial normado (T, || · ||), debido a que se desea que el proceso tenga
una función de covarianza de la forma CH .

De esta forma surge la siguiente pregunta: ¿Qué propiedad debe
tener el espacio vectorial normado (T, || · ||) para que pueda ser espacio
de parámetros del MBF?. O de manera análoga, ¿qué propiedad debe
de tener la norma ||·|| para que la función CH sea positiva definida (para
toda H ∈ (0, 1])?. Como acabamos de observar esta es una condición
suficiente para mostrar la existencia del MBF. Uno de los propósitos del
presente trabajo es mostrar que la respuesta a esta pregunta es que la
norma || · || en T debe inducir un producto interno.

Las demostraciones antes mencionadas de que CH es positiva defini-
da tienen en común que no se pueden extender fácilmente al caso ge-
neral, es decir considerar a (T, || · ||) como espacio de parámetros. La
demostración que se dará aqúı de que CH es positiva definida tiene la
ventaja de no ser muy complicada y general. De esta forma podremos
hablar del MBF.

Por otra parte es conocido (ver [11]) que el MBF de ı́ndice H ∈ (0, 1]
con espacio de parámetros R, es un proceso autosimilar de ı́ndice H
con incrementos estacionarios y además se puede representar como una
integral estocástica de la siguiente forma:

Bt =
1

K(H)

∫
R

(
((t− x) ∨ 0)H−

1
2 − (−x ∨ 0)H−

1
2

)
dWx, t ∈ R, (1)

donde {Wx : x ∈ R} es un Movimiento Browniano estandar y

K2(H) =
1

2H
+

∫ ∞
0

(
(1 + x)H−

1
2 − xH−

1
2

)2
dx.

Cuando H = 1
2 , K(1

2) = 1 y la representación (1) es interpretada como∫ t
0 dWx, si t > 0, y −

∫ 0
t dWx si t < 0. Otro hecho importante acerca del
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MBF con espacio de parámetros R, es que es el único proceso Gaussiano
autosimilar con incrementos estacionarios.

Las propiedades anteriores del MBF con espacio de parámetros R
sirven de motivación para demostrar sus análogos cuando el espacio de
parámetros es (T, || · ||). En particular veremos que para caracterizar
el MBF con espacio de parámetros (T, || · ||) es necesario introducir un
concepto de incrementos estacionarios en el sentido fuerte.

En la actualidad se está desarrollando el cálculo estocástico del MBF,
con espacio de parámetros R (ver [8]), y es de esperar que en el futuro
el MBF, con espacio de parámetros (T, || · ||), cuente con algo similar.

2 Funciones positivo definidas y negativo defi-
nidas

El propósito de esta sección es desarrollar la herramienta necesaria para
abordar el primer problema mencionado en la introducción, es decir,
mostrar la existencia del MBF con espacio de parámetros T y caracteri-
zar a dicho espacio paramétrico.

Sea (T, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado sobre R. Una función
ϕ : T × T −→ R se dice positiva definida (pd), si para toda n ∈ N y
tj ∈ T , cj ∈ R, j = 1, ..., n, se tiene que

n∑
j,k=1

cjckϕ(tj , tk) ≥ 0.

Por otra parte diremos que ϕ es negativa definida (nd), si ϕ(t, s) =
ϕ(s, t) y para toda n ∈ N, tj ∈ T , cj ∈ R, j = 1, ..., n, se cumple que

n∑
j,k=1

cjckϕ(tj , tk) ≤ 0,

siempre que
∑n

j=1 cj = 0.

Una función ψ : T −→ R, se dirá positiva definida (negativa defini-
da), si ϕ(t, s) = ψ(t− s) es positiva definida (negativa definida).

El siguiente resultado resume algunas resume propiedades conocidas
de las funciones pd y nd que nos serán de utilidad.
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Lema 2.1 (Propiedades de las funciones pd y nd.)

a) Si f : T −→ R, entonces ϕ1(t, s) = f(t)f(s) es pd y ϕ2(t, s) =
f(t) + f(s) es nd.

b) Si ϕ1, ϕ2 : T × T −→ R son funciones pd, entonces ϕ1 + ϕ2 y
ϕ1ϕ2 son también funciones pd. Si ϕ1 y ϕ2 son nd, entonces ϕ1 + ϕ2

es también nd.

c) Si ϕ : T × T −→ R es pd, entonces eϕ es pd.

Sea ψ : T → R una función tal que ψ(t) ≥ 0 y ψ(t) = ψ(−t), para
toda t ∈ T . Definamos la función CH : T × T → R como:

CH(t, s) =
1

2

{
ψH(t) + ψH(s)− ψH(t− s)

}
,

para t, s ∈ T . Básicamente la función que será de interés es ψ(t) =
‖ t ‖2 .

Se tiene el siguiente

Lema 2.2 Sea H ∈ (0, 1]. La función CH es pd si y sólo si ψH es nd.

Demostración: Supongamos que CH es pd. Por la parte a) del Lema
2.1 tenemos que ψH(t)+ψH(s) y −2CH(t, s) son nd, por lo tanto ψH(t−
s) = ψH(t) + ψH(s)− 2CH(t, s) es nd, esto es por la parte b) del Lema
2.1.

Rećıprocamente, supongamos que ψH es nd. Sea n ∈ N y tj ∈ T ,
cj ∈ R, j = 1, ..., n. Definamos c0 = −

∑n
j=1 cj y t0 = 0, entonces

0 ≥
n∑

j,k=0

cjckψ
H(tj − tk) =2c0

n∑
j=1

cjψ
H(tj)+

n∑
j,k=1

cjckψ
H(tj − tk)

=−2

(
n∑
j=1

cj

)(
n∑
k=1

ckψ
H(tk)

)
+

n∑
j,k=1

cjckψ
H(tj − tk)

=−2
n∑

j,k=1

cjckCH(tj , tk).

Aśı CH es pd. �
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El siguiente resultado nos da una relación entre las funciones nd y
pd.

Proposición 2.3 La función ψ(t) es nd si y sólo si e−λψ(t) es pd, para
toda λ > 0.

Demostración: Supongamos que e−λψ es pd, para toda λ > 0, en-
tonces λ−1(1− e−λψ) es nd. Por otra parte debido a que

ψ =lim
λ↓0

1

λ
(1− e−λψ),

tenemos que ψ es nd.
Rećıprocamente, supongamos que ψ es nd. Por el Lema 2.2 tenemos

que C1 es pd y

−ψ(t− s) = 2C1(t, s)− ψ(t)− ψ(s).

De esta forma se tiene que

e−λψ(t−s) = e2λC1(t,s)e−λψ(t)e−λψ(t),

para todo λ > 0. Por c) y a) del Lema 2.1, obtenemos que e2λC1(t,s) y
e−λψ(t)e−λψ(t) son pd y por b) del mismo Lema se tiene el resultado. �

Una consecuencia de la Proposición 2.3 es el siguiente hecho:

Lema 2.4 Si ψ es nd, entonces ψH es nd, para 0 < H ≤ 1.

Demostración: Sea H ∈ (0, 1), entonces todo número real ν ≥ 0 se
puede expresar como

νH =
H

Γ(1−H)

∫ ∞
0

(1− e−λν)λ−1−Hdλ,

donde Γ(·) es la función Gamma. Sea n ∈ N y tj ∈ T , cj ∈ R, j =
1, ..., n. Si

∑n
j=1 cj = 0, entonces de lo anterior se tiene que

n∑
j,k=1

cjckψ
H(tj − tk) =

H

Γ(1−H)

∫ ∞
0

n∑
j,k=1

cjck(1− e−λψ(tj−tk))λ−1−Hdλ

=
H

Γ(1−H)

∫ ∞
0
−

n∑
j,k=1

cjcke
−λψ(tj−tk)λ−1−Hdλ.
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Pero como ψ es nd, entonces por la Proposición 2.3 tenemos que e−λψ

es una función pd, para toda λ > 0. Aśı

−
n∑

j,k=1

cjcke
−λψ(tj−tk) ≤ 0.

Por lo tanto
∑n

j,k=1 cjckψ
H(tj − tk) ≤ 0. �

Del lema anterior obtenemos el siguiente resultado, el cual nos da
una relación entre la propiedad pd de CH y nd de ψ.

Teorema 2.5 La función CH es pd, para toda 0 < H ≤ 1, si y sólo si
la función ψ es nd.

Demostración: Si CH es pd, para toda 0 < H ≤ 1, entonces por
el Lema 2.2 tenemos que ψ1 = ψ es nd. Rećıprocamente si ψ es nd,
entonces por el Lema 2.4, se tiene que ψH , 0 < H ≤ 1, es nd y por el
Lema 2.2 se tendrá que CH es pd, para toda 0 < H ≤ 1. �

Una caracterización conocida de cuándo podemos definir un pro-
ducto interno en un espacio vectorial normado la da el siguiente teorema.
Esta caracterización la utilizaremos en la próxima sección.

Teorema 2.6 En (T, ‖ · ‖) se puede definir un producto interno si y
sólo si ‖ · ‖2 es nd.

3 El espacio paramétrico del MBF

En esta sección aplicaremos los resultados obtenidos en la Sección 2.

Recordemos que tiene sentido definir el Movimiento Browniano Frac-
cionario con espacio paramétrico un espacio vectorial normado (T, ‖ · ‖),
si la función CH es pd, para toda 0 < H ≤ 1. En cuyo caso el MBF de
ı́ndice H, tendrá función de covarianza CH .

El Teorema 2.5 nos dice que podemos definir el MBF, con espacio
paramétrico (T, ‖ · ‖) si y sólo si ψ(t) =‖ t ‖2 es nd, y por el Teorema
2.6 tenemos que esto puede ocurrir si y sólo si T es un espacio con pro-
ducto interno. Por lo tanto, tiene sentido definir un MBF con espacio
paramétrico T si y sólo si T es un espacio con producto interno.
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Sea {Bt : t ∈ T} un MBF de ı́ndice H ∈ (0, 1], donde T es un
espacio con producto interno (este proceso existe por lo que acabamos
de observar). El MBF de ı́ndice H tiene, entre otras, las siguientes
propiedades:

a) {Bt : t ∈ T} tiene incrementos estacionarios en ‖ · ‖, es decir,

para cada t, h ∈ T se tiene que Bt+h − Bt
d
= Bh, esto es porque

Bx − By tiene distribución Gaussiana con media cero y varianza
‖ x− y ‖2H , para cualesquiera x, y ∈ T.

b) Si a > 0, entonces Cov(Bas, Bat) = Cov(aHBs, a
HBt), y por ser

{Bt : t ∈ T} un campo aleatorio Gaussiano tenemos que {Bat :

t ∈ T} d
= {aHBt : t ∈ T}, por lo tanto {Bt : t ∈ T} es un proceso

autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1].

Cuando H = 1
2 el proceso {Bt : t ∈ T} se llama Movimiento Brow-

niano, el cual es una generalización del Movimiento Browniano multi-
paramétrico (con espacio de parámetros Rd) definido por Lévy [7].

En las siguientes secciones daremos otras propiedades del MBF.

4 Representaciones integrales del MBF

Como se dijo inicialmente uno de los objetivos es demostrar que el MBF
{Bt : t ∈ T} de ı́ndice H ∈ (0, 1], cuando el espacio de parámetros T no
es necesariamente unidimensional, tiene propiedades análogas a las del
caso unidimensional. Una de estas es que cuenta con una representación
integral.

Para ver la representación integral, en el caso general, comenzaremos
por definir un cierto tipo de integral estocástica en la siguiente sección.

4.1 Integral estocástica

El propósito de esta sección es introducir notación y algunos conceptos
ya conocidos.

Sea (E, E ,m) un espacio de medida finita (o σ-finita), entonces existe
una medida aleatoria Gaussiana M centrada con medida de control
m (véase por ejemplo [11]). Usando este hecho se define una integral
estocástica para cada f ∈ L2(E, E ,m),

I(f) =

∫
E
f(x)dM(x).
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De esta forma se obtiene un campo aleatorio Gaussiano centrado {I(f) :
f ∈ L2(E, E ,m)}, que cumple

E[I(f1)I(f2)] = 2

∫
E
f1(x)f2(x)dm(x), (1)

para cada f1, f2 ∈ L2(E, E ,m).

A continuación se define una integral estocástica del tipo armoniza-
ble (ver Caṕıtulo 6 y Sección 7.2.2 en [11]).

Sea M̃ = M (1) + iM (2), donde M (1) y M (2) son medidas aleatorias
Gaussianas centradas independientes en (X×R,G ×B(R)), donde R es
un subconjunto medible de R, con la propiedad de que si r ∈ R, entonces
−r ∈ R, y (X,G) es un espacio medible. Además M (1) y M (2) tienen
medida de control ι ⊗ ν, donde ν es una medida finita absolutamente
continua con respecto a λ (medida de Lebesgue en R) y dν

dλ = g es una
función par. ι es una medida de probabilidad en (X,G).

Considérese la siguiente clase de funciones medibles complejo-valua-
das

F =

{
f̃ : f̃(x, r) = f̃(x,−r),

∫
X

∫
R

∣∣∣f̃(x, r)
∣∣∣2 dι(x)dν(r) <∞

}
.

Para cualquier f̃ ∈ F la integral

I(f̃) =

∫
X

∫
R
f̃(x, r)dM̃(x, r),

se define como

I(f̃) =

∫
X

∫
R
f (1)(x, r)dM (1)(x, r)−

∫
X

∫
R
f (2)(x, r)dM (2)(x, r),

donde f̃(x, r) = f (1)(x, r) + if (2)(x, r).

Como consecuencia de esta definición obtenemos la covarianza del
campo aleatorio Gaussiano centrado {I(f̃) : f̃ ∈ F}.

Proposición 4.1.1 Si f̃1 y f̃2 están F , entonces

E[I(f̃1)I(f̃2)] = 2

∫
X

∫
R
f̃1(x, r)f̃2(x, r)dι(x)dν(r). (2)
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Demostración: Sean f̃j(x, r) = f
(1)
j (x, r) + if

(2)
j (x, r), j = 1, 2. En-

tonces por independencia deM (1) yM (2), y de que E[I(f̃j)] = 0, j = 1, 2,
resulta

E[I(f̃1)I(f̃2)] = E
[∫

X

∫
R
f

(1)
1 (x, r)dM (1)(x, r)

∫
X

∫
R
f

(1)
2 (x, r)dM (1)(x, r)

]
+E

[∫
X

∫
R
f

(2)
1 (x, r)dM (2)(x, r)

∫
X

∫
R
f

(2)
2 (x, r)dM (2)(x, r)

]
Usando (1) queda

E[I(f̃1)I(f̃2)]=2

∫
X

∫
R

{
f

(1)
1 (x, r)f

(1)
2 (x, r) + f

(2)
1 (x, r)f

(2)
2 (x, r)

}
dι(x)dν(r)

Por otra parte, ya que f̃j ∈ F , entonces f
(1)
j (x,−r) = f

(1)
j (x, r) y

f
(2)
j (x,−r) = −f (2)

j (x, r), para j = 1, 2. Aśı que para cada x ∈ X se
obtiene∫
R
f

(1)
1 (x, r)f

(2)
2 (x, r)dν(r) =

∫ 0

−∞
f

(1)
1 (x, r)f

(2)
2 (x, r)1R∩R−(r)g(r)dr

+

∫ ∞
0

f
(1)
1 (x, r)f

(2)
2 (x, r)1R∩R+(r)g(r)dr

= 0.

Análogamente, para cada x ∈ X resulta que∫
R
f

(2)
1 (x, r)f

(1)
2 (x, r)dν(r) = 0.

De esta manera∫
X

∫
R
f

(1)
1 (x, r)f

(2)
2 (x, r)dν(r)dι(x) =

∫
X

∫
R
f

(2)
1 (x, r)f

(1)
2 (x, r)dν(r)dι(x).

Aśı (2) es cierto. �

4.2 Caso multidimensional

Para dar una representación integral del MBF abordaremos primera-
mente el caso en que el espacio de parámetros es finito dimensional.

Sea µ una medida Gaussiana en (Rd,B(Rd)), es decir, µ es una
medida con función caracteŕıstica

f(x) = exp

(
−1

2
‖x‖2

)
, x ∈ Rd.
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Además, sea R = R\(−1, 1) y dν(r) = |r|−(2H+1)dr (nótese que ν(R) =
H−1).

Veremos que una representación integral del MBF {Bt : t ∈ Rd} de
ı́ndice H ∈ (0, 1], en este caso, es de la forma siguiente:

Bt =
1

K(H)

∫
Rd

∫
R

(eir〈t,x〉 − 1)dM̃(x, r), (3)

donde M̃ es una medida aleatoria Gaussiana (complejo-valuada) con
medida de control |r|−(2H+1)drdµ(x) y la constante

K2(H) = 2

∫
R
|eir − 1|2|r|−(2H+1)dr ·

∫
Rd
|〈θ, x〉|2Hdµ(x), (4)

donde θ es un vector fijo en Rd de norma uno.
No es dif́ıcil ver que K(H) <∞ y que la integral en Rd, que aparece

en (4), no depende de θ sino de la norma del vector θ. Vemos esto. Es
posible mostrar que∫

R
|eir − 1|2|r|−(2H+1)dr ≤ 2

∫ ∞
0
|eir − 1|2r−(2H+1)dr

=
π

HΓ(2H)sen(Hπ)
.

Ahora falta ver que el valor de la integral
∫
Rd |〈θ, x〉|

2Hdµ(x) depende
únicamente de ||θ||. Sea la variable aleatoria Yθ : Rd → R, definida
como Yθ(x) = 〈θ, x〉. Calculemos su función caracteŕıstica. Sea u ∈ R,
entonces

Eµ[eiuYθ ] =

∫
Rd
eiuYθ(x)dµ(x)

=

∫
Rd
ei〈uθ,x〉dµ(x)

= e−
1
2
‖uθ‖2 = e−

u2

2
‖θ‖2 ,

es decir Yθ es una variable aleatoria Gaussiana definida en el espacio de
probabilidad (Rd,B(Rd), µ).

Recordemos que si X y Y son variables aleatorias, entonces X
d
= Y

si y sólo si sus respectivas funciones caracteŕısticas coinciden, en con-

secuencia Yθ
d
= Yα si y sólo si ‖ θ ‖=‖ α ‖, por lo tanto si Yθ

d
= Yα,

entonces
Eµ
[
|Yθ|2H

]
= Eµ

[
|Yα|2H

]
<∞,
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debido a que una variable aleatoria Gaussiana tiene todos sus momentos.
De esta forma K(H) <∞.

A continuación veremos que el proceso {Bt : t ∈ Rd}, definido en
(3), es un proceso autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1], es decir, que para

cada a > 0, {Bat : t ∈ Rd} d
= {aHBt : t ∈ Rd}.

Teorema 4.2.1 El proceso B definido en (3) es autosimilar de ı́ndice
H ∈ (0, 1].

Demostración: Por tratarse de variables aleatorias Gaussianas bas-
tará con mostrar que Cov (Bat, Bas) = Cov (aHBt, a

HBs), para s, t ∈
Rd. Veamos pues esto. Usando (2) resulta que

Cov (Bat, Bas) = E [BatBas]

=
1

K2(H)

∫
Rd

∫
R

(eir〈at,x〉 − 1)(eir〈as,x〉 − 1)

·|r|−(2H+1)drdµ(x)

=
1

K2(H)

∫
Rd

∫
R

(eiar〈t,x〉 − 1)(eiar〈s,x〉 − 1)

·|r|−(2H+1)drdµ(x)

= a2HE[BtBs]

= Cov (aHBt, a
HBs),

lo que implica que B es un proceso autosimilar de ı́ndice H. �

El siguiente resultado nos da, entre otras cosas, la varianza de la
variable aleatoria Bt.

Lema 4.2.2 Sean t, s ∈ Rd, entonces

E[(Bt −Bs)2] =‖ t− s ‖2H . (5)

Demostración: Si t = s no hay nada que demostrar. Supongamos
que s 6= t, entonces

Bt −Bs =
1

K(H)

∫
Rd

∫
R
eir〈s,x〉(eir〈t−s,x〉 − 1)dM̃(x, r),
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y usando (2) se logra

E
[
(Bt −Bs)2

]
=

2

K2(H)

∫
Rd

∫
R
|eir〈t−s,x〉 − 1|2|r|−(2H+1)drdµ(x).

Ya que |eiy − 1|2 = |ei|y| − 1|2, con y ∈ R, tenemos

E[(Bt −Bs)2] =
2

K2(H)

∫
Rd

∫
R
|ei|r||〈t−s,x〉| − 1|2|r|−(2H+1)drdµ(x)

=
2

K2(H)

∫
{x:x 6=t−s}

|〈t− s, x〉|2Hdµ(x)

·
∫
R
|eir − 1|2|r|−(2H+1)dr

=
2

K2(H)
‖ t− s ‖2H

∫
Rd

∣∣∣∣〈 t− s
‖ t− s ‖

, x

〉∣∣∣∣2H dµ(x)

·
∫
R
|eir − 1|2|r|−(2H−1)dr.

En consecuencia (5) es cierto. �

Finalmente como resultado de (5) tenemos el

Teorema 4.2.3 El proceso B definido en (3) tiene incrementos esta-
cionarios y es el MBF.

Demostración: Para ver que Bt+h −Bt
d
= Bh, para t, h ∈ Rd, bastará

con mostrar que E[(Bt+h −Bt)2] = E[B2
h] pero esto es claro de (5).

Por otra parte

Cov (Bt, Bs) = E [BtBs]

=
1

2

{
E[B2

t ] + E[B2
s ]− E[(Bt −Bs)2]

}
=

1

2

{
‖ t ‖2H + ‖ s ‖2H − ‖ t− s ‖2H

}
.

Lo que implica que B es un MBF, pues {Bt : t ∈ Rd} es un campo
aleatorio Gaussiano. �
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4.3 Caso general

Como vimos en la Sección 3, tiene sentido que un espacio vectorial T sea
espacio de parámetros del MBF si y sólo si T es un espacio con producto
interno. En vista de esto es deseable obtener una representación integral
del MBF {Bt : t ∈ T} de ı́ndice H ∈ (0, 1], cuando T cuenta con la única
propiedad de tener un producto interno.

La representación integral (3) provoca a pensar en una representación
general, por tener ésta un producto interno, y es precisamente esto lo
que motiva dicha representación.

Iniciaremos introduciendo los siguientes conceptos.
Sea Φ un espacio vectorial real. Una función f : Φ −→ R se dice

seudo-continua si para cada ϕ1, ..., ϕn ∈ Φ, la función f(t1ϕ1+· · ·+tnϕn)
es continua en las n variables reales t1, ..., tn.

El espacio de todas las funcionales lineales reales en Φ se denotará
por ΦΛ. Si F ∈ B(Rn) y ϕ1, ..., ϕn ∈ Φ, entonces el conjunto

{f ∈ ΦΛ : (f(ϕ1), ..., f(ϕn)) ∈ F},

se llama conjunto Borel ciĺındrico con base F correspondiente a {ϕ1,
..., ϕn}. El conjunto de todos los conjuntos Borel ciĺındricos correspon-
dientes a {ϕ1, ..., ϕn} forman una σ-álgebra, denotada por S(ϕ1, ..., ϕn),
y todos los conjuntos Borel ciĺındricos forman una álgebra denotada por
S. Sea FΛ la menor σ-álgebra que contiene a todos los conjuntos Borel
ciĺındricos (FΛ = σ(S)). Se tiene que S ⊂ B(ΦΛ) y si Φ es separable,
entonces FΛ = σ(S) = B(ΦΛ) (ver en [4] la página 62).

El siguiente resultado puede consultarse en [14] (ver particularmente
el Teorema 4.3.5).

Teorema 4.3.1 Si f es una función seudo-continua positiva definida
en Φ (con f(0) = 1), entonces existe una única medida de probabilidad
PΛ en (ΦΛ,FΛ) tal que

f(ϕ) =

∫
ΦΛ

eiξ(ϕ)dPΛ(ξ),

para toda ϕ ∈ Φ.

El teorema anterior no implica que f sea una función caracteŕıstica
(es mas bien un funcional tipo Bochner ver [4]), esto es debido a que
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la medida PΛ no está definida en una σ−álgebra de Φ, que es lo que
se requeriŕıa para que f fuera una función caracteŕıstica (ver [12] o
Definición 4.2.4 en [14]).

Lo anterior quedará claro con el siguiente ejemplo. Sea f : T → R,
definida por

f(t) = exp

(
−1

2
||t||2

)
, t ∈ T,

entonces f es seudo-continua y además es positiva definida (ver Propo-
sición 2.3 y Teorema 2.6), entonces por el Teorema anterior existe una
única medida de probabilidad PΛ en (TΛ,FΛ) tal que

f(t) =

∫
TΛ

eiξ(t)dPΛ(ξ), (6)

para cada t ∈ T . Sin embargo, sabemos que no existe una medida de
probabilidad en (T,B(T )) tal que f tenga la forma (6) (ver Ejemplo
2.3.1 en [4] o [12]).

Para nuestros propósitos no es importante que f sea una función
caracteŕıstica, si no el hecho de la existencia de una medida de proba-
bilidad PΛ en (TΛ,FΛ), tal que (6) es cierto.

Haciendo uso de lo anterior veremos que el proceso

Bt =
1

K(H)

∫
TΛ

∫
R

(eirξ(t) − 1)dM̃(ξ, r), (7)

donde M̃ es una medida aleatoria Gaussiana (complejo-valuada) con me-
dida de control |r|−(2H+1)drdPΛ(ξ), es la representación integral general
buscada del MBF con ı́ndice H ∈ (0, 1].

Como antes, tenemos que K(H) es de la forma (4), donde ahora la
integral en Rd es del tipo∫

TΛ

|ξ(θ)|2HdPΛ(ξ). (8)

Para demostrar que {Bt : t ∈ T} es un proceso autosimilar de ı́ndice
H ∈ (0, 1] con incrementos estacionarios se hace lo mismo que en el caso
multidimensional.

Por ejemplo, veamos que el valor de la integral en (8) depende
únicamente de ‖ θ ‖. Sea la variable aleatoria Yθ : (TΛ,FΛ)→ (R,B(R)),
donde Yθ(ξ) = ξ(θ) (usamos esta notación para que quede clara la me-
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dibilidad), entonces como antes bastará con calcular su función carac-
teŕıstica. Sea u ∈ R, de (6) concluimos que

EPΛ [eiuYθ ] =

∫
TΛ

eiuYθ(ξ)dPΛ(ξ)

=

∫
TΛ

eiξ(uθ)dPΛ(ξ)

= e−
1
2
‖uθ‖2 = e−

u2

2
‖θ‖2 .

Aśı el campo aleatorio Gaussiano {Bt : t ∈ T}, dado en (7) es el MBF
de ı́ndice H ∈ (0, 1].

5 Caracterización de procesos Gaussianos au-
tosimilares con incrementos estacionarios en
el sentido fuerte

Cuando el espacio de parámetros es R, es conocido que el único proceso
Gaussiano autosimilar con incrementos estacionarios es el MBF. Sin em-
bargo cuando la dimensión del espacio paramétrico aumenta, entonces
la afirmación anterior no es necesariamente cierta, como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Sea T = R2. Sabemos que | · |2 es una función nd en R, entonces por
el Teorema 2.5 (ψ(t1, t2) = |t1|2) tenemos que

CH(t, s) =
1

2

{
|t1|2H + |s1|2H − |t1 − s1|2H

}
, (1)

con t = (t1, t2) y s = (s1, s2), es pd. Esto implica que existe un pro-
ceso Gaussiano centrado {Yt : t ∈ R2}, con función de covarianza (1).
Este proceso es autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1] y tiene incrementos
estacionarios pero no es un MBF con espacio de parámetros R2.

Veremos a continuación que la razón del por qué se obtuvo esta
contrariedad es debido a que el concepto de estacionaridad no es lo
bastante restrictivo.

Iniciaremos con el siguiente concepto. Usando el hecho de que todo
subespacio finito dimensional de un espacio normado tiene un comple-
mento (Corolario 3.2.1 de [3]), diremos que una transformación lineal
g : T → T es una rotación en T , si existe un conjunto finito de vectores
{t1, ..., tn} linealmente independientes, tal que

g(x) = r(cx) + lx,
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donde x = cx + lx, con T = L{t1, ..., tn} ⊕ L{t1, ..., tn}⊥ y r es una
rotación en el subespacio cerrado de dimensión finita L{t1, ..., tn}. Usan-
do este concepto se da la siguiente definición.

Definición 5.1 Un proceso {Xt : t ∈ T} se dice que tiene incrementos
estacionarios en el sentido fuerte si

{Xg(t) −Xg(0) : t ∈ T} d
= {Xt −X0 : t ∈ T} ,

para cualquier rotación o traslación g en T.

Una propiedad de los procesos con incrementos estacionarios en el
sentido fuerte es que si t, s ∈ T , con ‖ t ‖=‖ s ‖, entonces Xt −
X0

d
= Xs − X0. En efecto sea {t0, s0} un conjunto ortonormal tal que

t, s ∈ L{t0, s0}. La rotación gs que manda t a s esta determinada
da la siguiente forma. Sea x ∈ T = L{t0, s0} ⊕ L{t0, s0}⊥, entonces
x = axt0 + bxs0 + lx, aśı

gs(x) = 〈(cos θ,−sen θ), (ax, bx)〉t0
+〈(sen θ,−cos θ), (ax, bx)〉s0 + lx,

donde

θ = cos−1

(
〈t, s〉
|t||s|

)
, 0 ≤ θ < 2π.

En consecuencia

Xs −X0 = Xgs(t) −Xgs(0)
d
= Xt −X0.

Nótese que el proceso {Yt : t ∈ R2} con función de covarianza (1),
no tiene incrementos estacionarios en el sentido fuerte, pues por ejemplo

considérese la rotación g(0,1) que manda (1,0) a (0, 1), entonces Y(1,0)

d
6=

Y(0,1), pues E[Y 2
(1,0)] = 1 y E[Y 2

(0,1)] = 0.

Tenemos la siguiente caracterización.

Teorema 5.2 El MBF de ı́ndice H ∈ (0, 1] es el único proceso Gaus-
siano autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1] que tiene incrementos estaciona-
rios en el sentido fuerte.
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Demostración: Sea {Xt : t ∈ T} un proceso Gaussiano autosimilar de
ı́ndice H que tiene incrementos estacionarios en el sentido fuerte. Por

autosimilaridad tenemos que para toda a > 0, X0
d
= aHX0, por lo tanto

X0 = 0.

Sean t, s ∈ T y considérese la traslación gs(x) = x+ s, entonces

E[Xt+s −Xs] = E[Xgs(t) −Xgs(0)]

= E[Xt −X0],

= ‖t‖HE[Xt0 ] (2)

donde t0 ∈ T, con ‖t0‖ = 1.

Usando de nuevo autosimilaridad obtenemos

E[Xt+s −Xs] =
(
‖t+ s‖H − ‖s‖H

)
E[Xt0 ]. (3)

De (2) y (3) concluimos que E[Xt0 ] = 0, aśı E[Xt] = 0, para toda t ∈ T .
De manera análoga E[X2

t ] = ‖t‖2Hσ2, con σ2 = E[X2
t0 ]. Por otra parte

Xt −Xs = Xgs(t−s) −Xgs(0)
d
= Xt−s −X0,

implica

E[(Xt −Xs)
2] = E[X2

t−s] = ‖t− s‖2Hσ2.

Por lo tanto

E[XtXs] =
1

2

{
E[X2

t ] + E[X2
s ]− E[(Xt −Xs)

2]
}

=
1

2

{
‖t‖2H + ‖s‖2H − ‖t− s‖2H

}
σ2,

que es la covarianza de un MBF. �
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