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Algebra Generada por la Proyeccién de Bergman
y un Operador de Traslacion

Josué Ramirez Ortegal

Resumen

Sea G un dominio conexo y acotado en C tal que su frontera
es union finita, ajena por pares, de curvas cerradas simples de
clase C! y K la proyeccién de Bergman en B(Ly(G)). Si « es
un difeomorfismo en G de clase C' entonces W es el operador
de traslacién con peso en B(L2(G)) dado por W ¢ = wyp o a,
donde w = y/|det J,|. En este articulo se describe el dlgebra de

sfmbolos del dlgebra C* R = R (C(G)I, K,W,C). También se
enuncian condiciones de Noether para los operadores en R.
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1 Introduccion

Existen numerosos trabajos sobre integrales singulares en una dimen-
sién, desde los pioneros de Yu. V. Sojotski, A. Harnack y J. Plemelj, e
investigaciones subsecuentes de I. I. Privalov, N. I. Muskhelishvili, I. N.
Vekua, F. D. Gajov, y S. G. Mikhlin, entre otros. Posteriormente A. P.
Calderén y A. Zygmund [2] desarrollaron trabajos en integrales singu-
lares multidimensionales, y fue S. G. Mikhlin quien introdujo simbolos
para estos operadores integrales singulares. En forma maés precisa, con-
sideremos al operador integral singular en B(La(R"))

Ap(z) = a(x)p(z) + b(x) /Rn m 9:ﬁ7

!Bstudiante de Doctorado, CINVESTAV-IPN. Becario del CONACyT. Becario
de la Academia de la Investigacién Cientifica, junio 1995-mayo 96.

o(y)dy,
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donde a,b € C (Rn)2) y la funcién caracteristica satisface las condiciones
siguientes

1) fouor f(z,0)d0 =0,
2) [gn-1|f(z,0)]?d0 < ¢ = constante,

3) Jim fouoi1£(@.0) = f(a 0)d8 =0,

En los términos de I. B. Simonenko [8, 9], el operador A es equiva-
lente en cada punto x, € R" al operador

(o, 0).

—(y)dy.
|z —yl|

Arp(a) = alao)p(a) +blao) [,

Si F es la transformada de Fourier, entonces F A, F~! es un ope-
rador de multiplicacién por una funcién acotada y homogénea de grado
cero ®(x,,() [6, 9]. ®(x,,() es el simbolo del operador A,, que, con la
notacién de L. Hérmander [6], es el multiplicador de tipo (2,2) asociado
a A,,. El simbolo del operador A es la funcién ®(z, ().

En este articulo se describe el algebra generada por la proyecciéon
de Bergman y un operador de traslacién. Se utiliza el resultado abs-
tracto de N. L. Vasilevski [12] que describe el dlgebra de simbolos del
algebra C* generada por un operador singular abstracto, un operador
de traslacién unitario autoadjunto, los operadores de multiplicacién por
funciones continuas y los operadores compactos.

Sea G un dominio conexo y acotado en el plano complejo C cuya
frontera es una unién finita, ajena por pares, de curvas cerradas simples
de clase C', K la proyeccién de Bergman de Lo(G) sobre el espacio de
Bergman A2 = H(G) N Ly(G), o un difeomorfismo de M = G sobre M
que satisface la condicién de Carleman a? = id, y W un operador de
traslacion con peso definido en Ly(G) por Wy = wyp o a.

En la seccién 2 veremos que el operador S = 2K — [ es un operador
singular abstracto. Veremos también las condiciones sobre w bajo las
cuales el operador W es unitario autoadjunto. Consideraremos el caso
particular w = /| det J,|, donde J, es la matriz Jacobiana de «; con
esta hipdtesis y siguiendo [12], se describe el dlgebra de simbolos del
algebra C* generada por K, W, los operadores de multiplicacién por
funciones continuas y los operadores compactos que denotamos por C.
Esta élgebra se denotard por R =R (K, W,C(M),C).

PR" =R"U {oo} denota la compactificacién de R™ en un punto.
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Para la descripcion del dlgebra R es fundamental determinar el es-
pectro local [8, 12] en ¢ € G del operador K — W KW. En la seccién 3
veremos que los operadores K, W KW son equivalentes al operador cero
en cada punto ¢ € G, por lo tanto, el escalar 0 es el tinico elemento del
espectro local de K — WKW en ¢ € G.

La mayor dificultad se presenta cuando se calcula el espectro local
de K — WKW para puntos sobre la frontera de G. La proyeccién K se
descompone como una combinacion lineal de productos de operadores
integrales singulares mds un operador compacto [1]. En la seccién 4
veremos que por medio de esta descomposicion, el espectro local de K —
WKW es igual al espectro local de un operador singular generalizado
compuesto en B(L2(C)) [8, 9]. El espectro local de un operador singular
generalizado compuesto esta estrechamente relacionado con el problema
de factorizacién de una matriz cuadrada definida en R [8, 9]. Asi, el
problema de determinar el espectro local de K — W KW para puntos
sobre la frontera de G se transforma en un problema de factorizacién.
En la seccion 5 se resuelve el problema de factorizacion, y por lo tanto, se
determina el espectro local de K — W KW para puntos sobre la frontera
de G.

Cabe destacar que cuando el Jacobiano es menor que cero, el espec-
tro local de K — W KW para puntos sobre la frontera de G no depende
del difeomorfismo «. Este hecho no ocurre cuando el Jacobiano es po-
sitivo.

2 Preliminares
Aun cuando G no sea acotado y con frontera suave, se tiene que W &
B(Ly(@)) si, y solo si, |w o af?|det Jo| € Loo(G). La siguiente proposi-

cién establece condiciones bajo las cuales el operador W es unitario
autoadjunto.

Proposiciéon 2.1 Para el operador de traslacion con peso W tenemos:
1) W2=wwoal,
2) Wo=woa |detJ,| poal,
3)W2=I<wwoa=1 en casi todo punto,

4 ) W*=W s woa |detJ,| =w en casi todo punto,
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5)WL=W*=W & w=g./detJ,], dondeg : G — S!
satisface la condicion : g goa =1 en casi todo punto.

Jo es la matriz Jacobiana de o ( en las variables reales ).

Demostracién. W?2p = w (Wy)oa = w(w o a)(p o a?) =
w(w o a)p. Para cada ¢, ¢ € Lo(G) :

<We,yp >= [gw(z)p(a(2))P(z)dV (), z=a(()

= Jo p(Qu(a(Q))(a(C))| det Jo(C)[dV(C)
<o, Wi >= [ p(Qu () (a(())dV (C)

Por la unicidad de W* se obtiene 2). Si W? = I entonces 1 = I(1) =
W2(1) = w(wo ), la afirmacién reciproca de 3) es inmediata. Si W* =
W entonces, tomando 1 = 1 y considerando la unicidad en el teorema
de Riesz, se deduce que w = woa|det J,|; la afirmacién reciproca de
4) es inmediata. Finalmente:

Wl=W'=W & wwoa=1y woa|detJ,| =w
& wwoa=1y wwoaldetJ,| =ww

& wwoa=1y |wl =4/|detJ,]

& w=gy/|det Jy,

donde g : G — 8! satisface la condicién : g goa = 1 en casi todo
punto. m

En adelante vamos a suponer que W es unitario autoadjunto, y en
particular elegimos w = /| det J,|.

Es el momento pertinente para dar una definicién y un hecho de los
principios locales. Un operador A € B(Ly(M) se dice que es de tipo
local si para cualesquiera cerrados ajenos Fi, F5 contenidos en M, el
operador Pp, APr, es compacto, donde Pr = xpI. El operador A es de
tipo local si, y solo si, para cada a(¢) € C'(M) el operador a(¢)A—Aa(¢)I
es compacto [5].

La proyecciéon de Bergman K admite la siguiente descomposicion
[1]:

K=1-5:S¢+1L
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donde L es un operador compacto y Sg, Sg son los operadores integrales
singulares en B(L2(G)) dados por :

1 ©(<) g 1 ©(<)
S z:—/idv, S z:—/fidv.
(See)(z) = | C— 22 (©) (See)(z) = | e (©)
Los operadores integrales singulares son de tipo local [8, 9], por lo
tanto tenemos el siguiente

Teorema 2.1 El operador S = 2K — I es un operador singular abs-
tracto, es decir, satisface las tres condiciones siguientes:

1) 8% — 1T es compacto,
2 ) S* =S es compacto,
3 ) Sa(¢)I — a(()S es compacto para cada a(() € C(M).

La afirmacion 3) dice que S es de tipo local. Los operadores S £ I no
son compactos.

Tenemos ahora las hipétesis requeridas en [12].

Sea R, = R (S, WSW,C(M)I,C) el dlgebra C* generada por
S, WSW, los operadores compactos y los operadores de multiplicacién
por funciones continuas. Un calculo simple muestra que el operador
W SW es de tipo local, por lo tanto, todos los operadores en R, son de
tipo local.

Se define 7@0 =R,/C, m: Ry — 7@0 la aplicacién canénica y Z =
7(C(M)I). Z es una subélgebra C* central de R,. Para cada (,, Je,
denota el ideal maximal en Z correspondiente a (,, J({,) = Ro - Je, el
ideal bilateral cerrado en R, generado por Jeon ¥ T, Ro — R o(Co) =
Ro/J(Co) la aplicacién canénica. Para describir el dlgebra de simbolos
de R es fundamental determinar el espectro de ﬂCO(K —~ WEKW).

Sean A, B dos operadores de tipo local en B(La(M)). Decimos que
A, B ( A B ) son equivalentes en el punto (, € M si para cada € > 0
existe una vecindad U de (, tal que |||Py(A—B)||| := ||Py(A—B)|| < e.
Se dice que A es localmente Fredholm en (, € M si existe un operador
R € B(L2(M)) y una vecindad U de (, tal que RAPy — Py, PrAR— Py
son compactos. Para cada (, € M, Fy, = {a € C(M) | a[M] C [0,1],
existen vecindades U; C U, de (, tal que aly, = 1y alye = 0}; se
tienen los mismos conceptos si sustituimos P por un elemento en Fg,
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en las definiciones anteriores. No es dificil verificar que el conjunto de
elementos en R, y equivalentes a cero en (,, es igual al ideal J((,);
ademds, un elemento A € R, es localmente Fredholm en (o si, y solo si,
7¢, (A) es invertible [5, 8].

3 Espectro local en un punto interior

En primer lugar, determinaremos el espectro de 7, (K -WK W) cuando
(o € G; con este objetivo serd necesaria la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 Sea Kg(z,() el nicleo de Bergman del dominio G.
Para cada ¢ € Lo(G) :

WEWQ)(2) = | ¢(OKE(0) dv(Q)

donde Kg(z,¢) = w(z) () Ka(a(z), alC).
Demostracién. Si ¢ € Ly(G) entonces
(WEW)(2) = w(z)(KWe)(a(2))
() Jow(e)p(ale)Kola(z),0)dV(e), & =a(()
= w(z) f5 w(@())p(Q)Ko(a(z),a(Q))| det Ja(C)|dV ()
(2) Jo 9(€) WO Ka(alz), o)AV ()

la dltima igualdad se obtiene de la identidad w(a(¢))| det Jo ()| = w({).
n

Si {j(2)}32, es una base ortonormal para A?, entonces Kq(z,¢) =
21 ¢i(2) ¢;(¢). Para cada compacto X C G existe d = d(X,G)
tal que V.2 € X || {;(2)}32; [lz < d, por lo tanto, Vz € X :
1Ka(, Ollz, < d.

El siguiente teorema afirma que los representantes locales de K,
W KW son iguales a cero para cada (, € G.

Teorema 3.1 Para cada (, € G, WCO(K) = WCO(WRW) =0, por lo
tanto,

p (me,(K —WEKW)) =0 si ¢ €G.
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Demostracién. Sea U una vecindad de ¢, tal que U C G es
compacto. Sic € Fr, y Uy C U, C U, entonces V ¢ € Ly(G),

[(WEW@)(2)] = |e(2)] | < ¢, K&(z,-) > |
<le(2)| | K&(z:-) 2z | @ Ls

<le(2)| [ w lloo [ K(a(z),) [l [| @ Iz,

< d wlke |9l x0n(2), d=d(U) = constante.

Después de tomar la norma || - ||z, en esta tdltima desigualdad se
infiere que

IeWEW |l2 < d || w oo 1(Us)"/?,

asi

. (WKW WKW || < inf || WKW ||= 0.
Go €F
o c (O

|= inf
CGFC

Tomando a = w = id, se prueba que 7r§o(f() =0.m

4 Caracterizacion del espectro local en la fron-
tera

En lo que sigue nos limitaremos en determinar el espectro de WCO(K —
WK W) cuando (, € G. Admitimos que « tiene extension aq a todo C,
ay difeomorfismo de clase C'! con oo como punto fijo, que sus derivadas
parciales satisfacen una condicién de Holder, que el valor absoluto de
su Jacobiano estd acotado por arriba y por abajo por una constante
positiva y que a? = id. Consideramos el operador unitario autoadjunto
Wi € B(L2(C)) dado por Wy = wy ¢ o ai, donde w; = /| det Jg, |-

Sean S¢, Sc los operadores integrales singulares en B(Lo(C)) defi-
nidos por las igualdades siguientes :

Soole) = 1 [ VO, (o)) = ¢ [ kv Q)

Si el operador P : La(C) — Lo(G) se define por Pf = f|q, entonces
el adjunto P* : Ly(G) — Lo(C) es isométrico y estd dado por :

P*f(Z)Z{ g(z) j;g
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El subespacio X = P*[L2(G)] es cerrado en Lo(C). Utilizando
PP* = udp,(q) se verifica facilmente que la siguiente aplicacién es un
isomorfismo :

U: A€ B(Ly(G)) — P*AP € B(X).

La identidad en B(X) es Pg = x¢I = P*P, y no es dificil verificar
que A € B(Ly(G)) es Fredholm si, y solo si, P*AP + Q)¢ es Fredholm,
donde Qg = I — Pg. Si A es de tipo local, entonces A es localmente
Fredholm en (, si, y solo si, P*AP 4 Q¢ es localmente Fredholm en (,.

Lema 4.1 FEl operador Ay = M — K + WKW es localmente Fredholm
en (, si, y solo si, el siguiente operador ( que se denotard por By ) es
localmente Fredholm en (, :

I 0 ~S¢ Pe 0 0 Qo 0 0
0 I W1 ScWy 0 Pg 0 -+ 0 Qc 0
S WiSeWi A 0 0 Pg 0 0 Qo

El primer operador matricial se denotard por Ay.

Demostracién. Observe que
Ay =M+ SgSq — WSGWWSaW + Ly,

donde L; es un operador compacto. Utilizando las identidades :
P*SqP = PScPg, P*SqgP = PgScPg,
P*WP = PoWiPqa, W1 Pg = PaWh,

se deduce que

P*A\P + Qq = APq + PaScPaScPg — PaWiScW, PaW1Sc W, Pg
+QG + L2a

donde Lo es un operador compacto. El operador P* Ay P + Q¢ es local-
mente Fredholm en (, si, y solo si, es el siguiente operador [7] :

I 0 ~P&ScPa
E = 0 I PeW1ScWh Pg
PgScPg PoW1ScWhPg APa + Qa

= PgAPc+ Qg = (AP + Qc)(I — Qe AFg)
=B\(I - QgAPgz), A=A,
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El operador (I — Qg APg) es invertible, con inverso (I + Qg APg),
por lo tanto E es localmente Fredholm si, y solo si, By es localmente
Fredholm. =

Con este lema caracterizamos la invertibilidad local de Al — K +
WKW con la invertibilidad local del operador singular generalizado
compuesto By € B(Ly(C)) [8, 9]. Los trabajos de I. B. Simonenko
[8, 9] permiten determinar la invertibilidad local de un operador singular
generalizado compuesto en puntos sobre la frontera de G. A fin de aplicar
los resultados de I. B. Simonenko seran necesarias algunas definiciones.

Siguiendo a S. G. Mikhlin [8], definimos los simbolos de los opera-
dores integrales singulares siguientes:

®s(¢) = Sym Sc(&) = (€/1¢))’,
5(€) = Sym Sc(€) = (¢/I¢))*,
Py, (¢, €) = Sym W1ScWi((,€) = ®s (FY),
(¢, &) = Sym W1 ScWi(¢, &) = @5 (FE),
donde F = (Jz (¢))~!. Consideramos a £ como un elemento de R? | asf,

F¢ es la multiplicacién de la matriz F' por el vector £. Con la notacién
de [8, 9] :

g,
V(e Gy £ C—{0}: ©5(¢,§) = Sym AN(C¢)

1 0
WEGyeeC—{0}: Dp(¢.E)=|0 1
0 0

y cuando ¢ € G

zeG

PE((,€) = lim D(w,¢) =
x¢G

o O =
o = O

0
0
1
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Sean = 77% la normal a G dirigida hacia G y 77? = —n, donde ( € 0G.
Si las matrices @%, 1 = 1,2 no son degeneradas, se introduce

GE(&) = [25(C, 9] (¢, €) = Sym Ax(C,6).
Sea m = m; la recta a través del origen y perpendicular a 7, y
G(t) = Géi(t) = G?(mH—e) =Sym Ay ((,nt+¢€) ecm, |e/=1.
La matriz G(t) admite una factorizacién de la forma
G(t) = X1 () DX_ (1),
donde Xfl admite extension analitica al semiplano superior, X*! ad-
mite extensién analitica al semiplano inferior y

((t — 20)/(t = Zo))™ 0 ) 0
D= 0 ((t — 20) /(t — %)) 0
0 0 ((t = 20)/(t — Z,))"

con k; = k;(, €) enteros ( indices parciales ) , k1 > ko > k3 y Im z, > 0.

Teorema 4.1 El operador \I — K +W KW es localmente Fredholm en
(o € OG si, y solo si,

1) Las matrices ®% (5, &) no son degeneradas,

2) ki(Co,e) =0 Veem, i=1,2,3.

Demostracién. El operador By es localmente Fredholm en (, €
JG si, y solo si [8, 9]:

1) Las matrices ®% (¢, &) no son degeneradas,

2) ki(Co,e) =0 Veem,, i=1,2,3.

El teorema se infiere de este hecho y del lema 4.1. m

5 Factorizacion y espectro local en la frontera

Si A = 0 entonces la matriz ®5 es degenerada en cada ¢, € 9G, asf,
0esp (TFCD(K — WKW)).

Sabemos [10] que sp (K — WKW) = Ucenr sp (WC(K —~WEKW)) C
[—1,1], por ello, en adelante vamos a suponer que A € [—1,1] —{0}; ésto
implica que las matrices @%((o,g) no son degeneradas, por lo tanto,
nuestro problema de invertibilidad local del operador A\I — K + WKW
en la frontera de G se reduce a un problema de factorizacion.
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El siguiente lema es importante para determinar la forma de la en-
trada (3,2) de la matriz G(t).

Lema 5.1 Sean v, € S* y ¢ = Im(uv) =< p,iv ># 0, es decir, v, i1
son no colineales. Entonces

(vt + 1) = (I)S(‘i‘(t V1= + )

donde puy = sgn(c) iv; se toma el signo + si |v — u| > /2 y el signo —
de otro modo.

Demostracién. Si Re(uv) =< p,v >= 0 entonces |c| =1 y
pn = pu.

Supongamos Re(uv) # 0. Sean P =tv+pu y P = f(t)v +
mostrados en la figura. Considerando los triangulos semejantes 0Pu y
0P1 3, se obtiene de la figura

O =18=ml _ 18]
t I

También con tridngulos semejantes se infiere que |[B] = 1/|¢| ¥y
8=l = VIBE=1 = VI=/lcl, por lo tanto, |f(t) = (|| +
V1—2c?)/|e|. Como tf(t) > 0, entonces f(t) = (t £ V1—c?)/|c,
tomando el signo + si |V — p| > V2 y el signo — de otro modo. El
simbolo de S¢ es homogéneo de grado cero, luego, ®g(P) = ®g(P;). m
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Como «o? = id, el Jacobiano de o nunca se anula y su signo es
constante. En lo que sigue suponemos (, € 0G.

Lema 5.2 1) Si detJ, <0, entonces

1 0 —p_
0 1 4 st € =1,
oy Y- A
G(t) =
I 0 —e4
0 1 Y st €= —in.
- Pp A
2) Si det Jo > 0 entonces
1 0 —p_
0 1 (. st € =1m,
o+ Py A
G(t) =
1 0 — P+
0 1 vy st € = —in,
p— - A

Céonde Y+ = /B(t_i)/(t+i)a Yy = ’V(t_ao)/(t_ao)v P = P4, P =
¥4, 1Bl = |yl =1 y Im(a,) > 0.

Demostracion. Como ®5 = d®g, entonces solo basta calcular
Ps(nt +¢) v Pg(F[nt + ¢]), donde F = (J*(¢))~*. Con un célculo
simple se verifica que

ot

=e+ ¥y Bstt—in) =0T =0

t—1
t+1

Dg(nt +in) = n°

Si v =Fn/|Fn|, p= Fe/|lFe|, y R = |Fn|/|Fe|, entonces el
lema 5.1 y la homogeneidad de grado cero de ®g justifica la siguiente
igualdad

B(Flt + ¢]) = (I)S(|(1:‘(Rt V1= + )

donde ¢ =Im(uv) y p1 = sgn(c) iv; se toma el signo + si |v —pu| > /2
y el signo — de otro modo.
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Definiendo a = R/|c| (> 0) y b=+vV1—c?/lc] (€ R), se
obtiene

at+b—1i :
et sisgn(c) >0

Og(Fnt + €]) = ®s([at + blv + py) = v

attbti
o sisgn(c) <0

Fe . I7n

7.l = =
[Fe Trm]

Ahora ¢ =< p,iv >=<

__ _det F ; ¢
- W < €,1m >, asl

1 .
W < E,F*ZFT] >

’5*7?‘2 si sgn(det F') sgn(Im(en)) > 0
Og(Fnt + ¢]) =

tfa‘z si sgn(det F') sgn(Im(en)) <0

donde ap = -2 + i, y Im(a,) > 0. m

a

Las funciones ¢4,1%4+ admiten continuaciéon analitica al semiplano
superior, y ¢_, t%_ admiten continuacion analitica al semiplano inferior.

Teorema 5.1 SidetJ, <0, entonces sp(WCO(f( —~WEKW)) = {0,£1},
(o € 9G. Como consecuencia, el operador A\I — K +W KW es Fredholm
st, y solo si, X\ ¢ { 0, £1 }.

Demostracion. Consideremos el caso € = in.
Si A # —1 entonces G(t) admite la siguiente factorizacion

1 0 O 1 0 —p_
Gt)=| 0 £ 1 0 - A+1
ey 10 =
Si A= —1 entonces
01 0 e 0 00 1
Gt)=|~v 0 oy 0 1 0 » 1 0 —p_
0 ¢y 1 0 0 (&) 05 0
Supongamos que € = —Z?]

Si A # —1 entonces G(t) admite la factorizacién
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0 &5 1 0 1
Gt)y= 1 0 o0 oo 0 A—-1
Y 10 2 0 0
Si A= —1 entonces
1 0 ¢ = 00 00 -8
Gt)y=[0 1 0 0 1 071 01 ¢
0 ¢y 1 0 (5) B oo

La primera afirmacion se infiere del teorema 4.1; la segunda del hecho
que un operador de tipo local es Fredholm si, y solo si, es localmente
Fredholm en cada punto de M [7, 8. m

Teorema 5.2 Si det J, > 0, entonces

N PP 1—2r
K-WK = +
splg, (K = WEW)) {o, — }

0<r=nr(()=(detJ)/(||J]|3) < 1/2, donde J = Jo((,) y ||]]||2 es la
norma euclideana de la matriz J, {, € 0G.

Si IF = { 4,229 e GG} entonces \I — K + WKW es

1+2r(0)
Fredholm si, y solo si, A\ ¢ {0}UI, UL} en particular, 21 — K + WKW
es Fredholm.

Observacién 5.1 La continuidad de r(¢) sobre OG implica que cada
curva cerrada simple de OG aporta un intervalo cerrado en la parte
positiva del espectro esencial de K — WKW.

Demostracién. Si e =in entonces G(t) admite la siguiente factori-
zacion

1 0 O 1 0 —¢p_
G(t) = 0 1 0 0 1 -
er vs 1) 00
Supongamos € = —in.

Si o, =i, entonces By =vypi, @i =py, y



Algebra Generada por el Proyector de Bergman

—pr =By A g vo
Gt)=1 v+ 1 =By/A 0 1 0
A0 0 1 By 0

Supongamos que «, # i. Con el cambio de variable z = h(t) = i—jr;

las funciones ¢, ¥4+ quedan definidas en el circulo unitario U y son
analiticas, las funciones ¢_, 1_ quedan definidas en [oad y son analiticas.
Ademas

_— z—z z— 2z
pr =Bz =Pz, Ypy=+9"2T2 Yp_=4""=

b b
zZ—2 Z— Zo

donde z, = h(a,) € U, 21 = h(®w), 7 = y(ao+1i)/(@+1i) vy
Y = (@ + 1) /(o + 7).

Se tienen las siguientes relaciones : z,z2;1 =7 7" = 1.

La factorizacién de la matriz G(t) quedard expresada en la varia-
ble z, asi, Xfl es analitica en U, X*! es analitica en Uc y D =
diag {zF1, 2F2 zks},

Si A # £|z,/, entonces G(t) es igual al producto de las dos matrices
siguientes

0 —Bz1\g ot
/ dz— )\ —20 /
Tdeofn p(q 4 S08Z2)) T (g, 4 220
Zod 1 —f

Zoz197"

(z — dgzo)p— 228
_Bzod 'VNZ,ZZ 0

z )\g'y’?
—f9p- - -1

donde d = A+1)/(1—1]2%), f=O+]22/0-12>, v g=

(1= J20]*)/ (N = |20]?).
Las siguientes igualdades son validas : (dA\—f)g=1y d=1+f.

Si A = +|z,|, entonces G(t) = ADB, donde

I} 0 0
A= ’7, Z)\:le = (Y,A% ZZ__ZzllA 'Y/(Z — Zo) ,
0 P z— 2z

D= dla’g{ Z>17Z_1 }a y
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p— 0 -1
B=| (z—21\)p- 0 21A(1 = )
= L

Del teorema 4.1 se infiere que sp (¢, (K — WKW)) = {0, £|z,| }.
Siguiendo con la notacion de la prueba del lema 5.2, se puede veri-
ficar que

Zo = (b2 +1—a%+2abi)/(b? + (1 + a)?)
luego
20> =1 —4a/(b* + (1 + a)?)
sustituyendo los valores de a y b se obtiene
20> = (|Fel> + |Fn> —2 det F)/(|Fe|? + |Fn|? + 2 det F)

un célculo mas muestra que |Fe|? + |Fn|? = ||F||3 vy

zo* = (IIF]I3 = 2 det F)/(|F||3 +2 det F)
= (1[5 =2 det J)/([[J]5 +2 det.J).

Finalmente, si a, = i, entonces det F = |Fn|> = |Fe|?, por lo tanto,
||F||3—2det F =0. m

6 Ejemplos

Observacién 6.1 FEl tratamiento anterior se aplica también cuando aq
es una inversion en el origen; se dardn algunos ejemplos en este caso.

EJEMPLO 1) Sea G el anillo con centro en el origen, radio interior
a > 0y radio exterior b. Se define H como la aplicacién de simetria del
anillo G con respecto a la circunferencia de centro en el origen y radio
CLTH’, y C(z) = Zz la aplicacién de simetria con respecto al eje x.

La funciéon H estd dada por

H(z)=(a+b— |z|)é.

Si v(t) es una biyeccién de I = [a,b], de clase C! y con derivada
nunca cero, entonces se define sobre G la siguiente funcién
z

V(2) = v(lzl)

2|
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V es una biyeccién de G, de clase C! y tal que aplica cada segmento
{ re . a<r<b } sobre el mismo.

Sia=CoVoHoV™! entonces a es un difeomorfismo en G de
clase C', tal que satisface la condicién de Carleman, detJ, >0 y

e '(b) — b
wde—W%WU:{Qi?() v(a)

v'(b) + bv'(a) } ) G € G

El espectro local de K —W KW es el mismo en cada punto de la frontera.
En el siguiente ejemplo, la funcién v también va a depender del argu-
mento de z, y esta dependencia determinard la variacién del espectro
local de K — W KW de punto a punto sobre la frontera de G.

EJEMPLO 2) Sean I = [1,2] y G, C(z), H(z) igual que en el

ejemplo anterior. Consideremos la funcion de dos variables reales

1— 2
"1t -1 +1, tel, 0<r<1

t,r) =
v(t,7) 1+r 1+r

La funcién v, (t) = v
gamos que r = r(z) =
y con valores en (0,1].
La funcién V(z) = v(|z|,7(2))z/|z| es un difeomorfismo en G de
clase C! tal que aplica cada segmento { re? : a < r < b } sobre el
mismo.
Sir(z) =r(%) entonces C oV =V oC, y por lo tanto,

(t,r) es una biyeccién de [ para cada r fija. Supon-
r(arg z), con z € G, es una funcién de clase C*

a=CoVoHoV™!

es un difeomorfismo en G de clase C', que satiface la condicién de
Carleman, y con det J, > 0. El teorema 5.2 y un cédlculo muestran que

Ny 1 2r(C)
sp e, (K —WKW) = { 0, il o) }, ¢ € 0G.

Este ejemplo es un caso particular del ejemplo anterior cuando r es
una funcién constante.

Dado cualquier intervalo cerrado contenido en [0,1), se puede elegir
a r en forma adecuada tal que este intervalo viene a ser la parte positiva
del espectro esencial de K — W KW. Para ser més explicitos, sea [a, b]
un intervalo cerrado contenido en [0,1) y

r(z) = d sen’(n arg z) +c,
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11=b g — 11=a _ . p entero. El dominio de variacién de

donde ¢ = 210 %%4_&
r es el intervalo [c,c 4 d] C (0,1/2], luego, el dominio de variacién de
;3: es el intervalo [a, b].

En virtud del teorema 5.2, el operador Al — K + W KW es Fredholm
si, y solo si, A ¢ {0} U [=b, —a| U [a,b]. Si a =0, entonces sp m¢, (K —
WEW)={0} si,ysolosi, arg ¢, = W, k entero.

Consideremos el conjunto

SPy={(¢,t): C€G, tespm(K—-WEKW)?}

cuando r(z) = isen’(4 arg z) + ¢. En este caso particular, la grafica

de SP, pone de manifiesto el comportamiento del espectro local de
(K —WEKW)?:

7 Algebra de simbolosde R =R (K, W,C(M),C)

El conjunto de puntos fijos de « se denotard por F,. Para simplificar la
descripcién del algebra de simbolos, vamos a suponer que

M —F, =M.
Se define

My ={(z,t) : 2€0G, tespm(K—-WKW)?}.



Algebra Generada por el Proyector de Bergman 65

Se denota por el dlgebra C* de todas las matrices o = (o/,0") €
C(G,Cy) x C(Mg,Cy), con las siguientes propiedades :

1) la matriz ¢’(¢) es diagonal si ( € F,, y la matriz ¢”(x,0) es
diagonal si x € F, N 0G.

2 ) la matriz o”(z,t) es diagonal por bloques 2 x 2 para todo (z,t) €
Mo NOG x {0,1}.

i i
_ o ey (033(2,0)  o3y(z, ))
3) paracada ( =z € 90G : J'(¢) = <UZ3(:U,O) o (2.0) )"
4) los valores (0(¢),0"(x,t)) v (o' (a(()),0"(a(x),t)) estén rela-
cionados como sigue :

(0'(¢), 0" (w,1)) = N (¢ (e(()), 0" (ee(), 1)) N

donde N = N* = N~1 = (N, N"),
o (=10

V1—t 0 iVt 0

0 —V1—t 0 —it
—ivt 0 —/1-t 0

0 iVt 0 Vi—t

Normalizamos el algebra §2 por

N'(z,t) =

/ 2
= ) ’t
[lofl = max{ max {lo"(C)l],  max {lo"(z,0)l] }
donde ||o”(z,t)|[> [ ||e’(¢)||* ] es el valor propio més grande de la

matriz o’ (x,t)o"*(z,t) [ o'({)a"™(C) ]

Para la descripccién del dlgebra R = R(C(G), K, W,C) utilizamos
una variacién de [12] ya que la proyeccién K es equivalente al operador
cero en cada punto de G. Con el espectro local del operador K —W KW
se obtiene la descripcion del algebra de simbolos en el siguiente teorema.

Teorema 7.1 El dlgebra de simbolos Sym R = R/C del algebra R =

R (K, W,C(G)I,C) es isomorfa e isométrica a el dlgebra Q. Cuando
ellas son identificadas, el homomofismo

sym: R — Sym R
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estd generado por la siguiente aplicacion de los generadores del dlgebra

sym a(()] = (05,05),  sym K = (0, 0%),  sym W = (o, 05),
donde

/ ay(¢) a—(¢)

w0=(2'0) o)

(@) a(Q) 0 0
J//(:L‘ t) = a—(¢) a+(Q) 0 0
o 0 0 a(Q) a-(Q) |
0 0 a(Q) at(Q)

1 0 0 0
=] 500,
0 0 0 —1
o, () = (8 8) ) 4
2t t Wl -1 —i/tl—1t)
W) 1 t 2—t —i/t(1—t) i/t —1)
k(@) =3 —itd— 1) i/td—1) t —t

WL —1)  —i il —1t) —t /

Observacién 7.1 Cuando el Jacobiano de o es menor que cero, t €

{0,1}, por lo tanto, todas las matrices en Q2 son diagonales por blogques
2 x 2.

Corolario 7.1 Un operador A en el dlgebra R es un operador de
Fredholm si, y solo si, su simbolo es invertible, es decir,

det sym A #0
para todos los puntos de M.
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