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Algebra Generada por la Proyección de Bergman

y un Operador de Traslación

Josué Ramı́rez Ortega1

Resumen

Sea G un dominio conexo y acotado en C tal que su frontera
es unión finita, ajena por pares, de curvas cerradas simples de
clase C1 y K la proyección de Bergman en B(L2(G)). Si α es
un difeomorfismo en G de clase C1 entonces W es el operador
de traslación con peso en B(L2(G)) dado por W ϕ = wϕ ◦ α,
donde w =

√
|det Jα|. En este art́ıculo se describe el álgebra de

śımbolos del álgebra C* R = R (C(G)I,K,W, C). También se
enuncian condiciones de Noether para los operadores en R.
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1 Introducción

Existen numerosos trabajos sobre integrales singulares en una dimen-
sión, desde los pioneros de Yu. V. Sojotski, A. Harnack y J. Plemelj, e
investigaciones subsecuentes de I. I. Priválov, N. I. Muskhelishvili, I. N.
Vekua, F. D. Gajov, y S. G. Mikhlin, entre otros. Posteriormente A. P.
Calderón y A. Zygmund [2] desarrollaron trabajos en integrales singu-
lares multidimensionales, y fue S. G. Mikhlin quien introdujo śımbolos
para estos operadores integrales singulares. En forma más precisa, con-
sideremos al operador integral singular en B(L2(Rn))

Aϕ(x) = a(x)ϕ(x) + b(x)

∫
Rn

f(x, θ)

||x− y||n
ϕ(y)dy, θ =

x− y
||x− y||

,

1Estudiante de Doctorado, CINVESTAV–IPN. Becario del CONACyT. Becario
de la Academia de la Investigación Cient́ıfica, junio 1995–mayo 96.
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donde a, b ∈ C(Ṙn)2) y la función caracteŕıstica satisface las condiciones
siguientes

1 )
∫
Sn−1 f(x, θ)dθ = 0,

2 )
∫
Sn−1 |f(x, θ)|2dθ ≤ c = constante,

3 ) lim
x→xo

∫
Sn−1 |f(x, θ)− f(xo, θ)|2dθ = 0.

En los términos de I. B. Simonenko [8, 9], el operador A es equiva-
lente en cada punto xo ∈ Ṙn al operador

Axoϕ(x) = a(xo)ϕ(x) + b(xo)

∫
Rn

f(xo, θ)

||x− y||n
ϕ(y)dy.

Si F es la transformada de Fourier, entonces FAxoF
−1 es un ope-

rador de multiplicación por una función acotada y homogénea de grado
cero Φ(xo, ζ) [6, 9]. Φ(xo, ζ) es el śımbolo del operador Axo que, con la
notación de L. Hörmander [6], es el multiplicador de tipo (2,2) asociado
a Axo . El śımbolo del operador A es la función Φ(x, ζ).

En este art́ıculo se describe el álgebra generada por la proyección
de Bergman y un operador de traslación. Se utiliza el resultado abs-
tracto de N. L. Vasilevski [12] que describe el álgebra de śımbolos del
álgebra C* generada por un operador singular abstracto, un operador
de traslación unitario autoadjunto, los operadores de multiplicación por
funciones continuas y los operadores compactos.

Sea G un dominio conexo y acotado en el plano complejo C cuya
frontera es una unión finita, ajena por pares, de curvas cerradas simples
de clase C1, K la proyección de Bergman de L2(G) sobre el espacio de
Bergman A2 = H(G) ∩ L2(G), α un difeomorfismo de M = G sobre M
que satisface la condición de Carleman α2 = id, y W un operador de
traslación con peso definido en L2(G) por Wϕ = wϕ ◦ α.

En la sección 2 veremos que el operador S = 2K − I es un operador
singular abstracto. Veremos también las condiciones sobre w bajo las
cuales el operador W es unitario autoadjunto. Consideraremos el caso
particular w =

√
| det Jα|, donde Jα es la matriz Jacobiana de α; con

esta hipótesis y siguiendo [12], se describe el álgebra de śımbolos del
álgebra C* generada por K,W , los operadores de multiplicación por
funciones continuas y los operadores compactos que denotamos por C.
Esta álgebra se denotará por R = R (K,W,C(M), C).

2)Ṙn
= Rn ∪ {∞} denota la compactificación de Rn

en un punto.
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Para la descripción del álgebra R es fundamental determinar el es-
pectro local [8, 12] en ζ ∈ G del operador K −WKW . En la sección 3
veremos que los operadores K,WKW son equivalentes al operador cero
en cada punto ζ ∈ G, por lo tanto, el escalar 0 es el único elemento del
espectro local de K −WKW en ζ ∈ G.

La mayor dificultad se presenta cuando se calcula el espectro local
de K −WKW para puntos sobre la frontera de G. La proyección K se
descompone como una combinación lineal de productos de operadores
integrales singulares más un operador compacto [1]. En la sección 4
veremos que por medio de esta descomposición, el espectro local de K−
WKW es igual al espectro local de un operador singular generalizado
compuesto en B(L2(C)) [8, 9]. El espectro local de un operador singular
generalizado compuesto está estrechamente relacionado con el problema
de factorización de una matriz cuadrada definida en R [8, 9]. Aśı, el
problema de determinar el espectro local de K −WKW para puntos
sobre la frontera de G se transforma en un problema de factorización.
En la sección 5 se resuelve el problema de factorización, y por lo tanto, se
determina el espectro local de K−WKW para puntos sobre la frontera
de G.

Cabe destacar que cuando el Jacobiano es menor que cero, el espec-
tro local de K −WKW para puntos sobre la frontera de G no depende
del difeomorfismo α. Este hecho no ocurre cuando el Jacobiano es po-
sitivo.

2 Preliminares

Aun cuando G no sea acotado y con frontera suave, se tiene que W ∈
B(L2(G)) si, y solo si, |w ◦ α|2| det Jα| ∈ L∞(G). La siguiente proposi-
ción establece condiciones bajo las cuales el operador W es unitario
autoadjunto.

Proposición 2.1 Para el operador de traslación con peso W tenemos:

1 ) W 2 = w w ◦ α I,

2 ) W ∗ϕ = w ◦ α |det Jα| ϕ ◦ α I,

3 ) W 2 = I ⇔ w w ◦ α = 1 en casi todo punto,

4 ) W ∗ = W ⇔ w ◦ α | det Jα| = w en casi todo punto,
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5 ) W−1 = W ∗ = W ⇔ w = g
√
| det Jα|, donde g : G → S1

satisface la condición : g g ◦ α = 1 en casi todo punto.

Jα es la matriz Jacobiana de α ( en las variables reales ).

Demostración. W 2ϕ = w (Wϕ) ◦ α = w(w ◦ α)(ϕ ◦ α2) =
w(w ◦ α)ϕ. Para cada ϕ,ψ ∈ L2(G) :

< Wϕ,ψ >=
∫
Gw(z)ϕ(α(z))ψ(z)dV (z), z = α(ζ)

=
∫
G ϕ(ζ)w(α(ζ))ψ(α(ζ))|det Jα(ζ)|dV (ζ)

< ϕ,Wψ >=
∫
G ϕ(ζ)w(ζ)ψ(α(ζ))dV (ζ)

Por la unicidad de W ∗ se obtiene 2). Si W 2 = I entonces 1 = I(1) =
W 2(1) = w(w ◦α), la afirmación rećıproca de 3) es inmediata. Si W ∗ =
W entonces, tomando ψ ≡ 1 y considerando la unicidad en el teorema
de Riesz, se deduce que w = w ◦ α| det Jα|; la afirmación rećıproca de
4) es inmediata. Finalmente:

W−1 = W ∗ = W ⇔ w w ◦ α = 1 y w ◦ α|det Jα| = w

⇔ w w ◦ α = 1 y w w ◦ α|det Jα| = w̄w

⇔ w w ◦ α = 1 y |w| =
√
|det Jα|

⇔ w = g
√
| det Jα|,

donde g : G → S1 satisface la condición : g g ◦ α = 1 en casi todo
punto.

En adelante vamos a suponer que W es unitario autoadjunto, y en
particular elegimos w =

√
| det Jα|.

Es el momento pertinente para dar una definición y un hecho de los
principios locales. Un operador A ∈ B(L2(M) se dice que es de tipo
local si para cualesquiera cerrados ajenos F1, F2 contenidos en M , el
operador PF1APF2 es compacto, donde PF = χF I. El operador A es de
tipo local si, y solo si, para cada a(ζ) ∈ C(M) el operador a(ζ)A−Aa(ζ)I
es compacto [5].

La proyección de Bergman K admite la siguiente descomposición
[1]:

K = I − SGS̄G + L



Algebra Generada por el Proyector de Bergman 51

donde L es un operador compacto y SG, S̄G son los operadores integrales
singulares en B(L2(G)) dados por :

(SGϕ)(z) =
1

π

∫
G

ϕ(ζ)

(ζ − z)2
dV (ζ), (S̄Gϕ)(z) =

1

π

∫
G

ϕ(ζ)

(ζ̄ − z̄)2
dV (ζ).

Los operadores integrales singulares son de tipo local [8, 9], por lo
tanto tenemos el siguiente

Teorema 2.1 El operador S = 2K − I es un operador singular abs-
tracto, es decir, satisface las tres condiciones siguientes:

1 ) S2 − I es compacto,

2 ) S∗ − S es compacto,

3 ) Sa(ζ)I − a(ζ)S es compacto para cada a(ζ) ∈ C(M).

La afirmación 3) dice que S es de tipo local. Los operadores S ± I no
son compactos.

Tenemos ahora las hipótesis requeridas en [12].
Sea Ro = R (S,WSW,C(M)I, C) el álgebra C* generada por

S, WSW , los operadores compactos y los operadores de multiplicación
por funciones continuas. Un cálculo simple muestra que el operador
WSW es de tipo local, por lo tanto, todos los operadores en Ro son de
tipo local.

Se define R̂o = Ro/C, π : Ro → R̂o la aplicación canónica y Z =
π(C(M)I). Z es una subálgebra C* central de R̂o. Para cada ζo, Jζo
denota el ideal maximal en Z correspondiente a ζo, J(ζo) = R̂o · Jζo el

ideal bilateral cerrado en R̂o generado por Jζo , y πζo : R̂o → R o(ζo) =

R̂o/J(ζo) la aplicación canónica. Para describir el álgebra de śımbolos
de R es fundamental determinar el espectro de πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ ).

Sean A,B dos operadores de tipo local en B(L2(M)). Decimos que
A,B ( Â, B̂ ) son equivalentes en el punto ζo ∈ M si para cada ε > 0
existe una vecindad U de ζo tal que |||PU (A−B)||| := ||P̂U (Â−B̂)|| < ε.
Se dice que A es localmente Fredholm en ζo ∈M si existe un operador
R ∈ B(L2(M)) y una vecindad U de ζo tal que RAPU −PU , PUAR−PU
son compactos. Para cada ζo ∈ M , Fζo = {a ∈ C(M) | a[M ] ⊂ [0, 1],
existen vecindades U1 ⊂ Uo de ζo tal que a|U1 ≡ 1 y a|UCo ≡ 0}; se
tienen los mismos conceptos si sustituimos PU por un elemento en Fζo
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en las definiciones anteriores. No es dif́ıcil verificar que el conjunto de
elementos en R̂o y equivalentes a cero en ζo, es igual al ideal J(ζo);
además, un elemento A ∈ R̂o es localmente Fredholm en ζo si, y solo si,
πζo(Â) es invertible [5, 8].

3 Espectro local en un punto interior

En primer lugar, determinaremos el espectro de πζo(K̂−Ŵ K̂Ŵ ) cuando
ζo ∈ G; con este objetivo será necesaria la siguiente proposición.

Proposición 3.1 Sea KG(z, ζ) el núcleo de Bergman del dominio G.
Para cada ϕ ∈ L2(G) :

(WKWϕ)(z) =

∫
G
ϕ(ζ)Kα

G(z, ζ) dV (ζ)

donde Kα
G(z, ζ) = w(z) w(ζ) KG(α(z), α(ζ)).

Demostración. Si ϕ ∈ L2(G) entonces

(WKWϕ)(z) = w(z)(KWϕ)(α(z))

= w(z)
∫
Gw(ε)ϕ(α(ε))KG(α(z), ε)dV (ε), ε = α(ζ)

= w(z)
∫
Gw(α(ζ))ϕ(ζ)KG(α(z), α(ζ))|det Jα(ζ)|dV (ζ)

= w(z)
∫
G ϕ(ζ) w(ζ)KG(α(z), α(ζ))dV (ζ)

la última igualdad se obtiene de la identidad w(α(ζ))|det Jα(ζ)| = w(ζ).

Si {ϕj(z)}∞j=1 es una base ortonormal para A2, entonces KG(z, ζ) =∑∞
j=1 ϕj(z) ϕj(ζ). Para cada compacto X ⊂ G existe d = d(X,G)

tal que ∀ z ∈ X : ‖ {ϕj(z)}∞j=1 ‖`2 ≤ d, por lo tanto, ∀z ∈ X :
||KG(·, ζ)||L2 ≤ d.

El siguiente teorema afirma que los representantes locales de K,
WKW son iguales a cero para cada ζo ∈ G.

Teorema 3.1 Para cada ζo ∈ G, πζo(K̂) = πζo(Ŵ K̂Ŵ ) = 0, por lo
tanto,

sp (πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) = 0 si ζo ∈ G.
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Demostración. Sea U una vecindad de ζo tal que U ⊂ G es
compacto. Si c ∈ Fζo y U1 ⊂ Uo ⊂ U, entonces ∀ ϕ ∈ L2(G),

|(cWKWϕ)(z)| = |c(z)| | < ϕ,Kα
G(z, ·) > |

≤ |c(z)| ‖ Kα
G(z, ·) ‖L2 ‖ ϕ ‖L2

≤ |c(z)| ‖ w ‖∞ ‖ K(α(z), ·) ‖L2 ‖ ϕ ‖L2

≤ d ‖ w ‖∞ ‖ ϕ ‖L2 χUo(z), d = d(U) = constante.

Después de tomar la norma ‖ · ‖L2 en esta última desigualdad se
infiere que

‖ cWKW ‖2 ≤ d ‖ w ‖∞ µ(Uo)
1/2,

aśı

‖ πζo(Ŵ K̂Ŵ ) ‖= inf
c∈Fζo

‖ ĉŴ K̂Ŵ ‖ ≤ inf
c∈Fζo

‖ cWKW ‖= 0.

Tomando α = w = id, se prueba que πζo(K̂) = 0.

4 Caracterización del espectro local en la fron-
tera

En lo que sigue nos limitaremos en determinar el espectro de πζo(K̂ −
Ŵ K̂Ŵ ) cuando ζo ∈ ∂G. Admitimos que α tiene extensión α1 a todo C,
α1 difeomorfismo de clase C1 con ∞ como punto fijo, que sus derivadas
parciales satisfacen una condición de Hölder, que el valor absoluto de
su Jacobiano está acotado por arriba y por abajo por una constante
positiva y que α2

1 = id. Consideramos el operador unitario autoadjunto
W1 ∈ B(L2(C)) dado por Wϕ = w1 ϕ ◦ α1, donde w1 =

√
|det Jα1 |.

Sean SC , S̄C los operadores integrales singulares en B(L2(C)) defi-
nidos por las igualdades siguientes :

(SCϕ)(z) =
1

π

∫
C

ϕ(ζ)

(ζ − z)2
dV (ζ), (S̄Cϕ)(z) =

1

π

∫
C

ϕ(ζ)

(ζ̄ − z̄)2
dV (ζ).

Si el operador P : L2(C)→ L2(G) se define por Pf = f |G, entonces
el adjunto P ∗ : L2(G)→ L2(C) es isométrico y está dado por :

P∗f (z) =

{
f(z) z ∈ G
0 z /∈ G
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El subespacio X = P ∗[L2(G)] es cerrado en L2(C). Utilizando
PP ∗ = idL2(G) se verifica fácilmente que la siguiente aplicación es un
isomorfismo :

Ψ : A ∈ B(L2(G))→ P ∗AP ∈ B(X).

La identidad en B(X) es PG = χGI = P ∗P , y no es dif́ıcil verificar
que A ∈ B(L2(G)) es Fredholm si, y solo si, P ∗AP +QG es Fredholm,
donde QG = I − PG. Si A es de tipo local, entonces A es localmente
Fredholm en ζo si, y solo si, P ∗AP +QG es localmente Fredholm en ζo.

Lema 4.1 El operador Aλ = λI −K +WKW es localmente Fredholm
en ζo si, y solo si, el siguiente operador ( que se denotará por Bλ ) es
localmente Fredholm en ζo : I 0 −S̄C

0 I W1S̄CW1

SC W1SCW1 λI

  PG 0 0
0 PG 0
0 0 PG

+

 QG 0 0
0 QG 0
0 0 QG


El primer operador matricial se denotará por Aλ.

Demostración. Observe que

Aλ = λI + SGS̄G −WSGWWS̄GW + L1,

donde L1 es un operador compacto. Utilizando las identidades :

P ∗SGP = PGSCPG, P ∗S̄GP = PGS̄CPG,

P ∗WP = PGW1PG, W1PG = PGW1,

se deduce que

P ∗AλP +QG = λPG + PGSCPGS̄CPG − PGW1SCW1PGW1S̄CW1PG
+QG + L2,

donde L2 es un operador compacto. El operador P ∗AλP +QG es local-
mente Fredholm en ζo si, y solo si, es el siguiente operador [7] :

E =

 I 0 −PGS̄CPG
0 I PGW1S̄CW1PG

PGSCPG PGW1SCW1PG λPG +QG


= PGAPG +QG = (APG +QG)(I −QGAPG)

= Bλ(I −QGAPG), A = Aλ.
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El operador (I − QGAPG) es invertible, con inverso (I + QGAPG),
por lo tanto E es localmente Fredholm si, y solo si, Bλ es localmente
Fredholm.

Con este lema caracterizamos la invertibilidad local de λI − K +
WKW con la invertibilidad local del operador singular generalizado
compuesto Bλ ∈ B(L2(C)) [8, 9]. Los trabajos de I. B. Simonenko
[8, 9] permiten determinar la invertibilidad local de un operador singular
generalizado compuesto en puntos sobre la frontera de G. A fin de aplicar
los resultados de I. B. Simonenko serán necesarias algunas definiciones.

Siguiendo a S. G. Mikhlin [8], definimos los śımbolos de los opera-
dores integrales singulares siguientes:

ΦS(ξ) = Sym SC(ξ) =
(
ξ̄/|ξ|

)2
,

ΦS̄(ξ) = Sym S̄C(ξ) = (ξ/|ξ|)2,

ΦSW (ζ, ξ) = Sym W1SCW1(ζ, ξ) = ΦS (Fξ),

ΦS̄W
(ζ, ξ) = Sym W1S̄CW1(ζ, ξ) = ΦS̄ (Fξ),

donde F = (J∗α1
(ζ))−1. Consideramos a ξ como un elemento de R2 , aśı,

Fξ es la multiplicación de la matriz F por el vector ξ. Con la notación
de [8, 9] :

∀ζ ∈ G y ξ ∈ C− {0} : ΦB(ζ, ξ) = Sym Aλ(ζ, ξ)

=

 1 0 −ΦS̄(ξ)
0 1 ΦS̄(Fξ)

ΦS(ξ) ΦS(Fξ) λ

 ,

∀ζ /∈ G y ξ ∈ C− {0} : ΦB(ζ, ξ) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

,

y cuando ζ ∈ ∂G

Φ1
B(ζ, ξ) = lim

x→ζ
x∈G

ΦB(x, ξ) = Sym Aλ(ζ, ξ),

Φ2
B(ζ, ξ) = lim

x→ζ
x/∈G

ΦB(x, ξ) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
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Sea η = η1
ζ la normal a ∂G dirigida hacia G y η2

ζ = −η, donde ζ ∈ ∂G.

Si las matrices Φi
B, i = 1, 2 no son degeneradas, se introduce

G12
ζ (ξ) = [Φ2

B(ζ, ξ)]−1Φ1
B(ζ, ξ) = Sym Aλ(ζ, ξ).

Sea π = πζ la recta a través del origen y perpendicular a η, y

G(t) = G12
ζ,ε(t) = G12

ζ (ηt+ ε) = Sym Aλ (ζ, ηt+ ε) ε ∈ π , |ε| = 1.

La matriz G(t) admite una factorización de la forma
G(t) = X+(t)DX−(t),

donde X±1
+ admite extensión anaĺıtica al semiplano superior, X±1

− ad-
mite extensión anaĺıtica al semiplano inferior y

D =

 ((t− zo)/(t− zo))k1 0 0

0 ((t− zo)/(t− zo))k2 0

0 0 ((t− zo)/(t− zo))k3



con ki = ki(ζ, ε) enteros ( ı́ndices parciales ) , k1 ≥ k2 ≥ k3 y Im zo > 0.

Teorema 4.1 El operador λI −K+WKW es localmente Fredholm en
ζo ∈ ∂G si, y solo si,

1) Las matrices Φi
B (ζo, ξ) no son degeneradas,

2) ki(ζo, ε) = 0 ∀ε ∈ πζo , i = 1, 2, 3.

Demostración. El operador Bλ es localmente Fredholm en ζo ∈
∂G si, y solo si [8, 9]:

1) Las matrices Φi
B (ζo, ξ) no son degeneradas,

2) ki(ζo, ε) = 0 ∀ε ∈ πζo , i = 1, 2, 3.

El teorema se infiere de este hecho y del lema 4.1.

5 Factorización y espectro local en la frontera

Si λ = 0 entonces la matriz Φ1
B es degenerada en cada ζo ∈ ∂G, aśı,

0 ∈ sp (πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )).

Sabemos [10] que sp (K̂ − Ŵ K̂Ŵ ) =
⋃
ζ∈M sp (πζ(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) ⊂

[−1, 1], por ello, en adelante vamos a suponer que λ ∈ [−1, 1]−{0}; ésto
implica que las matrices Φi

B(ζo, ξ) no son degeneradas, por lo tanto,
nuestro problema de invertibilidad local del operador λI −K +WKW
en la frontera de G se reduce a un problema de factorización.
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El siguiente lema es importante para determinar la forma de la en-
trada (3,2) de la matriz G(t).

Lema 5.1 Sean ν, µ ∈ S1 y c = Im(µν̄) =< µ, iν > 6= 0, es decir, ν, µ
son no colineales. Entonces

ΦS(νt+ µ) = ΦS(
1

|c|
(t±

√
1− c2)ν + µ1)

donde µ1 = sgn(c) iν; se toma el signo + si |ν − µ| ≥
√

2 y el signo −
de otro modo.

Demostración. Si Re(µν̄) =< µ, ν >= 0 entonces |c| = 1 y
µ1 = µ.

Supongamos Re(µν̄) 6= 0. Sean P = tν + µ y P1 = f(t)ν + µ1

mostrados en la figura. Considerando los triángulos semejantes 0Pµ y
0P1β, se obtiene de la figura

|f(t)| − |β − µ1|
|t|

=
|β|
1
.

También con triángulos semejantes se infiere que |β| = 1/|c| y
|β − µ1| =

√
|β|2 − 1 =

√
1− c2/|c|, por lo tanto, |f(t)| = (|t| +√

1− c2)/|c|. Como tf(t) ≥ 0, entonces f(t) = (t ±
√

1− c2)/|c|,
tomando el signo + si |ν − µ| >

√
2 y el signo − de otro modo. El

śımbolo de SC es homogéneo de grado cero, luego, ΦS(P ) = ΦS(P1).
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Como α2 = id, el Jacobiano de α nunca se anula y su signo es
constante. En lo que sigue suponemos ζo ∈ ∂G.

Lema 5.2 1) Si det Jα < 0, entonces

G (t) =



 1 0 −ϕ−
0 1 ψ+

ϕ+ ψ− λ

 si ε = iη,

 1 0 −ϕ+

0 1 ψ−
ϕ− ψ+ λ

 si ε = −iη.

2) Si det Jα > 0 entonces

G(t) =



 1 0 −ϕ−
0 1 ψ−
ϕ+ ψ+ λ

 si ε = iη,

 1 0 −ϕ+

0 1 ψ+

ϕ− ψ− λ

 si ε = −iη,

donde ϕ+ = β(t− i)/(t+ i), ψ+ = γ(t−αo)/(t− ᾱo), ϕ− = ϕ̄+, ψ− =
ψ̄+, |β| = |γ| = 1 y Im(αo) > 0.

Demostración. Como ΦS̄ = Φ̄S , entonces solo basta calcular
ΦS(ηt + ε) y ΦS(F [ηt + ε]), donde F = (J∗α(ζ))−1. Con un cálculo
simple se verifica que

ΦS(ηt+ iη) = η̄2 t− i
t+ i

= ϕ+ y ΦS(ηt− iη) = η̄2 t+ i

t− i
= ϕ−.

Si ν = Fη/|Fη|, µ = Fε/|Fε|, y R = |Fη|/|Fε|, entonces el
lema 5.1 y la homogeneidad de grado cero de ΦS justifica la siguiente
igualdad

ΦS(F [ηt+ ε]) = ΦS(
1

|c|
(Rt±

√
1− c2)ν + µ1)

donde c = Im(µν̄) y µ1 = sgn(c) iν; se toma el signo + si |ν−µ| ≥
√

2
y el signo − de otro modo.
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Definiendo a = R/|c| ( > 0 ) y b = ±
√

1− c2/|c| ( ∈ R ), se
obtiene

ΦS(F [ηt+ ε]) = ΦS([at+ b]ν + µ1) = ν̄2


at+b−i
at+b+i si sgn(c) > 0

at+b+i
at+b−i si sgn(c) < 0

Ahora c =< µ, iν >=< Fε
|Fε| , i

Fη
|Fη| >= 1

|Fε| |Fη| < ε, F ∗iFη >

= det F
|Fε| |Fη| < ε, iη >, aśı

ΦS(F [ηt+ ε]) = ν̄2


t−αo
t−ᾱo si sgn(detF ) sgn(Im(εη̄)) > 0

t−ᾱo
t−αo si sgn(detF ) sgn(Im(εη̄)) < 0

donde αo = − b
a + 1

a i, y Im(αo) > 0.

Las funciones ϕ+, ψ+ admiten continuación anaĺıtica al semiplano
superior, y ϕ−, ψ− admiten continuación anaĺıtica al semiplano inferior.

Teorema 5.1 Si det Jα < 0, entonces sp(πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) = {0,±1},
ζo ∈ ∂G. Como consecuencia, el operador λI−K+WKW es Fredholm
si, y solo si, λ /∈ { 0, ±1 }.

Demostración. Consideremos el caso ε = iη.

Si λ 6= −1 entonces G(t) admite la siguiente factorización

G(t) =

 1 0 0

0 ψ+

λ+1 1

ϕ+ 1 0


 1 0 −ϕ−

0 ψ− λ+ 1

0 λ
λ+1 0

 .
Si λ = −1 entonces

G(t) =

 0 1 0
γ 0 ψ+

0 ϕ+ 1




t−αo
t−ᾱo 0 0

0 1 0

0 0
(
t−αo
t−ᾱo

)−1


 0 0 1

1 0 −ϕ−
0 γ̄ 0

 .
Supongamos que ε = −iη.

Si λ 6= −1 entonces G(t) admite la factorización
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G(t) =

 0 ϕ+

1−λ 1

1 0 0
ψ+ 1 0


 0 1 ψ−

ϕ− 0 λ− 1
λ
λ−1 0 0

 .
Si λ = −1 entonces

G(t) =

 1 0 ϕ+

0 1 0
0 ψ+ 1




t−i
t+i 0 0

0 1 0

0 0
(
t−i
t+i

)−1


 0 0 −β

0 1 ψ−
β̄ 0 0

 .
La primera afirmación se infiere del teorema 4.1; la segunda del hecho

que un operador de tipo local es Fredholm si, y solo si, es localmente
Fredholm en cada punto de M [7, 8].

Teorema 5.2 Si det Jα > 0, entonces

sp(πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) =

0, ±
√

1− 2r

1 + 2r

 ,
0 < r = r(ζo) = (det J)/(||J ||22) ≤ 1/2, donde J = Jα(ζo) y ||J ||2 es la

norma euclideana de la matriz J , ζo ∈ ∂G.

Si I±α =

{
±
√

1−2r(ζ)
1+2r(ζ) : ζ ∈ ∂G

}
entonces λI − K + WKW es

Fredholm si, y solo si, λ /∈ {0}∪I−α ∪I+
α ; en particular, ±I−K+WKW

es Fredholm.

Observación 5.1 La continuidad de r(ζ) sobre ∂G implica que cada
curva cerrada simple de ∂G aporta un intervalo cerrado en la parte
positiva del espectro esencial de K −WKW .

Demostración. Si ε = iη entonces G(t) admite la siguiente factori-
zación

G(t) =

 1 0 0
0 1 0
ϕ+ ψ+ 1


 1 0 −ϕ−

0 1 ψ−
0 0 λ

 .
Supongamos ε = −iη.

Si αo = i, entonces βψ+ = γϕ+, ϕ−ψ+ = β̄γ, y
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G(t) =

 −ϕ+ −βγ̄ λ+1
λ

ψ+ 1 −β̄γ/λ
λ 0 0




ϕ−
λ

ψ−
λ 1

0 1 0
1 βγ̄ 0

 .
Supongamos que αo 6= i. Con el cambio de variable z = h(t) = t−i

t+i
las funciones ϕ+, ψ+ quedan definidas en el ćırculo unitario U y son

anaĺıticas, las funciones ϕ−, ψ− quedan definidas en U
C

y son anaĺıticas.
Además

ϕ+ = βz, ϕ− = β̄z−1, ψ+ = γ′
z − zo
z − z1

, ψ− = γ′′
z − z1

z − zo
,

donde zo = h(αo) ∈ U, z1 = h(ᾱo), γ′ = γ(αo + i)/(αo + i) y
γ′′ = γ̄(αo + i)/(αo + i).

Se tienen las siguientes relaciones : zoz̄1 = γ′ γ′′ = 1.

La factorización de la matriz G(t) quedará expresada en la varia-

ble z, aśı, X±1
+ es anaĺıtica en U, X±1

− es anaĺıtica en U
C

y D =
diag {zk1 , zk2 , zk3}.

Si λ 6= ±|zo|, entonces G(t) es igual al producto de las dos matrices
siguientes 0 −βz1λg ϕ+

γ′

z1
dz−fz1
z−z1 γ′(1 + g(λz1−zo)

z−z1 ) − γ′

z1
(dzo + zz1

z−z1 )

z̄od 1 −f


 (z − dgzo)ϕ− zoz1gγ′′

z−zo −zo
−β̄z̄od γ′′ z

z−zo 0

−fgϕ− z1λgγ′′

z−zo −1


donde d = (λ+ 1)/(1− |zo|2), f = (λ+ |zo|2)/(1− |zo|2), y g =
(1− |zo|2)/(λ2 − |zo|2).

Las siguientes igualdades son válidas : (dλ−f)g = 1 y d = 1+f .

Si λ = ±|zo|, entonces G(t) = ADB, donde

A =

 β 0 0

γ′ λ−1
z−z1

γ′

z1(1−λ)
z−z1λ
z−z1 γ′(z − zo)

0 1
z1(1−λ) z − z1

,

D = diag{ z, 1, z−1 }, y
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B =

 ϕ− 0 −1
(z − z1λ)ϕ− 0 z1λ(1− λ)

βzo
λ−1 γ′′ z

z−zo 0

 .
Del teorema 4.1 se infiere que sp (πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )) = {0, ±|zo| }.
Siguiendo con la notación de la prueba del lema 5.2, se puede veri-

ficar que

zo = (b2 + 1− a2 + 2abi)/(b2 + (1 + a)2)

luego

|zo|2 = 1− 4a/(b2 + (1 + a)2)

sustituyendo los valores de a y b se obtiene

|zo|2 = (|Fε|2 + |Fη|2 − 2 detF )/(|Fε|2 + |Fη|2 + 2 detF )

un cálculo más muestra que |Fε|2 + |Fη|2 = ||F ||22 y

|zo|2 = (||F ||22 − 2 detF )/(||F ||22 + 2 detF )

= (||J ||22 − 2 det J)/(||J ||22 + 2 det J).

Finalmente, si αo = i, entonces detF = |Fη|2 = |Fε|2, por lo tanto,
||F ||22 − 2 detF = 0.

6 Ejemplos

Observación 6.1 El tratamiento anterior se aplica también cuando α1

es una inversión en el origen; se darán algunos ejemplos en este caso.

EJEMPLO 1) Sea G el anillo con centro en el origen, radio interior
a > 0 y radio exterior b. Se define H como la aplicación de simetŕıa del
anillo G con respecto a la circunferencia de centro en el origen y radio
a+b

2 , y C(z) = z̄ la aplicación de simetŕıa con respecto al eje x.

La función H está dada por

H(z) = (a+ b− |z|) z
|z|
.

Si v(t) es una biyección de I = [a, b], de clase C1 y con derivada
nunca cero, entonces se define sobre G la siguiente función

V (z) = v(|z|) z
|z|
.
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V es una biyección de G, de clase C1 y tal que aplica cada segmento
{ reiθ : a ≤ r ≤ b } sobre el mismo.

Si α = C ◦ V ◦ H ◦ V −1, entonces α es un difeomorfismo en G de
clase C1, tal que satisface la condición de Carleman, detJα > 0 y

sp πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ ) =

{
0, ±av

′(b)− bv′(a)

av′(b) + bv′(a)

}
, ζo ∈ ∂G.

El espectro local de K−WKW es el mismo en cada punto de la frontera.
En el siguiente ejemplo, la función v también va a depender del argu-
mento de z, y esta dependencia determinará la variación del espectro
local de K −WKW de punto a punto sobre la frontera de G.

EJEMPLO 2) Sean I = [1, 2] y G, C(z), H(z) igual que en el
ejemplo anterior. Consideremos la función de dos variables reales

v(t, r) =
1− r
1 + r

(t− 1)2 +
2r

1 + r
(t− 1) + 1, t ∈ I, 0 < r ≤ 1

La función vr(t) = v(t, r) es una biyección de I para cada r fija. Supon-
gamos que r = r(z) = r(arg z), con z ∈ G, es una función de clase C1

y con valores en (0,1].
La función V (z) = v(|z|, r(z))z/|z| es un difeomorfismo en G de

clase C1 tal que aplica cada segmento { reiθ : a ≤ r ≤ b } sobre el
mismo.

Si r(z) = r(z̄) entonces C ◦ V = V ◦ C, y por lo tanto,

α = C ◦ V ◦H ◦ V −1

es un difeomorfismo en G de clase C1, que satiface la condición de
Carleman, y con det Jα > 0. El teorema 5.2 y un cálculo muestran que

sp πζo(K̂ − Ŵ K̂Ŵ ) =

{
0, ±1− 2r(ζo)

1 + 2r(ζo)

}
, ζo ∈ ∂G.

Este ejemplo es un caso particular del ejemplo anterior cuando r es
una función constante.

Dado cualquier intervalo cerrado contenido en [0,1), se puede elegir
a r en forma adecuada tal que este intervalo viene a ser la parte positiva
del espectro esencial de K −WKW . Para ser más expĺıcitos, sea [a, b]
un intervalo cerrado contenido en [0,1) y

r(z) = d sen2(n arg z) + c,
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donde c = 1
2

1−b
1+b , d = 1

2
1−a
1+a − c, n entero. El dominio de variación de

r es el intervalo [c, c + d] ⊂ (0, 1/2], luego, el dominio de variación de
1−2r
1+2r es el intervalo [a, b].

En virtud del teorema 5.2, el operador λI−K+WKW es Fredholm
si, y solo si, λ /∈ {0} ∪ [−b,−a] ∪ [a, b]. Si a = 0, entonces sp πζo(K̂ −
Ŵ K̂Ŵ ) = { 0 } si, y solo si, arg ζo = (2k+1)π

2n , k entero.

Consideremos el conjunto

SPα = {(ζ, t) : ζ ∈ G, t ∈ sp πζ(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )2 }

cuando r(z) = 1
3sen2(4 arg z) + 1

6 . En este caso particular, la gráfica
de SPα pone de manifiesto el comportamiento del espectro local de
(K −WKW )2 :

7 Algebra de śımbolos de R = R (K,W,C(M), C)

El conjunto de puntos fijos de α se denotará por Fα. Para simplificar la
descripción del álgebra de śımbolos, vamos a suponer que

M − Fα = M.

Se define

Mα = {(x, t) : x ∈ ∂G, t ∈ sp πx(K̂ − Ŵ K̂Ŵ )2}.
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Se denota por Ω el álgebra C* de todas las matrices σ = (σ′, σ′′) ∈
C(G,C2)× C(Mα,C4), con las siguientes propiedades :

1 ) la matriz σ′(ζ) es diagonal si ζ ∈ Fα, y la matriz σ′′(x, 0) es
diagonal si x ∈ Fα ∩ ∂G.

2 ) la matriz σ′′(x, t) es diagonal por bloques 2× 2 para todo (x, t) ∈
Mα

⋂
∂G× {0, 1}.

3 ) para cada ζ = x ∈ ∂G : σ′(ζ) =

(
σ′′33(x, 0) σ′′34(x, 0)
σ′′43(x, 0) σ′′44(x, 0)

)
.

4 ) los valores (σ′(ζ), σ′′(x, t)) y (σ′(α(ζ)), σ′′(α(x), t)) están rela-
cionados como sigue :(

σ′(ζ), σ′′(x, t)
)

= N
(
σ′(α(ζ)), σ′′(α(x), t)

)
N

donde N = N∗ = N−1 = (N ′, N ′′),

N ′(ζ) =

(
−1 0
0 1

)
, y

N ′′(x, t) =


√

1− t 0 i
√
t 0

0 −
√

1− t 0 −i
√
t

−i
√
t 0 −

√
1− t 0

0 i
√
t 0

√
1− t

 .
Normalizamos el álgebra Ω por

||σ|| = max{ max
ζ∈G

||σ′(ζ)||, max
(x,t)∈Mα

||σ′′(x, t)|| }

donde ||σ′′(x, t)||2 [ ||σ′(ζ)||2 ] es el valor propio más grande de la
matriz σ′′(x, t)σ′′∗(x, t) [ σ′(ζ)σ′∗(ζ) ].

Para la descripcción del álgebra R = R(C(G), K, W, C) utilizamos
una variación de [12] ya que la proyección K es equivalente al operador
cero en cada punto de G. Con el espectro local del operador K−WKW
se obtiene la descripción del álgebra de śımbolos en el siguiente teorema.

Teorema 7.1 El álgebra de śımbolos Sym R = R/C del algebra R =
R (K,W,C(G)I, C) es isomorfa e isométrica a el álgebra Ω. Cuando
ellas son identificadas, el homomofismo

sym : R → Sym R
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está generado por la siguiente aplicación de los generadores del álgebra
Ω:

sym a(ζ)I = (σ′a, σ
′′
a), sym K = (σ′K , σ

′′
K), sym W = (σ′W , σ

′′
W ),

donde

σ′a(ζ) =

(
a+(ζ) a−(ζ)
a−(ζ) a+(ζ)

)
,

σ′′a(x, t) =


a+(ζ) a−(ζ) 0 0
a−(ζ) a+(ζ) 0 0

0 0 a+(ζ) a−(ζ)
0 0 a−(ζ) a+(ζ)

,

con a+(ζ) = 1
2 [a(ζ) + a(α(ζ))] y a−(ζ) = 1

2 [a(ζ)− a(α(ζ))],

σ′W (ζ) =

(
1 0
0 −1

)
,

σ′′W (x, t) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 ,

σ′K(ζ) =

(
0 0
0 0

)
, y

σ′′K(x, t) = 1
2


2− t t i

√
t(1− t) −i

√
t(1− t)

t 2− t −i
√
t(1− t) i

√
t(1− t)

−i
√
t(1− t) i

√
t(1− t) t −t

i
√
t(1− t) −i

√
t(1− t) −t t

 .

Observación 7.1 Cuando el Jacobiano de α es menor que cero, t ∈
{0, 1}, por lo tanto, todas las matrices en Ω son diagonales por bloques
2× 2.

Corolario 7.1 Un operador A en el álgebra R es un operador de
Fredholm si, y solo si, su śımbolo es invertible, es decir,

det sym A 6= 0

para todos los puntos de Mα.
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