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Sobre las Graficas Ciubicas de Orden 10
y sus Grupos de Automorfismos *

Victor Neumann—Lara!

Resumen

En este articulo se demuestra que la gréfica de Petersen es la
Unica grafica cibica (es decir, regular de grado 3) y orden 10
cuyo grupo de automorfismos es isomorfo a S;. En el proceso
de la demostracién se determinan las 19 graficas conexas cibicas
de orden 10 y se obtienen algunas propiedades de sus grupos de
automorfismos.
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1 Introduccion

Es bien sabido que la gréfica de Petersen (Fig. Hig) tiene al grupo
simétrico S5 como grupo de automorfismos ([2]: pp 76— 177, ejs. 14.11
y 14.23). Victor Gonzalez, [1] (Universidad Técnica F. Santamaria,
Valparaiso, Chile) planteé la siguiente pregunta:

(Es la grafica de Petersen la tnica grafica cibica de orden 10 cuyo
grupo de automorfismos es isomorfo a S5? Es sabido ([2], p. 71) que
existe una infinidad de graficas conexas cibicas cuyo grupo de auto-
morfismos es isomorfo a S5. En este trabajo resolvemos el problema de
V. Gonzélez afirmativamente. En el proceso de demostracién determi-
namos las 19 graficas conexas cibicas de orden 10 (una grafica es cibica
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si todos sus vértices tienen valencia 3). Las definiciones bésicas pueden
verse en [2]. Si G es una grafica, ¢(G) denota el nimero de aristas
de G y Aut(G) es el grupo de automorfismos de G. Si I' =Aut(G) y
v1,vg -+, v son vértices de G, entonces I'(vi,ve, -, v;) designard al
subgrupo de I' que fija a cada uno de los vértices vy, vo, - - -, vg; de igual
manera, si S es un conjunto de vértices, I'(S) designard al subgrupo de
I" que deja invariante a .S. Como es usual, S, y D,, denotan a los grupos
simétrico y diédrico respectivamente.

En lo que sigue g(G) denotara el cuello (girth) de G, es decir, la
longitud minima de un ciclo en G.

Las graficas H; asi como las auxiliares W, y W, a las que hace
referencia el texto, aparecen en dos catdlogos al final del mismo.

2 Las 19 graficas conexas cubicas de orden 10

A partir de este momento, GG,, denotard una gréfica de orden n, es decir,
una grafica con n vértices.

Lema 2.1 Si Gy es una grdfica cibica y Gg es una subgrdfica inducida
de Gyg entonces G4 = G19— Gg satisface la igualdad q(G4) = q(Gg) — 3.

Demostracién: Si se suman las valencias (en Gyg) de los vértices de
G, cada arista de Gg queda contada dos veces mientras que cada arista
que une Gg con G4 queda contada una sola vez. Se sigue que el nimero
de aristas que unen G4 y Gg es 18-2 ¢(Gg). Anélogamente, 2 ¢(G4) =
12 — (18 — 2¢(Gs)) y de alli ¢(G4) = q(Gs) — 3. m

En lo que sigue, G denotara siempre una grafica conexa cubica de
orden 10.

Lema 2.2 Si G contiene a Wy = Ko + Ko como subgrdfica entonces G
es isomorfa a una de las grdficas H; para j =1,2,3,4,5.

Demostracién: Ya que G es conexa, W) es una subgrafica inducida de
G. Wy se extiende a una subgrafica inducida Gg de G que es isomorfa a
Wo1, Woe 0 Wys. Aplicando el lema 2.1, el resultado se sigue facilmente.
n

Lema 2.3 Si G no contiene a Wy como subgrdfica pero contiene a Wy
entonces G es isomorfa a una de las grdaficas H; para j = 6,7,8.
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Demostracion: Wj es subgrafica inducida de G pues de otro modo
G — Wy contendria a Wy como subgrafica por el lema 2.1. Ademas
q(G —W1) =4y el resultado se sigue facilmente. m

Lema 2.4 Si G contiene algin tridngulo pero no contiene ni a Wy ni
a W1 como subgrdficas, entonces G es isomorfa a alguna H; para j =
9,10,11,12,13.

Demostracién: Cualquier tridngulo de G puede extenderse a una
subgrafica Gg inducida de G isomorfa a alguna de las graficas Woy,
Wo1, Wag, Was. Como G es conexa, el caso Gg = Wog es imposible. Asi
mismo Gg = Wy pues de otro modo G — Gg = Wy por el lema 2.1. Si
Ge = Woy, es facil ver que G es isomorfa a una de las graficas H; para
7 =09,10,11. Si Gg = Wy entonces GG es isomorfa a una de las graficas
Hj para j =12,13. m

Lema 2.5 Si el cuello de G es 4, entonces G es isomorfa a alguna de
las grdficas H; para j € [14,18].

Demostracién: Caso 1. G contiene a W3 como subgrafica.

Notemos en primer lugar que ¢(G — W3) < 4. Aplicando el lema 2.1
se sigue que la subgrafica de GG inducida por W3 tiene a lo més 7 aristas.
Por lo tanto, W3 es subgrafica inducida de G y G — W3 es un cuadrado.
Se sigue que G es isomorfa a alguna H; para j = 14,15, 16.

Caso 2. G no contiene a W3 como subgrafica.

G contiene como subgrafica a Wyy o a W5. Si G contiene a Wjs
entonces por el lema 2.1, W5 es subgrafica inducida de G y G — W5 es
un cuadrado. Se sigue sin mas que G = Hi7. Supongamos ahora que
G contiene una subgréfica Gg isomorfa a Wyg. Sea G§ la subgréfica de
G inducida por Gs. Ya que el ntimero de aristas entre Gg y G — G§ es
24—2q(GY) = 6—2¢(G — GYy), se tiene q(G5) = 9+ ¢(G — G%) y entonces
q(G%) = 9,10. En el primer caso, Gg = Wy1 y G es isomorfa a Hyg. El
segundo caso no puede presentarse ya que G§ serfa isomorfo a Wy y G
contendria a W3. m

Lema 2.6 Si g(G) > 5, entonces G es la grafica de Petersen.
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Demostracién: Sea C' un ciclo de longitud ¢g(G). Supongamos que
6 < g(GQ) y sea Rc un conjunto de vértices de C' con didmetro 3 en la
distancia correspondiente a C' y maximo nimero posible de elementos.
Los vértices vecinos de R¢ en G—C son todos diferentes y como |R¢| > 4
se sigue que g(G) = 6. Pero en este caso |R¢| = 6 lo que implica que
hay por lo menos 6 vértices en G—C, lo que es imposible. Asi g(G) = 5.
Podemos asumir que C' = C5. Denotemos por j' al vecino de j en G—Cs.
Claramente los vecinos de ' en G — C5 son (j+2) y (j —2)" con j + 2
y j — 2 tomados mod. 5 y GG es la grafica de Petersen Hig. m

Lema 2.7 Si G es una grdfica conexa ciubica de orden 10, entonces G
es isomorfa a alguna H;.

Demostracion: Ya que G obviamente contiene ciclos, el lema es con-
secuencia directa de los lemas 2.2-2.6. m

Teorema 2.1 Hay exactamente 19 grdficas conexas cubicas de orden
10, salvo isomorfismo: Las grdficas Hj,j € [1,19] del catdlogo.

Demostracion: Sean
F:{Hj:je[lvlg]}v Fl:{Hj:j€[175]}a
Fy = {Hj 1 j € [6,8]}, F5 = {Hj 1] € [9, 13]},
F4 = {H] j S [14, 18]}, F5 = {ng}.

Solo necesitamos demostrar que las H; son no isomorfas por pares. Si
dos de ellas pertenecen a dos clases distintas, entonces son claramente
no isomorfas: Las de la clase F} contienen a W como subgrafica, las
demas no; las incluidas en F5 contienen a Wy como subgréfica, las de
las clases posteriores no; las de F3 tienen tridngulos, las de Fy U F5 no;
las de F contienen cuadrados, Hig es libre de cuadrados. En F} no hay
repeticiones: Hj es el inico miembro que no es 2—conexo, de las restantes
graficas, Hy es la unica que contiene dos copias de Wy, finalmente Hy —
Wo, Hs — Wy v Hy — Wy son mutuamente no isomorfas. En F5, Hg
contiene 3 tridngulos mutuamente ajenos, H7y y Hg s6lo 2, H7 contiene
2 cuadrados ajenos, Hg no. En Fj, Hg, Hig y Hi1 contienen a Wy
como subgrafica inducida, Hio y Hi3 no; ademas Hg — Wog, H1g — Wog
y Hy1 — Wy son mutuamente no isomorfas; His contiene 2 tridngulos
ajenos, Hi3 contiene solamente un triangulo. En Fy, Hy5 y Hi7 son
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bipartitas, Hi4, Hig y His no; ademas Hi4, Hi5 y Hig contienen una
copia de W3, en cambio Hy7 y Hig no contienen ninguna. Finalmente,
Hy4 contiene 5 copias distintas de W3 mientras que Hig solo contiene
una. Con esto termina la prueba. m

3 Grupos de automorfismos

Teorema 3.1 La grdfica de Petersen (Hyg) es la unica grdfica cibica
de orden 10 cuyo grupo de automorfismos es el grupo simétrico Ss.

Demostracion:

1. Sea G una grafica cubica de orden 10 cuyo grupo de automorfis-
mos es S5. Demostraremos primero que G es conexa. Si G fuera
inconexa, seria union disjunta de K, y una grafica conexa cubica
G que es el prisma triangular o K33. Se sigue ([2], Teor. 14.6)
que Aut(G) = Aut(K4)+ Aut(Gs). Ahora bien el grupo de au-
tomorfismos del prisma triangular (Wa3) es S3 + Sz y el de K33
es de orden 2.312=72. Luego Aut(G) # S5. Otra manera de pro-
barlo consiste en recordar que el grupo alternante As es el tinico
subgrupo normal de S5 no trivial distinto de S5 ([3], p. 150).

Por el teorema 2.1, G es isomorfa a alguna H;. Analicemos ahora
los grupos de automorfismos de las H;. Sea I'; =Aut(H;).

2. T'; fija a la arista [5,6] ya que es la unica arista de corte de Hj.
Como hay un automorfismo de H; que invierte los vértices 5 y
6, entonces I'1(5,6) tiene indice 2 en I'y y ya que claramente
I'1(5,6) = Sy + Sy + So 4+ 5o, el orden de T’y es 32.

3. I'y,I'3 y I'4 dejan invariante a Wy y por lo tanto dejan invariante al
par {5,6} y como en todos ellos hay automorfismos que invierten
a by 6, el indice de I';(5,6) en I'j es 2 para j = 2,3,4. Ahora bien,
claramente I'y(5,6) = Sy + Sy, I'3(5,6) = So + So + S, T'4(5,6) =
S9. Asi los 6rdenes de I'y,I's v I'4 son 8, 16 y 4 respectivamente.

4. T's deja invariante al par {5,6} y como en los casos anteriores,
I'5(5,6) tiene indice 2 en I's. A su vez, I'5(5,6,1,9) tiene indice 2
en I'5(5,6) y fija también a 3 y 7.

Como I'5(5,6,1,9) = So + Sy y tiene indice 4 en I's, se sigue que
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el orden de I'5 es 16.

. Demostraremos que I'g¢ = S3. En primer lugar, ' fija a 10 que es

el unico vértice de Hg que no esta en ningun triangulo. Asi I'g deja
invariante a la terna {1,4,9}. Es fécil ver que cada permutacién
de {1,4,9} determina un tinico automorfismo de Hg.

. Claramente I'7 y I's dejan invariante a la arista [2,3] en Hy y

Hj respectivamente y como en casos anteriores I'7(2,3) y I's(2, 3)
tienen indice 2 en I'7 y I'g respectivamente. Como ademads I'7(2, 3)
= Sy y I'g(2,3) = Sy + 5o, se sigue que los 6rdenes de I'; y I'g son
4 y 8 respectivamente.

. Hy y Hy sblo contienen un tridngulo: el inducido por {1,2,3}.

Luego I'g y I'11 dejan invariante a Wag. Como Hip — Wy = K 3,
se sigue que I'1; fija al vértice 10 y puede verse facilmente que
I'i1 £ S3. Por otra parte, I'g deja invariante a Hg — Wyy = Py
y como el vértice 6 completa un pentdgono con tal trayectoria, lo
que no ocurre con los vértices 4 y 5, I'g fija a 6 y, por lo tanto,
también a 3 y a la arista [1,2]. Como existe un automorfismo de
Hg de orden 2 que invierte los vértices 1y 2 y ademés I'g(1,2) es
claramente trivial, se sigue que I'g = .55.

. Hjo contiene exactamente 2 copias de Woy. Ya que {4,5,6} es el

conjunto de vértices de valencia 1 para ambas copias, se sigue que
{4,5,6} es invariante bajo I'1g y, por lo tanto, el vértice 7 queda
fijo. De esta observacion se desprende inmediatamente que I'1g es
isomorfo al grupo de automorfismos del prisma triangular que es

S3 + Ss.

. Como His contiene exactamente 2 tridngulos, el conjunto {4,6}

de vecinos comunes a ambos es invariante bajo I'12. Ya que (4, 6)
(5,10) (2,9) (1,7) (3,8) es un automorfismo de orden 2 que invierte
a4y 6, '12(4,6) tiene indice 2 en I';2. Ademds, I'12(4,6) fijaa b
y 10 ya que cada uno de ellos es vecino de 4 y 6 respectivamente y
no esta contenido en un tridngulo. Asi I'12(4,6) = I'12(4, 5,6, 10).
Es facil ver que I'12(4, 5,6, 10) es trivial y asi I'15 tiene orden 2.

Como Hijs sélo contiene un tridngulo (el inducido por {1,2,3}, '3
deja invariante a Wa y, por lo tanto, fija a los vértices 3 y 6. Ya
que existe un automorfismo que invierte los vértices 1y 2, I'13(1, 2)
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tiene indice 2 en I'13 y como I'13(1,2) = Ss (consta de la identidad
y la transposicién (7,10)), el orden de I'y3 es 4.

Hy4 es un prisma pentagonal, asi I'14 es isomorfo a Dg + Ss.

En Hijs, las aristas que estan incluidas en un solo cuadrado (vg.
[1,2], [9,10], etc.) forman un ciclo Cy de longitud 10 que natu-
ralmente es invariante bajo I'y5. Como las restantes aristas unen
pares de vértices diametralmente opuestos en Cjg, se sigue inme-
diatamente que I'15 = Dqp.

Como Hjg s6lo contiene una copia de W3 como subgréfica (pre-
cisamente W3), W3 es invariante bajo I'jg y, por lo tanto la arista
[2,5] es también invariante. Como hay un automorfismo de Hig
que permuta los vértices 2 y 5, I'14(2,5) tiene indice 2 en T'yg.
Ahora bien, el par {1,3} es invariante bajo I'15(2,5) y como hay
un miembro de este iltimo grupo que invierte a 1 y 3, se sigue que
I'16(2,5,1,3) tiene indice 4 en I'1g. Como es claro que I'14(2, 51, 3)
es trivial, I'1g tiene orden 4.

Como el conjunto de aristas {11’,22/,33'} es la tnica terna de
aristas independientes cuya remocién desconecta a Hiy7, es facil
ver que cada automorfismo de Hy7 deja invariante a {1,2,3} o lo
manda a {1’,2',3’). Como el automorfismo

(1,1(2,2")(3,3")(a,a’) (b, V)

envia {1,2,3} a {1',2/,3'}, se sigue que I'17({1,2, 3}) tiene indice 2
en I'17. A suvez I'i7(a) = I'17(a,b) tiene indice 2 en I'17({1, 2,3})
y es ademas isomorfo a Aut(Ks3) = Sy x S3. Se sigue que I'i7
tiene orden 48.

Como Hig se obtiene del cubo Wy por subdivision de las aristas 49
y 2(10) e insercién de la arista 56, es facil constatar que I'1g es un
subgrupo del grupo del cubo y asi su orden es un divisor de 48 lo
que implica que no es S5. De modo més preciso, como los unicos
vértices de Hig que no estan en un cuadrado son 5 y 6, la arista 56
es invariante bajo bajo I'ig. Como hay un automorfismo de Hig
de orden 2 que invierte a 56, se sigue que I'13(5,6) tiene indice 2
en I';g. Andlogamente I'15(5,6,4,9) tiene indice 2 en I'1g(5,6) vy,
de igual modo, I'15(5,6,4,9,1,3) tiene indice 2 en I'15(5,6,4,9).
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Ya que I'15(5,6,4,9,1,3) es trivial, se sigue que I'1g tiene orden 8.

De los incisos 1-15 se desprende que sélo la grafica de Petersen
(Hyg) tiene a S5 como grupo de automorfismos. m

Se sugiere al lector calcular los grupos de automorfismos de las 19
graficas cubicas conexas de orden 10.

Problema: Sea P la gréfica de Petersen. Definimos P*) inductiva-
mente tomando P*+Y = L(P®*)) donde L(Q) es la gréfica de lineas de
G. Sabemos que Aut(P®)) 2 S5 para toda k, ya que Aut(L(G,)) =
Aut(G,,) para toda gréfica conexa de orden n > 5 ([2], p.177, Ex.14.23).
Sean pi v qx el orden y el nimero de aristas de P%) respectivamente.
Es facil ver que todos los vértices de P*) tienen valencia rj, = 2% + 2;
ademds pri1 = Gk Y Qur1 = Prs1-(28F +1) = qo.(2¥ + 1). Determinar
el conjunto U de valores de k tal que P*) es la tnica grafica de orden
pi, regular de grado r, = 2¥ + 2 cuyo grupo de automorfismos es Ss.
Obsérvese que si m’ < m € U, entonces m’ € U.
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